IT11.5 Kompaktni operatory

Definice. Necht X = (X, d) je metricky prostor a A C X. Rekneme, Ze mnozina A je

e relativn kompaktni v X, pokud jeji uzavér A je kompaktni v X;

e totdlné omezena, pokud pro kazdé € > 0 existuje konecné mnoho bodd zi,...,x, € X
takovych, ze A C Uj_, U(zj,e).

Pripomenuti: Necht X je Gplny metricky prostor a A C X. Pak plati:
e A je kompaktni, pravé kdyz je uzaviena a totalné omezena.
e A je relativné kompaktni, pravé kdyz je totalné omezena.

Definice. Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T' € L(X,Y). Operator T se nazyva

e kompaktni, je-li 7'(Bx) relativné kompaktni v Y;

e konec¢nédimenzionalni, pokud je jeho obor hodnot R(7") koneéné dimenze.

Poznamka: Necht X a Y jsou Banachovy prostory a 7' : X — Y linearni zobrazeni (ne nutné

spojité).

e Pokud T'(Bx) je relativné kompaktni v Y, pak T je spojity, tj. T € L(X,Y).

e R(T) muze byt koneéné dimenze i pro nespojitd 7. Nicméné my budeme kone¢nédimenzionél-
nim operatorem nazyvat pouze spojité operatory, jejichz obor hodnot je konecné dimenze.

Znaceni: Necht X a Y jsou Banachovy prostory.

e Symbolem K(X,Y) zna¢ime mnozinu vSech kompaktnich operatori X do Y.

e Symbolem F(X,Y) zna¢ime mnozinu vSech (spojitych) konecnédimenzionalnich operatora X
doY.

Véticka 25 (charakterizace kompaktnich operatori).  Necht X a Y jsou Banachovy prostory

aT e L(X,Y). Pak T je kompaktni, pravé kdyz pro kazdou omezenou posloupnost (z,) v X

ma posloupnost (T'z,,) konvergentni podposloupnost.
Véta 26 (vlastnosti kompaktnich a koneénédimenzionalnich operatorti).  Necht X a Y jsou
Banachovy prostory. Pak plati:
(a) Necht T € F(X,Y). Pak existuji ¢1,...,0n € X" ay1,...,y, € Y tak, ze
Tz =3 ¢j(x)y;, z€X.
Obracené, je-li T dano takovymto vzorcem, pak T € F(X,Y).
(b) K(X,Y) je uzavfeny linearni podprostor L(X,Y).
(c) F(X,Y) je linedrni podprostor K(X,Y).
(d) Necht Z, a Zy jsou Banachovy prostory a S1 € L(Z1,X), So € L(Y, Z3). Pak
o SoT'S) € F(Z1,Z5) prokazdé T € F(X,Y); a
o SoT'S) € K(Z1,Z5) pro kazdé T € K(X,Y).

Definice. Necht K je metricky (nebo obecnéji topologicky) prostor a A je néjakd mnozina
spojitych funkei (redlnych ¢ komplexnich) definovanych na K. Rekneme, Ze mnozina A je stejné
spojita, pokud
Vre KVe>03U C KokolizVyeUVfeA:|f(y)— flz)] <e.
Véta 27 (Arzela-Ascoli).  Necht K je kompaktni metricky (nebo obecnéji Hausdorffiiv kom-
paktni topologicky) prostor a A C C(K). Pak A je relativné kompaktni, pravé kdyz je omezend
a stejné spojita.
Véta 28 (Schauderova o dualnim operatoru).
(1) Necht X aY jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y). Pak T je kompaktni, pravé kdyz
T’ je kompaktni.
(2) Necht Hy a Hs jsou Hilbertovy prostory a T € L(Hy, Hy). Pak T je kompaktni, pravé
kdyz T™ je kompaktni.



