IV.3 Fourierova transformace a Schwartzuv prostor

Znadeni a imluva: Pfipomeiime, 7e A? znaéi Lebesgueovu miry na R¢. Oz-
na¢me mg = (27)"%2X%. V tomto oddilu budeme prostorem LP(R?) rozumét
prostor LP(mg). Taktéz konvoluci budeme uvazovat viéi této mire, tj.
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frol@)= | JWe@=—y)dmaly) = o555 | J@)gl@—y)dy.

Navic, vSechny prostory uvazujeme komplexni.
Definice. Necht f € L'(R%). Fourierovou transformaci funkce f nazyvame funkci

f definovanou vzorcem

1
(2m)/2 Jpa
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f&) = [ flx)e 8™ dmg(x) = (x)e %) dz, te R
R4

Poznamky:

e (t,x) znaci standardni skalarni soucin t a v R™. V literatufe se ¢asto znaci
t - x, my se pridrzime znaceni z prvni kapitoly.

e Pro t ¢ R? definujme funkci e; vzorcem eg(x) = ¢*t® pro € R?. Tyto
funkce se ¢asto nazyvaji charaktery na R?. Fourierova transformace lze jejich
pomoci vyjadrit takto:
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F@) = (fxe)(0)= | f-e_ydma, proteR%a fe L'(RY)
Rd
e Kazdy charakter e; je spojitd funkce spliiujici |e;] = 1 na RY. Odtud je
ziejmé, ze pro kazdé f € L'(R?) je funkce f definovani na RY a spliuje

7l =g




Tvrzeni 8 (zdkladni vlastnosti Fourierovy transformace).  Necht f,g € L*(R?)
a y/E\Rd. Pak E]ati:
(a) Ef\: €y Af
(b) ey - f=myf.
(c) fxg=Ff-7 R ~
(d) Necht A >0 a h(m)A: f(%) pro @ € R Pak h(t) = X f (M) pro t € R%.
(&) fou £ Gllma = fou - gdmy. N
(f) Necht j € {1,...,d} a 8(97]; € LY(RY). Pak aanj(t) = itj]/”\(t) pro t € RZ.
(g) Necht’jAe {1,...,d} a funkce g(x) = z,; f(x), ¢ € RY, patii do L'(RY). Pak
g= ol
(h) Funkce ]?je spojitd na R?.
Definice a znaceni:
e Prot € R? a multiindex o € Ng oznac¢me t* = ¢* - ... - t5%. (Stejné znadenf

budeme pouzivat i pro t € C%.)
Polynomem na R? rozumime funkci P na R? tvaru

Pt)= >  cot”, teR%
a€Ng o] <N

kde N € Ny a co, @ € Nd,|a|] < N jsou néjaka komplexni ¢&isla (koeficienty
polynomu P). Pokud navic existuje multiindex «, pro ktery |a| = N a ¢, # 0,
rikame, ze polynom P m4a stupei V.

e Polynom na R? chapeme vzdy jako funkci na RY, tj. jako funkci d redlnjch
proménnych. Nicméné do takového polynomu lze zfejmym zptisobem dosadit
i prvky C?, coz se bude obéas hodit.

e Je-li P polynom na R¢ ozna¢me symbolem P polynom na R? definovany
vzorcem P(t) = P(it) pro t € R?, tj. (je-li P vySe uvedeného tvaru)

Pity= > it teR”
aeNd, |a|<N

e Je-li P polynom na R¢ vyse uvedeného tvaru a f je funkce t¥idy C* na R¢,
pak symbolem P(D)f znacime funkci definovanou vzorcem

PD)f= >  cuDf.

aeNd,|a|<N

(Tato definice m4 smysl i pro funkce tiidy CV.)



Dusledek 9. Necht N € N.

(a) Pokud f € CN(R?) a pro kazdy multiindex o spliiujici |a| < N plati D®f €
LY (R%), pak pro tyto multiindexy plati Do f(t) = il®lt> f(t) pro t € R,

(b) Pokud pro kazdy polynom P na R? stupné nejvyse N plati P - f € L'(R%),
pak f je tiidy CN a pro multiindex o splitujici || < N plati DYf(t) =
(=)l (@ = 2 f(2)) (t).

Lemma 10.
(a) D%, = il®lt>e; pro kazdy multiindex o € N¢.
(b) Je-Ii P polynom na R%, pak P(D)ey = P(t) - e;.

Definice. Schwartzovym prostorem na R? rozumime prostor funkei
f e C®(RY); funkce = — (1 + ||z|*)N D f(x)

AR = je omezena na R?
pro kazdé N € Ny a kazdy multiindex «

Nehrozi-li nedorozumeéni (tj., je-li d pfedem dano), misto .#(R9) piSeme jen .7
Poznamka. Je-li ¢ méfitelnd funkce na [0, 00), pak plati

o
[ allalyde = d-NBo.1) - [ rtgran
R 0

ma-li jedna strana smysl. Tento vzorec lze snadno dokézat, je-li g charakteri-
stickad funkce intervalu, s vyuzitim regularity Lebesgueovy miry se dokaze pro
charakteristické funkce méfitelnych mnozin a dale se postupuje zptisobem stan-

dardnim v teorii miry. Z tohoto vzorce se snadno plyne, Ze
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dmg < co prom > —.

/Rd (1 + fl] )™ 2
Véta 11 (vlastnosti Schwartzova prostoru a Fourierovy transformace na ném).

(a) D(R™) C 7 C Co(R?) N Mpeft,oo] LP(RY).

(b) Je-li f € .7 a P je polynom na R?, pak
P(D)f=P-f. P-J=PD)F.

(c) Fourierova transformace je linearni zobrazeni . do .%.

Dusledek 12. Fourierova transformace je spojité linearni zobrazeni prostoru
LY(R9) do prostoru Cy(R?), jehoz norma je nejvyse 1.

Lemma 13.  Uvazme funkci ¢q(x) = e~ 21=1° x € Re. Pak plati ¢4 € AR?)
adq = Ga.



Véta 14 (véta o inverzi pro Schwartziv prostor).
(a) Pro kazdé f € . plati

f(x) = /Rdf-ew dmg = ( ! Fl)e't) at.

27T>d/2 Rd

(b) Fourierova transformace je linearni bijekce . na .. Navic pro kazdé f € ./
plati

~ v 2

f=5rn =17~

Dusledek 15 (véta o inverzi pro pfipad integrovatelné f) Necht f € L'(R9)
je takova, ze f € L*(RY). Pak pro skoro vSechna x € RY plati

fx)= [ f-exdmy= ! F(t)e't= dg.

R4 (27T)d/2 R4

Poznamka: V dikazu Disledku 15 se hodi nasledujici pomocné tvrzeni: f €
Ll .(RY), [o4 fg =0 pro kazdé g € Z(RY) = f = 0 skoro vsude.

loc
Tvrzeni 16. Pro f,g € . plati E = f* g. Specialné, prostor . je uzavieny
na konvoluci.
Véta 17 (Plancherelova véta).

(a) Pro kazdé f € . plati fH = I£Il».

2
(b) Existuje pravé jedna linearni izometrie P prostoru L?(R?) na L?(R?) takova,
ze P(f) = f pro f € .&.
(c) Pro f € LY(RY) N L3(RY) plati P(f) = f.




