I1.2 Vnoreni do druhého dualu a reflexivita

Definice. Necht X je normovany linearni prostor. Jeho druhym dudlem (nebo

téz bidudlem) rozumime dudlni prostor k X*, tj. prostor (X*)*. Znac¢ime ho
D, G

Véta 12 (vnoreni do druhého dudlu).  Necht X je normovany linearni prostor.
Pro kazdé x € X definujme zobrazeni s»(x) : X* — F vzorcem

w(x)(x") =2"(x), z¥e X"

Pak zobrazeni s : x — x(x) je linearni izometrie X do X**.

Poznamka: Zobrazeni ¢ z predchozi véty se nazyva kanonické vnoreni prostoru
X do druhého dudlu. Je-li treba zdiraznit, ze se tyka prostoru X, znacime ho

xxX.

Poznamka: Protoze X** je vzdy uplny, je »(X) zaplnénim X, coz umoziuje
dokazat Vétu I.19.

Definice. Normovany linedrni prostor X se nazyva reflexivni, pokud s (X) = X**.

Poznamky:

e Reflexivni prostor je nutné tplny.

e Existuje Banachiiv prostor J, ktery neni reflexivni, ale pritom je izometricky
J** (Jamesiv prostor zminény v oddilu 1.7).

Véta 13 (vlastnosti reflexivnich prostorti).  Necht X je Banachuv prostor.
(a) X je reflexivni, pravé kdyz X* je reflexivni.
(b) Je-li X reflexivni, pak kazdy jeho uzavieny podprostor je reflexivni.
(c) Je-li X reflexivni a'Y je izomorfni X, pak X je také reflexivni.

Véticka 14 (nabyvani normy).  Necht X je reflexivni Banachiiv prostor. Pak
pro kazdé f € X* existuje x € X takové, ze ||z|| =1 a f(z) = || f|-
Poznamky:

e Pokud pro f € X* existuje z € X takové, ze ||z| =1 a f(x) = || f||, Fikdme,
ze f nabyva své normy.

e 7 Véticky 14 snadno plyne, Ze prostory cg, £ a C([0,1]) nejsou reflexivni.

e Véticka 14 tedy 1ika, Ze na reflexivnim Banachové prostoru kazdy spojity
linearni funkcional nabyva své normy. Plati i netrividlni obraceni (Jamesova
véta z roku 1963): Pokud X je Banachtv prostor a kazdy prvek X* nabyva
své normy, pak X je reflexivni.

e Jiné netrividlni véta (Bishop-Phelpsova véta z roku 1961) fikd, Ze mnozZina
vsech funkcionaltt nabyvajicich své normy je vzdy husta v X*.



