
III. Izolované singularity, rezidua, reziduová vìta

1. Urèete násobnost koøenù funkí:

(a) z2 − z5, v¹ehny koøeny, (b) (1−m
1/2(z))

3

, koøen 1, () ez
2 − 1, v¹ehny koøeny,

(d) 1− os z, v¹ehny koøeny, (e) esin z − etg z
, koøen 0.

2. Najdìte a klasi�kujte izolované singularity funkí (vèetnì hování v ∞):

a)

z2−1

z−1

, b)

sin z
z

, )

log(1+z)
z

, d)

1

ez−1

− 1

sin z
, e)

z
ez+1

, f) tg πz, g)

1−os z
sin

2 z
,

h) z(e1/z − 1), i) os e1/z, j) otg z − 1

z
, k) sin

π
z2
.

3. Najdìte izolované singularity následujííh funkí a spoètìte pøíslu¹ná rezidua:

a) otg z, b) sin

1

1−z , )

1

sin

1

z

, d)

1

z3−z5 , e)

z2

(z2+1)

2

, f)

z2n

(1+z)n , n ∈ N, g)

z2+z−1

z2(z−1)

,

h)

sin 2z
(z+1)

3

, i)

ez

z2(z2+9)

, j) otg

2 z, k) sin

z
z+1

.

4. Spoètìte køivkové integrály z pøíkladù II/5,6 pomoí reziduové vìty.

5. Spoètìte integrály:

a)

∫

2π

0

dx
a+os x

(a ∈ R, |a| > 1), b)

∫

2π

0

dx
(a+b os x)2

(a > b > 0), )

∫

2π

0

dx
a+b sin2 x

(a, b > 0),

d)

∫ π

0

osnx
1−2a osx+a2 (a ∈ R, a 6= ±1, n ∈ N), e)

∫ π

0

tg(x+ ia) dx (a ∈ R, a 6= 0),

f)

∫

2π

0

otg(x+ a) dx (a ∈ C \ R), g)

∫ π

0

os

4 x
1+sin

2 x
dx,

[Návod: Vyjádøete sinx a osx pomoí exponeniály a podle de�nie køivkového integrálu pøeveï-

te na integrál pøes kladnì orientovanou jednotkovou kru¾nii. Ten spoètìte dle reziduové vìty. Je-li

integraèní interval krat¹í, pou¾ijte vhodné symetrie integrované funke.℄
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ysledky a n

�

avody. 1. a) 0 n�asobnosti 2; 1, −1

2

+ i
√
3

2

a −1

2

− i
√
3

2

n�asobnosti 1; b) 3; ) 0

násobnosti 2, ostatní

√
kπ(±1 ± i) (v¹ehny ètyøi kombinae znamének), k ∈ N, násobnosti 1; d)

2kπ, k ∈ Z, v¹ehny násobnosti 2; e) 3. 2. a) Holomorfní na C\{1}, v 1 odstranitelná singularita,

v ∞ pól násobnosti 1; b) holomorfní na C \ {0}, v 0 odstranitelná singularita, v ∞ podstatná

singularita (uva¾te hování na reálné a imaginární ose); ) holomorfní na C \ ((−∞,−1℄ ∪ {0}),
v 0 odstranitelná singularita, jiné izolované singularity nemá; d) holomorfní na C \ ({2kπi : k ∈
Z}∪{kπ : k ∈ Z}, v bodì 0 odstranitelná singularita, v ostatníh uvedenýh bodeh pól násobnosti

1, v ∞ není izolovaná singularita; e) holomorfní na C \ {(2k + 1)πi : k ∈ Z}, v uvedenýh bodeh

pól násobnosti 1, v ∞ není izolovaná singularita; f) holomorfní na C\{k+ 1

2

: k ∈ Z}, v uvedenýh

bodeh pól násobnosti 1, v ∞ není izolovaná singularita; g) holomorfní na C \ {kπi : k ∈ Z},
v uvedenýh bodeh odstranitelná singularita, po dode�nování je v ∞ podstatná singularita; h)

holomorfní na C \ {0}, v 0 podstatná singularita, v ∞ odstranitelná singularita; i) holomorfní na

C\{0}, v 0 podstatná singularita, v ∞ odstranitelná singularita; j) holomorfní na C\{kπi : k ∈ Z},
v 0 odstranitelná singularita, v ostatníh uvedenýh bodeh pól násobnosti 1, v ∞ není izolovaná

singularita; k) holomorfní na C \ {0}, v 0 podstatná singularita, v ∞ odstranitelná singularita.

3. a) kπ, k ∈ Z { reziduum v ka¾dém z bodù je 1; b) 1, reziduum −1; )

1

kπ , k ∈ Z, rezidua
(−1)

k+1

k2π2 ;

d) 0, reziduum 1, 1, reziduum −1

2

, −1, reziduum −1

2

; e) i, reziduum − i
4

, −i, reziduum i
4

; f) −1,

reziduum (−1)

n+1

(

2n
n−1

)

; g) 0, reziduum 0, 1, reziduum 1; h) −1, reziduum 2 sin 2; i) 0, reziduum

1

9

, 3i, reziduum ie3i

54

, −3i, reziduum − ie−3i

54

; j)

1

kπ , k ∈ Z, rezidua 0; k) −1, reziduum − os 1. 4.

Výsledky jsou samozøejmì stejné jako v sadì II. V pøíkladu 5 je tøeba spoèítat pøíslu¹ná rezidua

a rozhodnout, které póly jsou uvnitø pøíslu¹né kru¾nie. Podobnì v pøíkladu 6. Kromì pøíkladù

6(d,f) je postup s vyu¾itím reziduové vìty jednodu¹¹í. 5. a)

2π sgn a√
a2−1

, b)

2πa
(

√
a2−b2)3

, )

π√
a(a+b)

,

d)

π
|a2−1| · (min{|a|, 1

|a|})n, e) πi sgn a, f) −2πi sgn Im a, g) 2π(
√
2− 5

4

).


