
II. Køivky, køivkový integrál, Cauhyova vìta a Cauhyùv vzore

1. Naèrtnìte obrazy následujííh køivek a spoètìte jejih délku:

a) ϕ(t) = t+ it2, t ∈ [0, 10℄; b) ϕ(t) = i os t, t ∈ [0, 2π℄; ) ϕ(t) = 1 + i os2 t, t ∈ [0, 2π℄;

d) ϕ(t) = 2 sin t− i os t, t ∈ [0, 4π℄; e) ϕ(t) = t(os t+ i sin t), t ∈ [0, 10π℄.

2. Pomoí de�nie køivkového integrálu spoètìte

∫

ϕ f , kde:

a) f(z) = Re z, ϕ je orientovaná úseèka [0, 1 + i℄;

b) f(z) = Im z, ϕ je kladnì orientovaná polokru¾nie |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ π;

) f(z) = |z|, ϕ je orientovaná úseèka [0, 2− i℄;

d) f(z) = |z|, ϕ je kladnì orientovaná polokru¾nie |z| = 1, −π
2

≤ arg z ≤ π
2

;

e) f(z) = z
�z , ϕ je kladnì orientovaný obvod horního polomezikru¾í mezi kru¾niemi |z| = 1 a |z| = 2;

f) f(z) = z
|z| , ϕ je jako v e).

3. Najdìte pøírùstek logaritmu f podél ϕ, jestli¾e

a) f(z) = z, ϕ je orientovaná úseèka [u, v℄, kde u, v ∈ C; b) f(z) = z, ϕ(t) = exp2πit, t ∈ [0, 2℄; ) f(z) = z − 2,

ϕ jako v b); d) f(z) = 1

z , ϕ jako v b).

4. Naèrtnìte obraz køivky ϕ a urèete hodnoty indexu vzhledem k ϕ v komponentáh C \ 〈ϕ〉, pokud:
(a) ϕ je køivka z pøíkladu 2e); (b) ϕ(t) = sin

2 t · eit, t ∈ [0, 2π℄;

() ϕ = ϕ
1

∔ ϕ
2

, kde ϕ
1

(t) = sin

2 t · eit, t ∈ [0, π℄ a ϕ
2

(t) = sin

2 t · e−it
, t ∈ [0, π℄;

(d) ϕ = ψ ∔ [6π,−6π℄∔ [−6π,−6π + 6πi℄∔ [−6π + 6πi, 6πi℄∔ [6πi, π
2

i℄, kde ψ(t) = teit, t ∈ [

π
2

, 6π℄.

5. S vyu¾itím Cauhyovy vìty, znalosti primitivníh funkí a de�nie spoètìte

∫

ϕ f , pokud:

(a) f(z) = 1

z(z2−1)

a ϕ je kladnì orientovaná kru¾nie o polomìru

1

2

a støedu (a1) −1, (a2) 0, (a3) 1, (a4) 2;

(b) f(z) = 1

z2(z2−1)

a ϕ je kladnì orientovaná kru¾nie o polomìru

1

2

a støedu (b1) −1, (b2) 0, (b3) 1, (b4) 2;

() f(z) = 1

z(1−z)3 a ϕ je kladnì orientovaná kru¾nie o polomìru

3

2

a støedu (1) −1, (2)

1

2

, (3) 2;

(d) f(z) = z
z4−1

a ϕ je kladnì orientovaná kru¾nie o polomìru r a støedu r (r > 0).

6. Pomoí Cauhyova vzore spoètìte integrály

∫

ϕ f , kde

a) f(z) =
sin(z+i)
z2+1

, ϕ je kladnì orientovaná kru¾nie o støedu 0 a polomìru 2;

b) f(z) = ez

z2−1

, ϕ jako v a), ) f(z) = ez−e
z2−1

, ϕ jako v a), d) f(z) = zez

(z+1)

3

, ϕ jako v a), e) f(z) = ez

ez−1

, ϕ jako v a).

f) f(z) = 1

(z−a)n(z−b) , ϕ je kladnì orientovaná kru¾nie o støedu 0 a polomìru r, kde |a| < r < |b|, n ∈ Z,

7. S vyu¾itím Cauhyovy vìty spoètìte Newtonovy integrály

(a)

∫∞
0

sin(x2) dx a

∫∞
0

os(x2) dx (NÁVOD: Integrujte funki exp(iz2) pøes obvod kruhové výseèe o støedu 0, pøièem¾

oblouk kru¾nie je ohranièen body R a R 1+i√
2

; doka¾te, ¾e limita integrálu pøes uvedený oblouk pro R → ∞ je 0 a

vyu¾ijte znalost integrálu

∫∞
0

e−x2
dx.)

(b)

∫∞
0

sinx
x dx (NÁVOD: Integrujte funki

exp(iz)
z pøes køivku [r, R℄∔ϕR∔ [−R,−r℄∔ψr, kde R > r > 0, ϕR je kladnì

orientovaná horní polokru¾nie o støedu 0 a polomìru R a ψr je zápornì orientovaná horní polokru¾nie o støedu 0

a polomìru r; doka¾te, ¾e limita integrálu pøes ϕR pro R → ∞ je 0; spoètìte limitu integrálu pøes ψr pro r → 0+

pomoí Lebesgueovy vìty a uva¾te imaginární èást.)

()

∫∞
0

xs−1

sinxdx a

∫∞
0

xs−1

osxdx pro s ∈ (0, 1) (NÁVOD: Integrujte funki ms−1

(z) exp(iz) pøes køivku [r, R℄∔

ϕR∔ [iR, ir℄∔ψr, kde R > r > 0, ϕR je oblouk kru¾nie o støedu 0 a polomìru R od R do iR a ψr je oblouk kru¾nie o

støedu 0 a polomìru r od ir do r; spoètìte limity jako v (b); výsledek vyjádøete pomoí �(s) =
∫∞
0

xs−1

exp(−x) dx.)
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V

�

ysledky a n

�

avody. 1. a) Èást paraboly Im z = (Re z)2, Re z ∈ [0, 10℄, délka je

∫

10

0

√
1 + 4t2 dt = 5

√
401 −

1

4

ln(

√
401− 20) (substitue t = 1

2

sinh t); b) úseèka spojujíí i a −i (køivka ji projde tam a zpìt), délka je 4; ) úseèka

spojujíí 1 + i a 1 (køivka ji projde dvakrát tam a zpìt), délka je 4; d) elipsa o støedu v 0 a poloosami 2 ve smìru

reálné osy a 1 ve smìru imaginární osy (køivka ji probìhne dvakrát v kladném smyslu, poèínaje v bodì −i), délka
je

∫

4π

0

√

4 os

2 t+ sin

2 t dt = 8

∫ π/2

0

√
1 + 3 os

2 t dt; e) délka je

∫

10

0

√
1 + t2 dt = 5

√
101− 1

2

ln(

√
101− 10) (substitue

t = sinh t), jde o èást spirály (Arhimédovy). 2. a)

1+i
2

, b) −π
2

, )

√
5

2

(2 − i), d) 2i, e) 4

3

, f) −2. 3. a) Pokud

bod 0 le¾í na úseèe, pak nemá smysl; pokud úseèka má prázdný prùnik s polopøímkou (−∞, 0℄, pak log(v) − log(u);

pokud jeden krajní bod le¾í na (−∞, 0) a druhý má nezápornou imaginární èást, pak log(v)− log(u). Pokud má úseèka

spoleèný bod s (−∞, 0), pak v pøípadì, ¾e Im v < 0 je pøírùstek log(v) − log(u) + 2πi a v pøípadì, ¾e Imu < 0, pak

log(v)− log(u)− 2πi. b) 4πi; ) 0; d) −4πi.
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5. a): (a1) πi, (a2) −2πi, (a3) πi, (a4) 0 (pro (a4) pou¾ijte Cauhyovu vìtu pøímo, pro ostatní pøípady rozlo¾te na

pariální zlomky, ty integrujte zvlá¹», na nìkteré lze pou¾ít Cauhyova vìta, zbylé integrály lze spoèítat snadno z

de�nie); b): (b1) −πi, (b2) 0, (b3) πi, (b4) 0 (pro (b4) pou¾ijte Cauhyovu vìtu pøímo, pro ostatní pøípady rozlo¾te

na pariální zlomky, pøípady (b1) a (b3) poèítejte analogiky jako v a), pro pøípad (b2) naví lze pou¾ít, ¾e funke

1

z2

má primitivní funki); ): (1) 2πi, (2) 0, (3) −2πi (rozlo¾te na pariální zlomky, naví pou¾ijte fakt (doka¾te si ho

z Cauhyovy vìty), ¾e pokud |b− a| < r, tj. b ∈ U(a, r), pak integrál z

1

z−b podél kladnì orientované kru¾nie o støedu

a a polomìru r je roven integrálu z

1

z−b pøes kladnì orientovanou kru¾nii o støedu b, pøièem¾ poslední integrál lze

snadno spoèítat z de�nie a nezávisí na polomìru kru¾nie); d) pro r < 1

2

vyjde 0 (z Cauhyovy vìty), pro r = 1

2

nemá

smysl, pro r > 1

2

vyjde

1

2

πi (pou¾ijte fakt zmínìný v ) k dùkazu, ¾e pro r > 1

2

je výsledek stejný jako pro r = 1). 6.

a)2πi · sin(2i)
2i = −iπsinh 2 (rozlo¾te

1

z2+1

na pariální zlomky a rozdìlte na dva integrály); b) πi(e− 1

e ) (rozlo¾te
1

z2−1

na pariální zlomky a rozdìlte na dva integrály); ) πi(e − 1

e ) (rozlo¾te

1

z2−1

na pariální zlomky a rozdìlte na dva

integrály); d)

πi
e (pou¾ijte Cauhyùv vzore pro druhou derivai); e) 2πi (roz¹iøte z a pou¾ijte fakt, ¾e funke

z
ez−1

je

po dode�nování holomorfní v bodì 1); f) − 2πi
(b−a)n (pou¾ijte Cauhyùv vzore pro vy¹¹í derivae). 7. a)

√
π

2

√
2

(oba),

b)

π
2

, ) �(s) sin πs
2

, �(s) os πs
2

. 8. a)

π2

6

pro a = 0,

π
2a

√
2

· sinhπa
√
2−sinπa

√
2

oshπa
√
2−osπa

√
2

jinak; b)

π2 os πa
sin

2 πa
, )

π2

sin

2 πa
, d)

π2

6

, e)

−π2

12

, f)

2π
3

tgh

π
√
3

2

, g)

1

2a2 (1 +
πa

sinπa ), h) −π otgπc, i) − π
sinπc . 9. a)

π
2

, b)

π
2

, )

√

π
a exp(− b2

4a ), d)
π/p

sin(π/p) , e) π,

f) π(b − a), g) π
8

.


