UVOD DO KOMPLEXNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — LS 2024/2025

PRIKLADY KE KAPITOLAM I A 1I

DERIVACE PODLE KOMPLEXNf PROMENNE, CAUCHY-RIEMANNOVY PODMINKY

Priklad 1. Ukazte, ze funkce f(z) = Z nemd derivaci podle komplexni proménné v
zadném bodé; a to jednak pomoci Cauchy-Riemannovych podminek a jednak ptimo z
definice derivace.

Definice. Podmnozina €2 C C se nazyva oblast, pokud
e () je oteviena;
e () je souvisla, tj. €2 nelze vyjadrit jako sjednoceni dvou neprazdnych disjunktnich
otevienych mnozin.

Priklad 2. Necht Q C C je oblast a f : Q — C funkce spliujici f/(z) = 0 pro kazdé
z € Q). Ukazte, ze f je konstantni na €.

Navod: Pomoci véty o stiedni hodnoté ukazte, Ze f je konstantni na kazZdé useéce obsaZené
v Q. Ddle zvolme zy € Q. Ukazte, Ze mnozina {z € Q; f(z) = f(z0)} je relativné uzaviend i
relativné oteviend v 2.

Piiklad 3. Necht Q C C je oblast, n € N a f : Q — C funkce spliujici f™(z) = 0 pro
kazdé z € Q (f™ je n-ta derivace f podle komplexni proménné). Ukazte, ze f je polynom
stupné nejvyse n — 1.

Navod: Pouzijte Priklad 2 a matematickou indukci.

Piiklad 4. Necht Q C C je oblast a f je funkce holomorfni na €. Ukazte, Ze f je
konstantni, pokud je splnéna jedna z nasledujicich podminek:

(1) f nabyva na Q jen redlnych hodnot.

(2) Funkce f je rovnéz holomorfni na (.

(3) Existuji ¢isla a, b € R, ne obé nulové, pro ktera je funkce a Re f+bIm f konstantn{
na €.

(4) Existuji ¢isla a,b € C, ne obé nulové, pro ktera je funkce a Re f+b1Im f konstantni
na ().

Navod: (1) Pouzijte Cauchy-Riemannovy podminky a Priklad 2. (2) Bud lze pouzit Cauchy-
Riemannovy podminky na obé funkce f a f a ndsledné Priklad 2; nebo lze aplikovat bod (1)
na funkce f 4+ f a i(f — f). (3) Naleznéte a, 3 € C, a # 0, pro kterd funkce af + B spliiuje
predpoklady bodu (1). Jind moznost je pouZit Cauchy Riemannovy podminky, s pouZitim teseni
vhodné soustavy linedrnich rovnic dokdzat, Ze f' = 0 na Q, a ndsledné pouZit Priklad 2. (4)
Ukazte, Ze lze bod (3) aplikovat bud na dvojici Rea,Reb nebo na dvojici Ima,Imb.



ELEMENTARNI FUNKCE — EXPONENCIALA A FUNKCE Z NI ODVOZENE

Piiklad 5. Necht z,w € C.

(1) Ukazte, ze sinz = sinw, pravé kdyz existuje k € Z spliujici bud w — z = 2k~
nebo w + z = (2k + 1).

(2) Ukazte, ze cosz = cosw, pravé kdyz existuje k € Z spliujici bud w — 2z = 2k
nebo w + z = 2km.

(3) Ukazte, ze sinh z = sinh w, pravé kdyz existuje k € Z splaujici bud w — z = 2kmi
nebo w + z = (2k + 1)mi.

(4) Ukazte, 7Ze cosh z = coshw, prave kdyz existuje k € Z spliujici bud w — z = 2kmi
nebo w + z = 2kmi.

Navod: (1,2) PouZijte definici funkci sin a cos, reSeni kvadratické rovnice a skuteénost, Ze
exp z = expw, prdvé kdyz w — z je celociselny ndsobek 2mi. (3,4) Pouzijte (1,2) a skutecnost, Ze
sinh z = —¢siniz a cosh z = cosiz pro z € C.

Piiklad 6. Nechf w € C.

(1) Ukazte, ze rovnice sin z = w ma nekoneéné mnoho feseni v C, a najdéte vsechna
feSeni.
(2) Ukazte, ze rovnice cos z = w mé nekone¢né mnoho feseni v C, a najdéte vsechna
feSeni.
(3) Pro které hodnoty w € C maji uvedené rovnice feseni v R? Jsou pak vsechna
feSeni realnd?
(4) Pro které hodnoty w € C maji uvedené rovnice ryze imaginarni reseni?
Navod: (1,2) PouZijte definici funkci sin a cos a reSend kvadratické rovnice. Regend vyjddrete
pomoct funkcimy j5 alog. (8) Pouzijte znalosti o chovdnd goniometrickych funkci na R a Priklad 5.
(4) Pouzigte body (1,2).

sin z
cos z

Piiklad 7. Definujme funkci tg predpisem tgz = pro ta z € C, pro ktera cos z # 0.

(1) Urcete definiéni obor funkce tg a ukazte, ze funkce tg je na svém definiénim oboru
holomorfni.

(2) Ukazte, ze funkce tg nenabyva hodnot i a —i.

(3) Ukazte, ze pro kazdé w € C\ {—i,i} m& rovnice tg z = w nekoneéné mnoho reseni
a najdéte je.

(4) Necht z,w € C pati{ do definicniho oboru funkce tg. Ukazte, Ze tg z = tgw, pravée
kdyz z — w je celociselny nasobek 7.

Navod: (2,3) PouZijte definici funkci sin a cos a Tesent kvadratické rovnice. Resend vyjddriete
pomoci funkce log. (4) Odvod’te z vysledku (3).

Ccos z

Priklad 8. Definujme funkci cotg predpisem cotgz = £*£ pro ta z € C, pro ktera
sin z # 0.
(1) Urcete definicni obor funkce cotg a ukazte, ze funkce cotg je na svém defini¢nim
oboru holomorfni.
(2) Ukazte, ze funkce cotg nenabyva hodnot ¢ a —i.
(3) Ukazte, ze pro kazdé w € C\ {—i,i} m4 rovnice cotgz = w nekonetné mnoho
feseni a najdéte je.
(4) Necht z,w € C patif do definiéniho oboru funkce cotg. Ukazte, Ze cotg z = cotg w,
praveé kdyz z — w je celo¢iselny nasobek 7.

Navod: Pouzijte Priklad 7 a vztah funkci tg a cotg.



Piiklad 9. Uvazme funkci f(z) = exp =, z € C\ {0}.
(1) Ukazte, ze pro kazdé w € C\ {0} ma rovnice f(z) = w nekonetné mnoho feseni a
ze tato Teseni tvoii posloupnost s limitou 0.
(2) Ukazte, ze pro kazdé § > 0 je f(P(0,0)) = C\ {0}.
(3) Ukazte, ze v kazdém prstencovém okoli nuly nabyvé f vsech komplexnich nenu-
lovych hodnot nekonecnékrat.

Piiklad 10. Uvazme funkce fi(z) =sini a fo(z) = cosi, z € C\ {0}. Necht j € {1,2}.
(1) Ukazte, ze pro kazdé w € C méd rovnice f;(z) = w nekoneéné mnoho feseni a ze
tato feSeni tvofi posloupnost s limitou 0.
(2) Ukazte, ze pro kazdé 6 > 0 je f;(P(0,6)) = C.
(3) Ukazte, ze v kazdém prstencovém okoli nuly nabyva f; vSech komplexnich hodnot
nekonecnékrat.

Priklad 11. Necht z € C\ {0} a a € C. Necht M,(z) je mnozina hodnot a-té mocniny
komplexniho éisla z (viz oddil 11.3).
(1) Necht a € Z. Ukazte, ze mnozina M,(z) obsahuje pravé jeden bod.
(2) Necht a € Q. Ukazte, ze mnozina M,(z) obsahuje koneéné mnoho bodu.
(3) Necht a € R. Ukazte, ze kazdy prvek w € M,(z) spliiuje |w| = |z|*.
(4) Necht a € R\ Q. Ukazte, ze mnozina M,(z) je hustd podmnozina kruznice {w €
C; w| = |2["}.
(5) Necht a € C\R. Ukazte, ze mnozina M,(z) je nekonecna a lze ji vyjadiit ve tvaru
M, (2) = {wy; k € Z}, kde wy — 0 pro k — —o0 a |wy| — +o0 pro k — +o0.

Z’

Navod: PouZijte definice, vlastnosti funkce exp a mnoziny Log(z). V bodé (4) navic pouZijte
zndmy fakt, Ze pro a € R\ Q je mnozina {exp(imna);n € Z} hustd v jednotkové kruznici.

Piiklad 12. Necht A je libovolna polopifmka s po¢atecnim bodem 0. Ukazte, Ze existuje
holomorfni funkce f na C\ A, pro kterou plati exp(f(z)) = z pro z € C\ A.

Navod: Eristujet € (—m, 7], pro které A = {re't;r € [0,+00)}.

Priklad 13. Necht w,z € C\ {0}.
(1) Vyjadrete log(wz) pomoci logw a log z. Kdy plati log(wz) = logw + log 27
(2) Jaky je vztah mezi mnozinami Log(wz) a Logw + Logz = {a + b;a € Logw,b €
Log z}?

Priklad 14. Necht w, z,a,b € C, z,w # 0.

(1) Jaky je vztah mezi ¢isly mqip(2) @ ma(2) - my(2)? Kdy se rovnaji?

(2) Jaky je vztah mezi mnozinami M, ,(2) a My(z) - My(z) = {u-v;u € M,(2),v €
My(2)}?

(3) Jaky je vztah mezi ¢isly mgp(2) a mq(my(2))? Kdy se rovnaji?

(4) Jaky je vztah mezi mnozinami Mab(z) M, (mp(2)), ma(Mp(z)) = {ma(u);u €
My(2)} & My(M3(2)) = Uyeyg oy Mal0)?

(5) Jaky je vztah mezi ¢isly mg,(zw) a mg(2) - a(w)7 Kdy se rovnaji?

(6) Jaky je vztah mezi mnozinami M, (zw) a M,(z) - M,(w) = {u - v;u € M,(2),v €

Mo (w)}?



