V.8 Konkavni funkce

Definice. Necht M C R"™. Rekneme, ze M je konvexni mnozina, jestlize plati:
Ve,y e MVt € (0,1): te+ (1 —t)y € M.

Véta 19 (o stfedni hodnoté). Necht G C R"™ je konvexni oteviend mnozina,
feCY@), acG,becG. Pak existuje ty € (0,1) tak, Ze

fl@) = 5(6) = Y 5 (toa+ (1~ to)b)(as — b).

Definice. Necht M C R" je konvexni mnozina a funkce f je definovana na
M. Rekneme, ze f je
e konkavni funkce na M, jestlize
Va,be M vt € (0,1): f(ta+ (1—1t)b) >tf(a)+ (1—1)f(b),
e ryze konkavni funkce na M, jestlize
Va,be M,a #bvt € (0,1): f(ta+ (1 —t)b) > tf(a)+ (1 —1t)f(b).

Poznamky. (1) Analogicky se definuji konvexni a ryze konvexni funkce. Funkce
f je konvexni (ryze konvexni), pravé kdyz —f je konkdvni (ryze konkdvni).
Nasledujici véty jsou formulovany pro konkavni a ryze konkavni funkce, jejich
ziejmé analogie plati pro konvexni a ryze konvexni funkce.

(2) f je (ryze) konkdvni na konvexni mnoziné M, pravé kdyz je (ryze)
konkavni na kazdé tisecce obsazené v M. To je ekvivalentni tomu, ze pro
kazdé dva body a,b € M, a # b, je funkce t — f(a + t(b — a)) (ryze)
konkéavni na intervalu (0, 1).

Véta 20. Necht funkce f je konkavni na oteviené konvexni mnoziné GG. Pak
f je spojita na G.

Véta 21. Necht funkce f je konkavni na konvexni mnoziné M. Pak pro
kazdé a € R je mnozina Q, = {x € M; f(x) > a} konvexni.

Véta 22 (charakterizace konkdvnich funkci tiidy C').  Necht G C R"™
je konvexni oteviend mnozina a f € C'(G). Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni.

(a) Funkce f je konkdvni na G.
(b) Yo,y € G: f(y) - f(w)<21183; () (yi — =)
(c) Y,y € G: YL (55 (y) — F5 (@) (yi — 2:) < 0.

Diusledek. Necht G C R" je konvexni oteviend mnoZina, f € C*(G) je
konkavni funkce a x € (G. Jestlize v bodé x jsou vSechny parcialni derivace
prvniho radu funkce f nulové, pak f nabyva v * maxima na G.

Véta 23 (charakterizace ryze konkdvnich funkei tifdy C!). Necht G C R"
je konvexni oteviend mnozina a f € C'(G). Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni.

(a) Funkce f je ryze konkavni na G.

(b) Ve,y e G,z #y: fy)— <><zl1£<><yz 7).
(c) Ve,yeGx#y: S0 (2(y) — 2L (=) (i — z:) < 0.




