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UVOD A ZNACENI

Budeme se zabyvat moznostmi zobecnéni klasické Baireovy véty o funkcich prvni
tridy:

Véta A. Bud X dplng metricky prostor a f : X — R. Pak ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(1) f je bodovou limitou posloupnosti spojitych funkci,

(2) f~YU) je F, pro kazdou otevienou U C R,

(8) pro kazdou ) # F C X uzavienou md restrikce f | F bod spojitosti,

(4) pro kazdé e > 0 a pro kaZdou ) # F C X existuje ) # U C F relativné
otevrend tak, Ze diam f(U) < e.

Pritom, je-li f: X — M, kde X je topologicky a M metricky prostor, pak pokud
f spliuje (1), fikdme, ze je proni Baireovy tridy, spliuje-li

(2’) f~1(U) je F, pro kazdou otevienou U C M,

fikdme, ze je pruni Borelovy tridy, spliuje-li (3), fekneme, ze mé vlastnost bodu
spojitosti (kratce PCP), a pokud spliuje podminku (4), fekneme, Ze je fragmen-
tovand. Je ziejmé, ze k tomu, aby f byla fragmentovand, staci, aby pro ¢ > 0
a () # F C X uzavienou existovala neprazdna relativné oteviend U C F, zZe
diam f(U) < e.

Dalsim klasickym vysledkem je:

Véta B. Je-li X uplng metricky prostor, M separabilni metricky prostor a f :
X — M, pak (2') < (3) & (4).

Ch.Stegall a R.W.Hansell dokazali jiné zobecnéni Véty A:

Véta C. Je-li X plnyg metricky prostor a M Banachiv prostor a f : X — M,
pak (1) & (2) < (3) & (4).

Budeme se zabyvat zobecnénimi Véty B, ve snaze odstranit predpoklady tuplnosti
a metrizovatelnosti X a separability M. Pritom, uvazujeme-li nemetrizovatelné
prostory X, implikace (3) = (2') platit nemusi, protoze identifikdtor oteviené
mnoziny mé ziejmé PCP, ale oteviend mnozina nemusi byt F,. Proto je tfeba
zavést zobecnéni pojmu prvni Borelovy tfidy. K tomu poslouzi pojem prvni H-
tiidy, ktery (podle [3]) zavedeme v 1. kapitole. Podminku (2’) tak nahradime
podminkou

(2*) f je prvni H-tridy,

kterd v piipadé, ze X je metricky, je ekvivalentni s (2’) (Poznamka 1.6). Pak
se ukazuje, ze (3) =(2*) pro kazdy topologicky prostor (Véta 1.3, podle [3]), a
ze prirozenou nahradou za predpoklad, ze X je uplny metricky, je predpoklad, ze
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UVOD A ZNACENTI 5

je dédicné Baireuv (t.j., kazdy jeho neprdzdny uzavieny podprostor je Bairetuv)
(Tvrzeni 1.4).

V 2. kapitole si ukdzeme charakterizaci prostoru, pro néz plati (2*)= (3) (které
budeme nazyvat PCP-prostory) pomoci tplné aditivnich systému, v§imneme si, ze
za axiému konstruovatelnosti jsou to préavé dédi¢né Baireovy prostory (poznamka
za Tvrzenim 2.1), uvedeme nékolik tvrzeni o prostorech s vhodnou tésnosti, pseu-
dovahou nebo charakterem, inspirovanych Vétou 2 v [2] (Tvrzeni 2.2-2.8), a s
vyuzitim dikazu Véty 5.6 v [6] si véimneme, Ze vice lze Fici o prostorech se spocetnym
Suslinovym ¢islem (Véty 2.11 a 2.12).

V 3. kapitole se budeme zabyvat zachovédvdnim platnosti implikace (2*)= (3)
na podprostory, souciny a sjednoceni.

Ve 4. kapitole definujeme podle [3] tfidu dédi¢né t-Baireovych prostoru, ob-
sahujici ¢echovsky tiplné prostory, a podle [3] dokdzeme napiiklad, Ze za predpokladu
neexistence méfitelnych kardinali vsechny spliuji (2*)=- (3).

V 5. kapitole si uédomime, ze za negace hypotézy kontinua lze fici néco vic o slabé
a-favorabilnich prostorech, uvedeme analogie tvrzeni 2. kapitoly, kde podminky
< R resp. < ¥; budou nahrazeny podminkami < 2%° resp. < 2%,

V 6. kapitole se budeme zabyvat souvislostmi platnosti (2*)=- (3) s jinymi
zndmymi otdzkami, zkoumanymi napiiklad v [8], vSimneme si, ze predpoklad ex-
istence dédi¢né Baireova prostoru, ktery nespliiuje (2*)=- (3) je ekvikonsistentni
predpokladu existence méritelného kardinalu (Poznamka (2) za Tvrzenim 6.3).

V 7. kapitole ukazeme nékolik prikladu dédi¢né Baireovych prostoru, pro které
(2*)=- (3) neplati (za predpokladu existence (relné) méritelnych kardinalu - Piklady
7.1,7.417.5) a nékteré dalsi priklady.

V 8. kapitole se pokusime soustiedit oteviené otazky.

Vlastnimi vysledky této prace jsou zvlasté Véty 2.9, 2.12, 3.8, 5.4, 5.6, déle pak
néktera tvrzeni 6. kapitoly, zvlasté Véta 6.3, a jejich pouziti k modifikaci piikladi
v [8] a v [11] (Ptiklady 7.4, 7.5 a 7.7) a Pfiklad 7.8.

Dékuji RNDr. Petru Holickému, CSc. za jeho vedeni a mnohé podnéty v praci.

Nyni zavedeme néjaké znaceni, které budeme casto pouzivat.

Je-li £ ordindl, oznacuje totéz £ i mnozinu vSech ordinalu mensich nez £. Je-li
k kardinal, pak totéz k znaci jemu prislusny ordinal, t.j. nejmensi ordinal, jehoz
mohutnost je k.

Je-li X libovolnd mnozina, pak X*“ zna¢i mnozinu vSech posloupnosti prvka X
se soucinovou topologii (na X uvazujeme diskrétni topologii,) X <¢ zna¢i mnozinu
vech koneénych posloupnosti prvka X, () zna¢i prdzdnou posloupnost, I(s) délku
posloupnosti s. Pro s € X<¥ an <l[(s)apros € X“ an < wznatl s [ n
posloupnost tvorenou prvnimi n prvky posloupnosti s. Pro s € X<% at € X<
nebo t € X% piSeme s < t, pokud existuje n tak, ze s =t [ n. Pro s € X<
a x € X znaci s"'x posloupnost, kterd vznikne z s pfiddnim prvku z, t.j. pokud
s = (80,-.-,5n), pak s"x = (sg,...,8n, ).

Je-li X topologicky prostor a A C X, pak int A = intx A znaéi vnitiek, bd A =
bdx A hranici a A = AX uzdvér mnoziny A v X.



1. H-MNOZINY, FUNKCE PRVNI H-TRIDY

V této kapitole zavedeme zobecnéni pojmu prvni Borelovy tiidy, podle [3, ¢ast
2]. Podmnozina F' topologického prostoru X se nazyva H-mnozina, pokud pro
kazdou A C X neprézdnou (ekvivalentné neprdazdnou uzavienou) existuje G C A
neprazdnd oteviend v A takovd, ze G C F nebo G C X \ F. Jinymi slovy, F je
H-mnozina, pravé kdyz jeji identifikator ma PCP. Mnozina je H,, je-li sjednocenim
spocetného systému H-mnozin. Funkce f : X — M je proni H-tridy, pokud pro
kazdou U C M otevienou je f~1(U) mnozina H,.

Budeme casto pouzivat vlastnosti H-mnozin, shrnuté v néasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 1.1. ([3, Tvrzeni 2.1]) Bud X topologicky prostor.

(i) Systém vsech H-mnoZin v X je algebra obsahujici oteviené mnoziny.

(ii) Je-li f spojité zobrazeni X do topologického prostoru Y, pak pro kaZdou H-
mnozinu Z v Y je f~1(Z) H-mnozina v X.

(ii) F C X je H-mnoZina, prdvé kdyz pro kaZdou (uzavienou) A C X lze psdt
ANF =GUZ, kde G je oteviend v A a Z 7idkd v A.

(iv) Kazdd H-mnozina, kterd md prdzdny vnitrek, je ridkd.

Dukaz. Nejprve si v§imnéme, ze je-li Z H-mnozina v X, pak pro kazdé A C X
je AN Z H-mnozina v A. Je-li Z H-mnozina v X a int Z = (), pak pro libovolnou
) # G C X otevienou existuje ) # H C G oteviend tak, ze H C X \ Z, tedy
HC X\ Z, tedy X\ Z je hustd v X, tedy Z je fidk4 a (iv) je dokdzano. Odtud
okamzité plyne, ze je-li Z H-mnozina v X a A C X a ma-li AN Z prazdny vnitiek
v A, pak AN Z je ifdkd v A. Déle dokazeme (i). Ze oteviené mnoziny jsou H-
mnoziny a ze doplnék H-mnoziny je H-mnozina, plyne okamzité z definice. Zbyva
tedy dokdzat, ze sjednoceni dvou H-mnozin je H-mnozina. Budte 4, B H-mnoziny
v X, C C X libovolna. Pokud intc(C N A) # ), pak toto je neprdzdnd relativné
oteviend podmnozina C obsazend v AUB. Podobné pokud intc(CNB) # (). Pokud
obé mnoziny jsou prazdné, pak C' N (AU B) je fidkd v C, a tedy ) # C\ AU B C
X\ (AUB). Tedy AU B je H-mnozina.

(ii) Bud Z H-mnozina v Y, ) # A C X, pak existuje } # U C f(A) oteviend
v f(A) tak, z2e U C Z mnebo U C Y \ Z. Polozme V = AN f~YU). Pak
V je neprazdnd relativné oteviend podmnozina A a plati: V C f~1(Z) nebo
VcX\f 2.

(iii) Bud Z H-mnozina v X, bud A C X. Bez ijmy na obecnosti lze pfedpokladat
A=X. Pak Z =int ZU (Z \ int Z), podle (i) jsou obé tyto mnoziny H-mnoziny,
prvni je oteviend, druhd je podle (iv) fidka. Obracend implikace plyne okamzité
z definice. [

Pripomerne, ze podmnozina Z topologického prostoru X méa Baireovu vlastnost
(BP), pokud ji lze psat Z = G A N, kde G je oteviend v X a N je prvni kategorie
v X (ekvivalentné Z = G U N, kde G je G5 a N je prvni kategorie). Rikame,
ze Z ma Baireovu vlastnost v uzsim smyslu (BPR), pokud pro kazdou A C X
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1. H-MNOZINY, FUNKCE PRVNI H-TRIDY 7

(ekvivalentné pro kazdou A C X uzavienou) ma Z N A BP v A. Rikdme, ze Z m4
silnou Baireovu vlastnost (SBP), pokud ji lze psat Z = G U N, kde G je oteviend
v X a N je prvni kategorie v X. Z ma silnou Baireovu vlastnost v uzsim smyslu
(SBPR), pokud pro kazdou (uzavienou) A C X md Z N A SBP v A. Z vlastnosti
(iii) v pfedchozim tvrzeni plyne, ze kazd4 mnozina H, ma SBPR.

UkéZzeme si jinou charakterizaci H-mnozin. Rikdme, ze rozklad D topologického
prostoru X je polootevreny, pokud lze vyjadrit jako transfinitni posloupnost D=
{Xo | @<k} tak, ze ,<5 Xao je oteviend v X pro kazdé 8 < k. Snadno vidime,
ze je-li {Xo | @ <k} rozklad topologického prostoru X, pak |J, <5 Xa je oteviend
v X pro kazdé B < k, pravé kdyz Ua<5 X, je oteviend v X pro kazdé 3 < k, tedy
kazdy prvek polootevieného rozkladu je rozdilem dvou otevienych mnozin.

Tvrzeni 1.2. ([3, Lemma 2.2|) Podmnozina Z topologického prostoru X je H-
mnozina, pravé kdyz ezistuje D polotevieny rozklad X tak, Ze Z = |JD’ pro vhodné
D' CD.

Diikaz. Necht Z je H-mnozina. Bud X, neprazdn4 oteviens podmnozina X takova,
ze X9 C Z nebo Xy C X\ Z. Predpokladejme, ze jsme sestrojili neprazdné mnoziny
X, o < 7y tak, ze pro kazdé o < v je bud X, C Z nebo X, C X\ Z, a Uagﬁ Xa je
oteviend v X pro kazdé § < v. Pokud J, < Xa = X, konstrukce je skoncena,
pokud ne, existuje X, relativné oteviend neprdzdna podmnozina X \J, . - X tak,
ze X, C Z nebo X, C X \ Z. Pak |J,., Xo je oteviend v X. Protoze konstrukce
musi skonéit, existuje k tak, ze |, _. Xo = X, pak ovséem D= {X, | o < k} je
hledany rozklad.

Obrécené, necht D je polootevieny rozklad X tak, ze Z = (JD’ pro néjaké
D' CD. Pisme D= {X, | a < k} tak, ze J,<5 Xa je oteviend v X pro kazdé
B <k Bud ) # A C X, bud ap < k nejmensf ordindl takovy, ze AN X,, # 0.
Pak AN X,, = AN Ua§a0 Xo je relativné oteviend v A a AN X,, C Z, pokud
Xoo €D’a AN Xy, C X\ Z, pokud X, ¢D’. Tedy Z je H-mnozina. [

Véta 1.3. ([3, Véta 2.3]) Bud X topologicky prostor, M metricky prostor, f : X —
M. Pak podminky

(a) f ma PCP,

(b) f je fragmentovand,

(¢) existuge posloupnost (D)7, polootevienyjch rozkladi X takovd, e D=J,_,
D,, tvori bdzi pro f (t.j., pro kaZdou G C M otevienou je f~1(G) sjednocenim
néjakého podsystému D),

(d) pro kazdou A C X je mnoZina bodu nespojitosti f [ A pruni kategorie v A,

(¢’) f je pruni H-tridy,

(d’) f je SBPR-méritelnd (t.5., f~1(G) md SBPR pro kazdou G C M otevienou,),

jsou v nasledujicim vztahu:

a<k

@) = ()

Navic, je-li X dédi¢éné Baireuv, pak (d) = (a) a (d') = (c'); je-li M separabiln,
plati (') = (¢) a (d') = (d).

Diikaz. (a) = (b) plyne okamzité z definice spojitosti.
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(b) = (¢) Pro kazdou ) # A C X a kazdé n € N existuje ) # U C A oteviend
v A tak, ze diam f(U) < % Tedy podobné jako v dukazu Tvrzeni 1.2 sestrojime
pro kazdé n € N polootevieny rozklad D,, prostoru X tak, ze pro kazdé D €D,
je diam f(D) < 1. Pak D=|J;7 D, tvoif bézi pro f. Kdykoli totiz G C M je
oteviend a x € f~1(G), pak existuje n tak, Ze G obsahuje B(f(z), %), existuje
D €D, 7z € D, apak D C f~1G).

(¢) = (d) Piedpoklddejme bez tijmy na obecnosti A = X. Bud D= | J>°,D,, baze
pro f, ze kazdé D,, je polootevieny rozklad X. Ozna¢me U,, = [ J{int D | D €D, }.
Pak kazda U, je oteviend, ukdZeme, Ze je i hustd v X. Necht D,, = {X, | a < k}
tak, ze Ua<5 X, je oteviend v X pro kazdé f < k. Bud ) £ U C X oteviend, bud
ap < k nejmensf ordinal takovy, ze U N X, # 0. Pak UN X,, = U N Ua<ao Xo
je oteviend, tedy () # U N Xy, = U Nint(Xa,) C U NU,. Tedy U, je hustd v X.

Polozme C' = (), U,. Pak X \ C je prvni kategorie. Staci tedy dokdzat, ze f
je spojitd v kazdém bodé C. Necht x € C, necht G je oteviené okoli f(x) v M.
Pak existujen € Na D €D,, tak, ze x € D C f~1(G). Pak téz z € int D C f~1(Q).
Tedy f je spojita v z.

(¢) = (') plyne okamzité z Tvrzeni 1.2.

(') = (d') plyne z toho, ze kazd4 mnozina H, ma SBPR.

(d) = (d') Bud G C M oteviend, A C X. Polozme C = f~1(G)N A\
intA(f~1(G) N A). Pak f | A je nespojitd v kazdém bodé C, tedy C je prvni
kategorie v A. Tedy f~!(G) ma SBPR.

Nyni piedpoklddejme, ze M je separabilni, bud (V},),en spocetnd béze M.

() = (c) Protoze f~1(V,) je H,, existuje podle Tvrzeni 1.2 posloupnost
(Dp.m)SS_; polotevienych rozkladi X takovd, ze mnozina f~1(V},) je sjednocenim
néjakého podsys- tému (J7_,Dp - Pak U, ,_1Dn.m je béze pro f.

(d') = (d) Bez tGjmy na obecnosti predpoklddejme A = X. Mnozina bodu
nespojitosti f je o~ (f~*(V4) \ int f~(V},)), coz je mnozina prvni kategorie.

Pokud X je dédi¢né Baireuv, pak ziejmé (d) = (a).

(d') = (¢’) Je-li M navic separabilni, tvrzeni plyne z jiz dokdzanych implikaci.
Neni-li separabilni, vezméme libovolnou G C M otevienou, pak existuje spojita
funkce g : M — R takovd, ze G = g }(R\ {0}). Spliauje-li f podminku (d’),
spliiuje ji i g o f, a protoze R je separabilni, spliiuje g o f podminku (c’). Tedy
f7HG) = (go /)" (R\{0}) je Ho. O

Lze dokazat (viz [3, Piiklad 2.4]), ze zadné jiné implikace obecné neplati. Budeme
zkoumat, kdy plati (¢) = (a).

Tvrzeni 1.4. X bud topologicky prostor. Pokud (¢') = (a) pro kaZdy metricky
prostor M a kazZdou f : X — M, pak X je dédi¢né Bairetv.

Diikaz. Necht X neni dédiéné Bairetiv. Pak existuji ) # G C F C X, F uzaviena
a (G oteviend a prvni kategorie v F'. Tedy existuji A,, C F,n > 0 uzaviené ridké
v F tak, ze G C |J,_, A,. Polozme H, = (A, \ Uj<p<,,_1 Ak) NG pron > 0
a Hy = X\ G. Pak H, jsou H-mnoziny (Tvrzeni 1.1.(i)), po dvou disjunktn,
jejichz sjednoceni je X. Definujme f : X — w pfedpisem f(z) = n, pokud = € H,.
Pak f je prvni H-tiidy, ale f | G neméa bod spojitosti. O

Pozndmka. 7 dukazu predchoziho tvrzeni plyne dokonce, ze pokud (¢’) = (a) pro
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kazdou f : X — M, kde M je separabilni (nebo dokonce spocetny diskrétni pros-
tor), pak jiz X je dédi¢né Baireuv.
Pro platnost (¢) = (a) vSak nestaci, aby X byl dédi¢né Baireuv, alespon za
predpo- kladu existence (redlné) méfitelného kardinalu (Piiklady 7.1, 7.4, 7.5).
Protoze budeme ¢asto (mlcky) pouzivat nékolik snadnych vlastnosti mnozin
prvni kategorie, uvedeme je v nasledujicim lemmatu.

Lemma 1.5. ([5,1,§10, IV]) Bud X topologicky prostor, E C X.

(1) Je-li A C E proni kategorie v E, je A proni kategorie v X.

(2) Je-li E hustd nebo oteviend nebo uzdvérem oteviené mnoziny v X a A proni
kategorie v X, je AN E proni kategorie v E.

Poznamka 1.6. (podle [6, Lemma 16.2]) Je-li X metricky prostor, pak kazdd H-
mnozina v X je F, a podmnozina X je H,, prdavé kdyz je F,, tedy pojem funkce
proni H-tridy splyvd s pojmem funkce pruni Borelovy tridy.

Diikaz. Bud Z € X H-mnozina. Podle Tvrzeni 1.2 existuje D= {D,, | a < k}, ze
G, = Uﬁsa Dg je oteviend pro vechna o < x, a mnozina A C s, ze Z = |J,c 4 Da-
Pro o < k an > 1 polozme Z7 = {z € D, | d(z,X \ Go) > 1}. Pak pro kazdé n
je (Z)a<x diskrétni systém uzavienych mnozin, tedy specialné sjednoceni kazdého
podsystému je uzaviend mnozina. Tedy Z" = |J,c 4 Z0 je uzavienda Z = J,,~, 2"
je F,. Tedy i kazd4d H,-mnozina je F,. Obréacené, kazda uzaviend mnozina je H-
mnozina, tedy kazda F, je H,. [

Lemma 1.7. (i) Je-li D polootevieny rozklad X a € polootevieny rozklad Y, je
DeE={D x E| D €D, E €&} polootevieny rozklad X x Y.
(ii) Jsou-li A C X, B CY H-mnoziny, je A X B H-mnozina v X X Y.

Diikaz. (i) Necht D= {D, | a < k},&= {Eq | a < 7}, aby Ug<, D pro a < k a
U6<a Eg pro a < 7 byly oteviené mnoziny v X resp. v Y. Na k X 7 uvazujme
lexikografické uspoidddni. Necht v < x,d < 7. Pak

U DaxEs=((|J Da) xY)U((lJ Dy) x (I B,

(a,8)<(7,6) a<y a<~y B<6

coz je oteviend mnozina v X x Y.
(ii) plyne ihned z (i) a z Tvrzeni 1.2. O

Jsou-li f : X — M, g : Y — P dvé funkce, pak symbolem f X g znac¢ime
funkci X x Y — M x P definovanou pfedpisem (f x g)(z,y) = (f(x),¢9(y)) pro
(x,y) e X XY,

Tvrzeni 1.8. Budte X,Y topologické prostory, M,P metrické prostory, f : X —
M,g:Y — P.

(i) Pokud f,qg spliuji podminku (c) Véty 1.3, splriuge ji i f X g.

(ii) Maji-li f,g PCP, je f X g pruni H-tridy.

(iii) Je-li X x'Y dédiéné Baireuv, pak f x g md PCP, prdvé kdyz f i g maji
PCP.

Diikaz. (i) Necht D= UnenPnré= U, enén jsou baze pro f resp. g, kde D,,,&,,n €

N jsou poloteviené rozklady X resp. Y. Pak |, cy menDPn®Em je béze pro f x g.
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(ii) a implikace ,<= " v (iii) plynou ihned z (i) a Véty 1.3. Obracena implikace
v (iii) plyne ze snadného pozorovani, ze je-li (x,y) bodem spojitosti (f x g) | F XY,
je x bodem spojitosti f [ F. [

Poznamka 1.9. (i) Md-li A C X SBP v A a je-li A Baireiiv prostor, pak lze psdt
A=GUN, kde G je oteviend a N rtidkd v X.
(i) Md-li A C X SBPR a je-li A dédi¢né Baireiv prostor, pak A je H-mnoZina.

Diikaz. (i) Mé-li A SBP v A, lze psat A = H U P, kde H je oteviend v A a P
prvni kategorie v A. Tedy P je prvni kategorie i v A, tedy (A je Bairetiv) ma
v A prazdny vnitiek, tedy H je hustd v A, tedy i v A. Tedy P je idka v A, a tedy
iv X. Dale H je H-mnozina (jako prunik oteviené a uzaviené mnoziny), tedy lze
psat H = G U L, kde G je oteviena a L tidka v X. Polozme N = P U L, pak N je
fidkha A=GUN.

(ii) Bud F' C X uzaviena. Pak podle (i) FNA = GUN, kde G je oteviena a N
fidka v F', tedy podle Tvrzeni 1.1 je A H-mnozina. [

Poznamka 1.10. Je-li X dédiéné Baireuv a A C X takovd, Ze A i X \ A maji
SBPR, pak A je H-mnoZina.

Dikaz. Podle Véty 1.3 ma identifikdtor mnoziny A PCP, tedy podle definice je
A H-mnozina. (Toto lze dokdzat i pfimo s pouzitim Tvrzeni 1.1.(iii).) O
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2. PCP-PROSTORY A UPLNA ADITIVITA

Je-li X mnozina a A néjaky systém podmnozin X, pak systém S podmnozin
X nazveme uplné A-aditivni, pokud pro kazdé 7CS je | J7€A. Protoze se budeme
zabyvat jen disjunktnimi uplné aditivnimi systémy, budeme vzdy slovy uplné adi-
tivni rozumét disjunktni uplné aditivni. Je-li k nekonecny kardindl, fekneme, ze
topologicky prostor X mé vlastnost (H,) resp. (Sy), pokud sjednoceni kazdého
uplné H,- resp. SBPR-aditivniho systému mnozin prvni kategorie v X, jehoz mo-
hutnost je nejvys s, mé prazdny vnitfek. Rekneme, ze X mé vlastnost (H) resp.
(S), mé-li vlastnost (H,) resp. (Sx) pro kazdy kardindl x. Pro X topologicky
prostor zna¢ime d(X) jeho hustotu, t.j. nejmensi mohutnost husté podmnoziny
v X. X nazveme k-PCP-prostorem, pokud kazdé zobrazeni prostoru X do met-
rického prostoru s hustotou nejvys k, které je prvni H-tfidy, ma PCP. X nazveme
PCP-prostorem, je-li k-PCP-prostorem pro kazdé . Tvrzeni 1.4 pak vlastné tika,
ze kazdy PCP-prostor (podle pozndmky za zminénym tvrzenim dokonce kazdy w-
PCP-prostor) je dédiéné Baireuv. Naopak, z Véty 1.3 plyne, ze kazdy dédi¢né
Baireuv prostor je w-PCP-prostor.

Tvrzeni 2.1. Bud X topologicky prostor, k nekonecny kardindl. Pak ndsledujict
podminky jsou ekvivalentni:

(i) X je k-PCP-prostor,

(ii) kaZdy neprdzdny uzavieny podprostor X mda vlastnost (H,;),

(11) kaZdy neprdzdny uzavieny podprostor X md vlastnost (Sy),

() je-li M diskrétni metricky prostor mohutnosti k, pak kazdd f : X — M
proni H-tridy md PCP.

Pozndmka. 7 [8, Véta 7G| plyne, ze za axiému konstruovatelnosti kazdy Baireuv
prostor mé vlastnost (S), a tedy kazdy dédiéné Baireuv prostor je PCP-prostor.
Citovana véta fika formalné vic, vice se tim budeme zabyvat v 6. kapitole.

Dukaz. (iii) = (ii) plyne z toho, ze kazdd H,-mnozina ma SBPR.

(1) = (i) Necht (ii) je splnéno. Pak ziejmé X je dédiéné Bairetv. Bud M
metricky prostor, pro néjz d(M) < «, B={J,_, B, bud jeho oteviens béze takovs,
ze B, je disjunktni systém pro kazdé n. Pak oviem pro kazdé n je cardB,, < k. Bud
f: X — M funkce prvni H-tf{dy. Pro kazdé B €B lze psat f~}(B) = Gg U Ep,
kde Gp je oteviend a Ep prvni kategorie v X. Pak &, = {Fp | B €B,} je pro
kazdé n uplné H,-aditivni systém mnozin prvni kategorie v X, jehoz mohutnost je
nejvys k, tedy | JE, ma prazdny vnitiek, a tedy je prvni kategorie pro kazdé n, tedy
U.—, UEn je prvni kategorie, a tedy mé prdzdny vnitfek (protoze X je Baireuv),
ale v kazdém bodé doplinku této mnoziny (ktery je neprazdny, protoze je husty) je
f spojitd. Stejny argument lze opakovat pro kazdou () # F' C X uzavfenou, tedy f
ma PCP.

(1) = (iv) je zFejmé.

Typeset by ApS-TEX
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(iv) = (i73) Necht plati (iv). Z poznamky za Tvrzenim 1.4 plyne, ze X je
dédiéné Bairetiv. Bud & tplné SBPR-aditivni systém mnozin prvni kategorie v F,
jehoz mohutnost je nejvys k a jehoz sjednoceni mé neprazdny vnitiek v F', kde
) # F C X uzaviend. Bez jmy na obecnosti predpoklddejme F' = X. Polozme
G = int | JE# 0. Muzeme piedpoklddat G = | JE. Pak podle Pozndmky 1.10 a diky
tomu, ze G je dédi¢né Baireuv, je £ dokonce tplné H-aditivni. Polozme M =EU{X \
G} s diskrétni metrikou a f : X — M definujme piedpisem f(x) = E, pokud = € E.
Pak f je prvni H-tiidy, ale f | G neméa bod spojitosti. O

Protoze zfejmé X ma vlastnost (H,, ), pravé kdyz je Baireuv, plyne z predchoziho
tvrzeni opét, ze X je w-PCP-prostor, pravé kdyz je dédicné Baireuv, jak jsme
si uvédomili vySe za pomoci tvrzeni 1. kapitoly. Otazku, zda dédi¢né Baireovy
prostory jsou PCP-prostory, lze tedy formulovat, zda w-PCP-prostory jsou PCP-
prostory. O tom, ze tomu tak byt nemusi, svédci Piiklady v 7. kapitole. V dalsim
ukédzeme, ze za urcitych podminek (na tésnost, charakter,...) z toho, ze X je k-
PCP-prostor pro vhodné x plyne jiz, ze je PCP-prostor. Pro nékteré tiidy prostoru
(prostory se spocetnou tésnosti, s charakterem Ny,...) pak bude stacit predpoklad,
ze jsou w-PCP-prostory, t.j. dédi¢né Baireovy.

Rikame, ze topologicky prostor X ma tésnost 7, pokud 7 je nejmens{ kardinal,
pro ktery plati:

(VAC X)(Vx € A)3B C A)(zw € B & card B < 7).

Tvrzeni 2.2. (podle [2]) Necht X je topologicky prostor s tésnosti nejvys T, kde
T > Ny. Je-li X 7-PCP-prostor, je X PCP-prostor.

Diikaz. Necht X je 7-PCP-prostor, ale ne PCP-prostor. Pak ziejmé X je dédi¢né
Baireuv a podle Tvrzeni 2.1 existuje () # F C X uzaviend, kterd nemé vlastnost
(S). Bez tjmy na obecnosti predpoklddejme F = X. Bud & tplné SBPR-aditvni
systém mnozin prvni kategorie v X, jehoz sjednoceni mé neprazdny vnitiek v X.
Pak tedy existuje G C | JE neprazdnd oteviend v X. Pro s € 7<% sestrojime ¢s € G
a E, € £ tak, aby platilo pro kazdé s € 7<%:

(a) cs € Es

(b) cs € {csnn | n < T}

(€) es & ULE | 1) < 1(5)} V ,

cyg € G zvolme libovolné, Ey €€ tak, ze ¢y € Ep. Déale necht m > 0 a necht
s, Es,1(s) < m spliuji (a), (b), (c¢). Systém {E; NG | I(t) < m} je uplné SBPR-
aditivni systém mnozin prvni kategorie v X, jeho mohutnost je nejvys 7, tedy,
protoze X ma vlastnost (S;), jeho sjednoceni mé prazdny vnitiek v X, tedy i v G,
a tedy mnozina A = ({ENG | E €€ ,E ¢ {E, | l[(t) < m}} je hustd v G. Tedy
specialné ¢, € A pro kazdé s € 7<%,I(s) = m. Tedy existuji csn, € A,n < T,
ze ¢s € {csnn | n < 1} Zvolme FEgn, tak, aby csn, € Fgn,. Takto zkonstruované
ct, By, U(t) < m+ 1 opét splnuji (a), (b), ().

Polozme C; = {c, | I(s) suda}, Cy = {cs | I(s) lichd}, pak H = C1 NG =CoNG
je Baireuv prostor. Systém &g = {EF N H | E €£} je iplné SBPR-aditivni v H.
Polozime-li H; = (J{Es N H | I(s)sudd}, Ho = | {ENH | E €§,E ¢ {E; |
l(s) suda}}, pak tedy Hy, Ho maji SBP v H, jsou husté v H (protoze C; C H;,i =
1,2), jsou disjunktni, tedy maji prazdny vnitfek v H, tedy jsou prvni kategorie
v H, tedy H = Hy U H» je prvni kategorie v sobé, coz je spor. [

Okamzitym dusledkem je:
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Véta 2.3. Je-li X dédiéné Baireuv prostor s (nejvys) spocéetnou tésnosti, pak X je
PCP-prostor. Specidlné dédicné Baireovy metrické prostory, dédicné Baireovy pod-
prostory (C(K),Tp), prostoru spojitych funkci na kompaktnim Hausdorffové pros-
toru s topologii bodové konvergence, dédic¢née Baireovy podprostory Banachova pros-
toru se slabou topologit, jsou PCP-prostory.

Pseudobazi topologického prostoru X rozumime systém neprazdnych otevienych
podmnozin X takovy, ze kazda neprazdnd oteviend podmnozina X obsahuje prvek
tohoto systému. Nejmensi moznou mohutnost pseudobdze nazveme pseudovdhou
prostoru X, zna¢ime mw(X).

Daéle budeme pouzivat nasledujici znaceni: Je-li £ disjunktni systém mnozin, pak
pro z € | J€ zna¢me E, ten prvek &, ktery obsahuje z.

Tvrzeni 2.4. Bud k > Xg, mw(X) < k. Pokud X md vlastnost (S,) pro kazdé
a < K, md vlastnost (S).

Pozndmka. Analogické tvrzeni (se stejnym dukazem) plati i pro vlastnost (H,)
resp. (H).

Diikaz. Bud B pseudobaze mohutnosti nejvys x. Bud &£ iplné SBPR-aditivni systém
mnozin prvni kategorie takovy, ze G = int|JE# 0. Bud {B; | ¢ < 7} = {B €8]
B C G}, kde 7 < k. Pro a < 7 sestrojime indukei z,,yn € B, tak, aby za, s ¢
Ueco Bz UEy,) anavic B, # By, , coz Ize diky tomu, ze X md vlastnost (Sg) pro
B < 7. Polozme A = {z¢ | £ < 7},B={ye | £ <7}. Pak A= B D G, nebot pro
) # H C G otevienou existuje a < 7, ze B, C H, tedy HNA # () # HNB. Polozme
Hy =\ {E.NG |z € A},H, = G\ Hy. Pak Hy, Hy jsou husté v G, disjunktni,
tedy maji prdzdny vnitiek, tedy jsou prvni kategorie (nebot maji SBPR), tedy G
je prvni kategorie v sobé, coz je spor, nebot X je Bairetiv prostor. [

Okamzitym dusledkem predchoziho tvrzeni je:

Véta 2.5. (i) Je-li X Baireuv prostor a mw(X) < Xy, pak X md vlastnost (S).
(ii) Je-li X dédicné Baireuv a pro kazdy jeho meprdzdny uzavieny podprostor F
plati mw(F) < Ny, pak X je PCP-prostor.

Kazdy ordinal & lze psat jednoznacné ve tvaru £ = o + n, kde « je limitni nebo
0 an < w. Ordinal ¢ nazveme sudym resp. lichym ordindlem, je-li n sudé resp.
liché. Pro s = (so, ..., Sn) koneénou posloupnost ordinali polozme p(s) = min{i |
—1 <i < mn,s; je izolovany pro i < j < n}, ¢(s) = so + ... + sn, + (n — p(s)) pro
s #0,q(0) = 0.

Tvrzeni 2.6. Bud x > Ry, X topologicky prostor, jehoz charakter x(X) < k. Je-li
X 7-PCP-prostor pro kazdé v < K, je X PCP-prostor.

Diikaz. Necht X je 7-PCP-prostor pro kazdé 7 < &, ale neni PCP-prostor. Pak
existuje ) # F C X uzaviend, kterd nemd vlastnost (S). Bez Gjmy na obecnosti
pedpoklddejme F = X. Bud & tplné SBPR-aditivni systém mnozin prvn{ kate-
gorie, pro néjz G = int  J€ # 0. Pro kazdé 2 € X budte (V%)q<,. oteviené mnoziny
takové, ze {VZ | o < k,aesudé} i {V¥ | a < K, a liché} tvoii bézi okoli bodu x. Pro
s € k<% sestrojime ¢, € G spliujici:

(Z) Csne € V%CS,
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(i) cs ¢ H{Ee, | q(t) < q(s),t # s}.

cp € G zvolme libovolné. Necht 0 < a < k a pro ¢(s) < « jiz mame c;, které
spliuji (i), (ii). Polozme A = (J{E,, | ¢(t) < q(s)}. Pak AN G ma prazdny vnitfek
a je prvni kategorie v G, tedy G\ A je hustd v G. Pro¢(s) = a,kde s =t"¢a < k
zvolme c; € Vi* N (G \ A). Protoze card{s € £=* | q(s) = a} <k, lze ¢;,q(s) =
volit navic tak, aby E., # E., pro s # t. Tim je konstrukce provedena. Z (i) a (ii)
plyne, ze E., # E., pro s,t € k<%, s # t. Polozme Cy = {csne | s € K%, € < K, &
sudé}, C1 = {csne | s € k<9, € < K, & liché}. Polozme H = Co NG = C1 N G,
Hy={HNE.|ce Cy}, HH = H\ Hy. Pak Hy, H; jsou disjunktni a husté
v H, tedy maji prazdny vnitiek, tedy jsou prvni kategorie v H, tedy H je prvni
kategorie v sobé, coz je spor, nebot H je Bairetv prostor. [

Z ptedchoziho tvrzeni okamzité plyne:

Véta 2.7. Je-li X dédiéné Baireuv prostor a x(X) < Ny, je X PCP-prostor.

Dale dokézeme zobecnéni Tvrzeni 2.2, k ¢emuz zavedeme (ponékud umély) po-
jem silné tésnosti. X ma silnou tésnost k, pokud k je nejmensi kardinal, pro
néjz plati:

(VA C X)(Vx € A)(3B C A)(x € B & (card B < k nebo
(card B = k &(VC C B)(card C = k = z € ()))).

Tedy, silnd tésnost x znamens, ze kdykoli z € A, pak bud existuje B C A mohut-
nosti < k tak, ze z € B, nebo je z limitou dobie usporddaného netu (indexovaného
ordindly < k) prvka mnoziny A. Vidime, ze druhd moznost ddva néco nového, jen
je-li k reguldrni (pfipomenime, ze kardindl k je reguldrni, pokud je vétsi nez Ny a
neni kofindlni s zddnym mensim ordindlem (t.j., je-li @ < s ordindl a B¢ < Kk pro
§ < a, pak sup;_,, B¢ < K)).

Tvrzeni 2.8. Bud k requldrni kardindl a X topologicky prostor silné tésnosti nejuys k.
Je-li X 7-PCP-prostor pro vsechna T < k, je X PCP-prostor.

Pozndmka. Protoze, kdyz X m4 tésnost < 7, pak m4 silnou tésnost < 77, kde 77
znaci naslednika kardinalu 7, je Tvrzeni 2.2 dusledkem tohoto tvrzeni, avsak jeho
piimy dukaz je zna¢né jednodussi. Navic podminka na tésnost se zda pfirozenéjsi
nez na silnou tésnost, a proto budeme vzdy tvrzeni o prostorech s jistou tésnosti
uvadét zvlast, tiebaze budou disledky tvrzeni o prostorech s vétsi silnou tésnosti.

Diikaz. Necht X je 7-PCP-prostor pro kazdé 7 < k, ale neni PCP-prostor. Pak
existuje ) # F C X uzaviend, kterd nemé vlastnost (S). Bez Gjmy na obecnosti
piedpoklddejme F = X. Bud & dplné SBPR-aditivni systém mnozin prvni kat-
egorie, pro néjz G = int|J€ # 0. Pro £ < k zkonstruujeme po dvou disjunktni
mnoziny A¢ C k<%, pro s € B = U£<R A¢ pak z5 € G, cs € G, as < k kardindl tak,
aby:

(a) "¢ e Be (s€ B & &< ay),

(b) Ao = {0},

(c) cs € {xsne | € < ag sudé} N {xsne | € < g liché},

(d) as =Kk = (VD C k)(card D = k = ¢5 € {zsn¢ | £ € D}),
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(e) card&s < k = csng = x5ng pro & < as,

(f) card&s =k = {Ey o, | € <k sudé} N{E; ., | £ <k liché} =0 & (cone =
Tgnne, kde (1¢)e<x je rostouci a kofindlni a 7 md stejnou paritu jako §),

(g) Lsng ¢ Ungq(s) Fﬂ?

(h) Fe mé prazdny vnitfek,

(1) cs & U, <¢ Iy pro s € Ag,

(j) card&s < k& {s"€ | & < as} C Agsno,
kde Fe = U{E, | s € Aeh, & = {Eu . | § < ast.

Zvolme ¢y = zg € G libovolné, polozme Ay = {(}. Déle necht 0 < a < k a
necht A¢, & < a; cs,8 € Ueca A5 @555 € Ueyicq Ags sy s € Ueyicq Aern < as
spliujf (b)-(j). Polozme F = (J,_, Fe. Pak G'\ F' je hustd v G.

(1) Necht a = 8+ 1. Polozme D = {s € U, 4¢ | q(s) = B}. Pros € D
sestrojim ay, < k a z5ne € G\ F,{ < a4, aby bylo splnéno (c)-(f), coz lze diky
podmince na silnou tésnost X a tomu, ze G \ F je hustd v G. Tim je splnéna i
podminka (g). Polozme A% = {s70 | s € D} U{s"¢ | s € D,card€, < k,€ < as},
pro t € A% polozme ¢; = ;.

Déle polozme A}, = {s"(§ +1) | s7¢ € D,s" (€ +1) ¢ U, Ac} Necht s7( +
1) € A}. Pak nutné cardé, = k. Tedy (csnp)y<e = (Tsny, Jn<e, kde (yy)n<e je
rostouci. Bud ¢ > ¢ nejmensi, které ma stejnou paritu jako £ + 1 a pro néz plati
zsne € G\ F, coz lze, nebot card Un<a A, < k = card€,. Polozme cyneq1) = Tsn¢
a A, = A% U AL, a opét je splnéno (b)-(j).

(2) Necht « je limitni. Polozme A, = {s"¢ | q(s"¢) = a, s"¢ ¢ Uy<a Ans s"¢ e
Un<a A, pro ¢ < &}. Necht s"¢€ € A,. Pak nutné cardés = k. Tedy (csny)n<e =
(w504, Jn<e, kde (7y)n<e je rostouci. Bud ¢ > sup, ¢ Y, nejmensi, které ma stejnou
paritu jako ¢ (t.j. je sudé, nebot £ je limitn{) a pro néz plati zsn¢ € G\ F, coz lze,
nebot card Uy<a Ay < £ = card&,. Polozme csng = z5n¢, a opét je splnéno (b)-(j).

Tim je konstrukce provedena a (a) je splnéno téz. Polozme Cy = {cs | s €
Ae, & < ksudé}, C1 = {cs | s € A, § < k liché}. Pak {E. | ¢ € Co} N {E, |
c € C1} = 0. Navic Co = Cq: Je-li s € B, pak ¢s € {csne | € < as}. Pokud
card€, < k, pak podle (j) je cs € C., kde ¢ je parita ¢(s70). Pokud cardf, = x,
pak cs € {cong | € < s sudé} N {csne | € < g liché}, tedy cs € Co N Cy. V obou
pifpadech je c¢; € C., kde ¢ je parita q(s"0). Tedy csne € C: pro € < o liché,
csng € Ch—c pro € < o liché. Tedy podle (c) je ¢s € Co N Ch, tedy Cop = Cj.

Polozme H = GNCy = GNCy, Hy = \J{E, | c € Cy}, Hi = H\ Hy. Pak
Hy, H; jsou disjunktni husté v H, maji SBPR, tedy jsou prvni kategorie v H, tedy
H je prvni kategorie v sobé, coZ je spor, nebot H je Bairetv prostor. [

Z ptedchoziho tvrzeni okamzité dostavame:

Véta 2.9. Je-li X dédiéné Baireuv prostor se silnou tésnosti nejuys Ry, pak X je
PCP-prostor.

Je-li X topologicky prostor, pak jeho Suslinovym c¢islem rozumime

¢(X) = sup{card G | G je disjunktni systém

neprazdnych otevienych podmnozin X }.
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Kardinal x nazveme slabé medosazitelnym, je-li regularni a neni naslednikem
zadného kardinalu. Snadno si uvédomime, ze k je slabé nedosazitelny, prave kdyz je
regularn{ a card{a < k | a je kardinal} = &.

Lemma 2.10. Bud X prostor, ktery md vlastnost (Sa) pro a < Kk, ale nemd vlast-
nost (Sx). Bud E= {E¢ | £ < Kk} dplné SBPR-aditivni systém mmnozin pruni kate-
gorie, jehoZ sjednoceni ma neprazdny vnitrek. Pak

(1) Je-li o < k ordindl a & C & pro & < « tak, Ze |JE¢ je pruni kategorie pro
kazdé £ < a, pak U§<a UEe md prdzdny vnitrek.

(ii) K je reguldrni.

(i4i) Pokud k nent slabé nedosazitelny, pak existuji E,, < k po dvou disjunktni
podsystémy & takové, Ze sjednocent kaZdého z nich md neprdzdny vnitrek, specidlné
k< c(X).

Diikaz. (i) Pro £ < a polozme A¢ = (& \ U, <¢&€y)- Pak {A¢ | £ < a} je Gplné
SBPR-aditivni systém mnozin prvni kategorie, jehoz mohutnost je mensi nez k, tedy
jeho sjednoceni mé prézdny vnittek. A toto sjednoceni je presné rovno |J,_, UE.

(ii) Necht o < k je kofindlni s k. Pak existuji 3¢, < a tak, ze f¢ < k pro £ < «
a supg,, ¢ = k. Polozme & ¢ = {E, | n < B¢} pro { < a. Pak [J& md prdzdny
vnitfek (nebot X md vlastnost (Sg,)), a tedy je prvni kategorie. Tedy podle (i) mé
UE= U5<a (UEe prazdny vnittek, coz je spor.

(iii) K dukazu (iii) pouzijeme metodu Ulamova dikazu, ze 81 neni redlné méfitelny
([6, Véta 5.6]).

Necht x neni slabé nedosaZitelny, ale neplati tvrzeni (iii). Pak (protoze je
reguldrni) je naslednikem néjakého kardindlu, oznac¢me jej (. Pro 8 < k bud
a +— f(a, 3) prosté zobrazeni 5 do (. Pak zfejmé

(*) a<p<y<k= fla,y)# f(B,7)

Pro a < k,& <  ozna¢me FS = {8 > o | f(a, B) = &}. Pak

(**) F&, o < k jsou disjunktni pro kazdé ¢ < ¢,

coz plyne okamzité z (*). Déle

() K\ U F& =[0,a] pro kazdé o < k.
£<¢

Ovsem, protoze je-li a < k, pak pro 8 > «a polozme & = f(a, 3), pak 3 € F§.
Polozme G¢, = Un€F§ E,. Pak pro kazdé ¢ < ¢ jsou G po dvou disjunktni, a
podle piedpokladu, Ze tvrzenf (iii) neplati, je card{a < & | int GS, # 0} < (. Tedy
existuje a < k, Ze G&, ma prazdny vnitiek (a tedy je prvni kategorie) pro viechna
§ < (. Oznatme G = Uy, Ep. Pak U= G U g, G¢ m4 podle (i) prazdny
vnittek, coz je spor. [J



2. PCP-PROSTORY A UPLNA ADITIVITA 17

Véta 2.11. (i) Je-li X Baireuv a c¢(X) < Rg, pak X md vlastnost (S,) pro k mensi
neZ nejmensi slabé nedosazitelny kardinal.

(i) Je-li X dédicné Baireuv a c(F) < Yo pro kaZdou uzavienou neprdzdnou
F C X, pak X je k-PCP-prostor pro k mensi neZ nejmensi slabé nedosaZitelny
kardinal.

Diikaz. (i) Necht X nemd vlastnost (S,) pro néjaké x mensi nez nejmensi slabé
nedosazitelny kardinal. Bud s nejmensi takové. Pak, protoze X je Baireuv, k > N.
Ale podle Lemmatu 2.10.(iii) je k < ¢(X) < Ny, coz je spor.

(ii) Plyne okamzité z (i) aplikovaného na kazdy uzavieny neprazdny podprostor
X az Tvrzeni 2.1. [

Véta 2.12. Bud ko nejmensi slabé nedosazitelny kardindl.
(i) Pokud X je Baireuv, ¢(X) < Yo, mw(X) < kg, pak X ma vlastnost (S).
(i) Je-li X dédicné Bairetv, c¢(F) < Rq pro kaZdou uzavienou neprdzdnou F C X
a plati-li jedna z podminek
(a) X md tésnost < ko,
(b) mw(F) < ko pro kazdou §) # F C X uzavienou,
(¢c) x(X) < ko,
(d) X md silnou tésnost nejuys ko,
pak X je PCP-prostor.

Pozndmky. (1) Podminka (a) v (ii) implikuje podminku (d), tedy tvrzeni pro (a)
je specidlnim piipadem tvrzeni pro (d).

(2) Za predokladu neexistence slabé nedosazitelnych kardinali mé kazdy Baireuv
prostor X, pro néjz c(X) < Rg, vlastnost (S), a kazdy dédi¢né Baireuv prostor
takovy, ze ¢(F') < Yo pro kazdy jeho uzavieny podprostor, je PCP-prostor.

Dikaz Véty 2.12. (i) Podle Véty 2.11.(1) md X vlastnost (S,) pro k < kg. Podle
Tvrzeni 2.4 mé pak X vlastnost (S).

(ii) Podle Véty 2.11.(ii) je X k-PCP-prostor pro k < kg. Podle Tvrzeni 2.2 resp.
2.4 resp 2.6 resp. 2.8 (podle toho, kterd z podminek (a)-(d) je splnéna) je pak X
PCP-prostor. [J
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Tvrzeni 3.1. Bud X topologicky prostor, ) # A C X bud H-mnoZina.
(i) Je-li X dédi¢né Baireiv, pak A také.
(ii) Je-li X k-PCP-prostor, kde k > Rg, pak A také.

Diikaz. (i) Bud X dédiéné Bairetiv. Nejprve dokazeme, ze kazds neprézdna H-
mnozina v X je druhé kategorie v sobé. Ovsem, bud @) # B H-mnozina v X. Podle
definice H-mnozin existuje (} # G C B relativné oteviena tak, ze bud G C B nebo
G C B\ B. Protoze B je hustd v B, je G C B. Protoze B je Bairetiv, je G druhé
kategorie v B, tedy i v B. Tedy B je druhé kategorie v sobé.

Necht () # A je H-mnozina v X. Necht ) # F C A je relativné uzaviend, necht
) # G C F je relativné oteviena. Pak G je H-mnozina, tedy je druhé kategorie
v sobé, tedy i v F. F' je tedy Baireuv a A dédi¢né Bairetv.

(ii) Bud M diskrétni metricky prostor mohutnosti s, f : A — M funkce prvni
H-t#idy. Bud M’ topologicka suma M a jednobodového prostoru {oco}. Pak M’ je
metrizovatelny (a opét diskrétni mohutnosti ) a funkce g : X — M’ definovana
predpisem

flx) ze€A,
g(z) = { o rd A

je prvni H-tiidy, a tedy ma PCP. Necht () # F C A je relativné uzaviend. Podle
Véty 1.3 je mnozina bodu nespojitosti g [ F' prvni kategorie v F'. Protoze g [ F =
f I F apodle (i) je F Baireuv prostor, mé f [ F' bod spojitosti. Tedy f m& PCP
a podle Tvrzeni 2.1 je A k-PCP-prostor. [

Pozndmka. 7Z Poznamky 1.9 a predchoziho lemmatu plyne, ze kazda dédicné Baire-
ova SBPR-podmnozina x-PCP-prostoru je x-PCP-prostor.

Rekneme, ze systém A podmnozin topologického prostoru X mé vlastnost (0),
pokud pro kazdy () #CC A existuje C' €C, ze C je relativné oteviend v [ JC. Systém A
nezveme rozptylengm, je-li disjunktni a m4 vlastnost (O). Piikladem rozptyleného
systému je libovolny polootevieny rozklad X, ptikladem systému s vlastnosti (O),
ktery neni rozptyleny, je libovolny nedisjunktni systém otevienych mnozin.

Tvrzeni 3.2. Nechi v > R, necht X = J,c4 Xa, kde {Xo | a € A} je systém
k-PCP-prostori, ktergy md vlastnost (O). Pak X je k-PCP-prostor.

Diikaz. Necht M je diskrétni metricky prostor mohutnosti x a f : X — M funkce
prvni H-t¥idy. Pak pro kazdé a € A je f | X, prvni H-t¥idy, a tedy mé PCP. Bud
) # F C X uzaviend. Polozme B = {a € A | FN X, # (}. Pak B # 0, tedy
existuje a € B tak, ze X, je relativné oteviené v | J,c 5 Xp, tedy X, N F je oteviend
v F. Déle f | FF N X, ma bod spojitosti. A protoze X, N F je oteviend v F, je
tento bod téz bodem spojitosti f [ F. Tedy f ma PCP a podle Tvrzeni 2.1 je X
k-PCP-prostor. [

Typeset by ApS-TEX
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Tvrzeni 3.3. (i) Je-li X 7idce rozloZeny prostor (t.j. kazdd neprdzdnd podmnoZzina
X mad izolovany bod, ekvivalentné, systém vsech jednobodovych mnozin je rozptyleny),
pak X je PCP-prostor. Specidlné kazZdy ordindl s topologii uspordidani je PCP-
prostor.

(ii) Je-li X k-PCP-prostor, kde k > R, a Y je tidce rozloZeny, pak X XY je
k-PCP-prostor.

Diikaz. Plyne okamzité z Tvrzeni3.2. [

V dalsim dokazeme, ze sjedoceni konetné mnoha xk-PCP-prostoru je x-PCP-
prostor, bez jakychkoli dalsich podminek.

Lemma 3.4. (i) X =Y, Y je Baireiv = X je Bairetiv.
(ii) X =Y UZ,Y, Z jsou Baireovy = X je Bairetv.

Diikaz. (i) Necht ) # G C X je oteviend mnozina prvni kategorie v X. Pak
G NY # 0 je prvni kategorie v Y, coz je spor s tim, ze Y je Baireuv.

(ii) Necht 0 # G C X je oteviend mnoZina prvni kategorie v X, tedy i prvni
kategorie v sobé. Pokud int(GNY) # (), pak int(GNY') je druhé kategorie v Y, tedy
ivsobg, tedy i v X, tedy G je druhé kategorie v X. Podobné pro int(GNZ) # (.
Necht tedy int(GNY) =int(GNZ) =0. Tedy GNY i GN Z jsou husté v G, tedy
jsou prvni kategorie v sobé, tedy i v Y resp. v Z, coz je spor s predpokladem, ze
Y, Z jsou Baireovy prostory. [

Rikéme, ze podmnozina Y topologického prostoru X je druhé kategorie v bodé
x € X, pokud pro kazdé V okoli bodu x je V NY druhé kategorie.

Lemma 3.5. Necht Y C X. Pak je ekvivalentni:
(i) Y je druhé kategorie v kazdém svém bode.
(i1) A C X proni kategorie = inty (ANY) = 0.
(iii) Y je Baireiv a intY =Y.

Diikaz. (it) = (i) Necht z € Y je bod, v némz Y neni druhé kategorie. Tedy
existuje V okoli x, ze Y NV je prvni kategorie. Polozme A =Y NV, pak A je prvni
kategorie, ale mty(A NY) # 0, coz odporuje (ii).

(i) = (iii) Ziejmé Y je Baireiiv a Y rovnéz splituje (i). Dok4Zeme, Ze intY
je hustd v Y. Nechf z € Y, V bud oteviené okoli z. Pak V NY je H-mnozina
druhé kategorie (podle (i) pro Y), tedy ma neprazdny vnitfek (Tvrzeni 1.1). Je-li
z vnitinf bod, pak téz z € int Y, tedy V protind int Y, ¢imz je hustota dokdzana.

(iii) = (u) Necht A je podmnozina X prvni kategorie. Pak ANY je prvni
kategorie v Y, nebot Y je uzdvér oteviené mnoziny. Déle ANY je prvni kategorie
v Y, protoze Y je hustd v Y. A protoze Y je Bairetv, je inty (ANY)=0. O

Lemma 3.6. Necht k > N.

(i) Je-li X =Y a md-li Y vlastnost (H,), md X vlastnost (H,).

(i) Nechi X je Baireiv, necht X =J,,Y,, kde Yy je proni kategorie v X, Y,
pro n > 1 magji vlastnost (H,) a splnugi podminku (ii) z Lemmatu 8.5, pak X md
vlastnost (H,).

(111) Necht X = Uszo Y., kde int Yy =0, Y,, pro 1 <n < N maji vlastnost (Hy)
a spliugi podminku (ii) z Lemmatu 3.5, pak X md vlastnost (H,,).

(iv) Ma-li X vlastnost (H,), pak kaZdd jeho neprdzdnd oteviend podmnozina md
vlastnost (H,).
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Diikaz. (i) Necht € je tplné H,-aditivni systém mnozin prvn{ kategorie v X, jehoz
mohutnost je nejvys k. Oznatme & = {ENY | E € £}. Pak & je tplné H,-
aditivn{ systém mnozin prvni kategorie v Y, a tedy | JE' ma v Y prazdny vnitiek.
Protoze ([ JE' =Y NUE a Y je hustd v X, mé i | JE prazdny vnitiek.

(ii) Necht £ je uplné H,-aditivni systém mnoZin prvni kategorie v X, jehoZ mo-
hutnost je nejvys k. Necht n > 1. Oznatme &, = {ENY, | E €£}. Pak &, je
uplné H,-aditivni a protoze Y,, spliuji podminku (ii) z Lemmatu 3.5, maji prvky
&, préazdny vnitiek v Y,,, a tedy (protoze jsou to mnoziny H,) jsou prvni kategorie
v Y,,. Protoze Y,, m4 vlastnost (H,), ma | JE, prdzdny vnitiek v Y;,, tedy je prvni
kategorie v Yy, tedy i v X. A tedy UEC Yo U U,,~; UEy je prvni kategorie v X, a
protoze X je Bairetiv, ma prazdny vnitfek. Tedy X m4 vlastnost (H,.).

(iii) Ozna¢me Z = ngl Y,,. Postupnou aplikaci Lemmatu 3.4.(ii) dokdzeme, ze
Z je Baireuv. Protoze Y,, pro 1 < n < N spliuji podminku (ii) z Lemmatu 3.5,
podle ¢asti (ii) mé Z vlastnost (Hy). Protoze Z je hustd v X, podle ¢asti (i) ma
X vlastnost (Hy).

Tvrzeni (iv) je zfejmé. [

Tvrzeni 3.7. (i) Necht X je Baireiv, necht X =J,._,Y,, kde Y, maji viastnost
(Hy). Pak X md vlastnost (Hy).
(i1) Necht X = Uf:[:l Y., kde Y,, maji vlastnost (H,;). Pak X md vlastnost (Hy).

Dikaz. (i) Podle Lemmatu 3.6.(1) lze bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, ze Y,
jsou uzaviené. Pak Y,, = intY,, Ubd,, pfitom je-li intY;, # (), m& vlastnost (Hy)
a spliuje podminku (iii) (a tedy i (ii)) z Lemmatu 3.5, a bdy,, je fidka. Tedy
Yo = U,—, bdY, je mnozina prvni kategorie. Tedy podle Lemmatu 3.6.(ii) md X
vlastnost (Hy).

(ii) Podle Lemmatu 3.4.(ii) je X Baireiv, pak podle ¢ésti (i) ma vlastnost
(H,). O

Véta 3.8. Bud k > N.

(i) Je-li X dédiéné Bairetiv a X = J,—_, Yn, kde Y, jsou k-PCP-prostory, pak
X je k-PCP-prostor.

(ii) Je-li X = Ufj:l Y,., kde Y,, jsou k-PCP-prostory, pak X je k-PCP-prostor.

Diikaz. Plyne okamzité z Tvrzeni 3.7 uzitého na kazdou neprazdnou uzavienou
pod- mnozinu X. [

Pozndmky. (1) Je ptirozend otazka, zda vlastnost byt k-PCP-prostorem je né&jak
dédic- nd. Ze se dédf na dédicné Baireovy SBPR-podmnoziny (t.j. na H-mnoziny),
fikd Tvrzeni 3.1. Piiklad 7.4 pak ukazuje, zZe se nemusi dédit na vSechny dédi¢né
Baireovy podprostory. Protoze G5 podmnozina dédi¢né Baireova prostoru je dédi¢né
Baireuv prostor, nabizi se otazka, zda totéz plati pro x-PCP-prostory. Pokud ano,
pak toto tvrzeni lze snadno rozsitit na dédiéné Baireovy BPR-podmnoziny.

(2) Jinou otazkou je, zda pro vlastnosti (S,) resp. (H,) plati analogie Kura-
towkého-Ulamovy véty, kterd fikd, ze soucin dvou Baireovych prostoru je Baireuv,
pokud jeden z nich ma spocetnou pseudovahu.

(3) O tom, ze soucin dvou PCP-prostorti nemusi byt PCP-prostor, svédéi Piiklad
7.7, ktery ukazuje dva PCP-prostory, jejichz soucin je prvni kategorie v sobé.
(OvSem zadny z nich neméd spocetnou pseudovahu.)
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V této kapitole definujeme podle [3, ¢ast 3] tfidu dédi¢né Baireovych prostoru
(dédi¢- né t-Baireovy prostory), které, za ptredpokladu neexistence méfitelnych
kardinalu, jsou PCP-prostory, coz dokdzeme podle [3, ¢ast 4] s vyuzitim vysledku
[4] a [8].

Je-li X topologicky prostor, zna¢ime M (X) prostor vSech nezapornych konecnych
borelovskych mér na X. Slabou topologii na M (X) rozumime nejmensi topologii
takovou, ze zobrazeni p — pu(X) je spojité na M (X) a pro kazdou G C X otevienou
je zobrazeni p — p(G) zdola polospojité. Béazi této topologie tedy tvoii mnoziny
tvaru {p € M(X),u(X) < e, u(G;) > 6;,i =1..n}, kde ¢ > 0,4, > 0,G; C X jsou
oteviené pro i = 1...n. Je-li X Hausdorffuv, pak systém

F={{pe M(X)|puX)<e,uG;) >di=1.n}|
G; C X po dvou disjunktni, e > nd,§ > 0}

tvori pseudobédzi M (X). Pro p € M(X) znacl p X ... X pu souc¢inovou miru defi-
novanou na soucinové o-algebfe, (u X ... X p)* pak ptislusnou vnéjsi miru defino-
vanou na v8ech podmnozindch X x ... x X. Mira u € M(X) se nazyva Radonova,
pokud pro kazdou B C X borelovskou plati: u(B) = sup{u(K) | K C B kom-
paktni}; u se nazyva T-aditivni, pokud pro kazdou B C X borelovskou plati:
w(B) = sup{u(K) | K C B uzaviend} a navic pro kazdy systém G otevienych
mnozin v X spliaujici podminku (G1,G2 €G ) = (3G €G)(G D G; U Gs), plati:
1(UJG) = sup{u(G) | G €G}. Prostor vsech Radonovych resp. 7-aditivnich mér na
X znacime M (X) resp. M, (X). Pak M;(X) je husty v M(X) a My(X) C M- (X).
Mnozinu Y C X nazveme p-méritelnou, kde pu € M(X), existuji-li A, B borelovské
vX,72e ACY C B apu(A) = u(B). Y C X se nazyva radonovsky resp. T-
méritelnd, je-li p-méfitelnd pro kazdou p € M (X) resp. p € M, (X). Prostor X
se nazyva t-Baireuv, jestlize je Hausdorffuv a M;(X) je druhé kategorie v sobé, X
se nazyva dédicné t-Baireuv, pokud kazdy jeho neprazdny uzavieny podprostor je
t-Baireuv.
Budeme potiebovat nékteré vysledky [4]:

Lemma 4.1. ([4, Véta 2.1]) Bud X Hausdorffiv topologicky prostor, M bud hustd
podmnozina M(X),n > 1, A C X™ proni kategorie. Pak {u € M | (ux...xpu)*(A4) >
0} je prvni kategorie v M.

Lemma 4.2. ([4, Véta 3.1)) Bud X Hausdorffiv topologicky prostor, M bud hustd
podmnozina M(X), kterd je druhé kategorie v sobé, n > 1, A C X" mnoZina
s Baireovou vlastnosti. Pak

(a) A je proni kategorie v X™, prdvé kdyz {u € M | (u x ... x u)*(A4) > 0} je
proni kategorie v M.

(b) A je druhé kategorie v X™, prdvé kdyz {u € M | (u x ... x p)*(A4) = 0} je
proni kategorie v M.

Typeset by ApS-TEX
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Dikaz. Implikace ,= 7 ¢asti (a) je vlastné Lemma 4.1. Ddle dokdzeme implikaci
,= " ¢asti (b). Je-li A druhé kategorie, pak A = G A P, kde () # G je oteviena a
P je prvni kategorie v . X". Budte V;,i = 1...n neprazdné oteviené v X takové, ze
[Ti-, Vi € G. Pak A D ([];—, Vi) \ P, a podle Lemmatu 4.1 je mnozina C' = {u €
M, (p x ... x u)*(P) > 0} prvni kategorie v M. Jest

{peM|(ux..xp(A) =0y cCu|J{neM|uVi) =0},

=1

pricemz mnoziny {u € M | u(V;) = 0} jsou uzaviené fidké v M (uzavienost plyne
z definice slabé topologie, fidkost z toho, ze kazdy prvek F obsahuje néjaké p takové,
ze (Vi) > 0), tedy pravd strana je prvni kategorie.

Obréacené implikace obou ¢asti plynou z jiz dokazanych a z toho, ze M je druhé
kategorie v sobé. [

Dusledek 4.3. ([4, Disledek 3.5]) X bud Hausdorffiv topologicky prostor takovy,
zZe M(X) je druhé kategorie. Pak X" je Baireiv pro kazdé n > 1.

Diikaz. Bud 0 # G C X™ oteviend. Zvolme V;, i = 1...n neprazdné oteviené v X
takové, ze [[;_, V; C G. Pak

n

{pe M(X) | (. x p)*(Q) =0} C | J{n € M(X) | w(Vi) = 0},

=1

kde prava strana je prvni kategorie v M (X) (podobné jako v dikaze predeslého
lemmatu), tedy podle Lemmatu 4.2.(b) je G druhé kategorie v X™. [

Lemma 4.4. ([3, Tvrzeni 3.3]) (i) Rezidudlni podprostor t-Baireova prostoru je
t-Baireuwv.
(ii) Oteviend podmnoZina t-Baireova prostoru je t-Baireuv prostor.

Diikaz. (i) Bud X t-Bairev a Y C X rezidudlni. Definujme h : M,(Y) — M,(X)
predpisem h(u)(B) = w(BNY) pro p € M (Y), B C X borelovskou. Pak h je
zfejmeé topologické vnoreni (t.j. homeomorfismus M;(Y') na svuj obraz.) Protoze
X je Baireuv (Dusledek 4.3), existuje Z C Y hustd Gs-podmnozina X. Pak ziejmé
h(Me(Y)) D {p € My(X) | w(X \ Z) = 0}, coz je podle Lemmatu 4.1 rezidudlni
podmnozina M;(X), tedy M(Y') je druhé kategorie.

(ii) Bud X t-Bairetiv, Y C X oteviend. Polozme S = {u € My(X) | w(Y \Y) =
0}. Pak S je rezidudlni v M;(X). Necht h : M;(X) — M;(Y) je zobrazeni, které
mite p pritadi jeji restrikci na borelovské podmnoziny Y. Pak:

(1) h je spojitd v kazdém bodé S,

(2) D C M(Y) hustd = SN h~1(D) je hustd v S.

Ad (1): Bud po € S, bud W = {v € My(Y) | v(Y) < B,v(U;) > as,i =1,...,n},
kde 8 > 0,a; > 0,U; C Y oteviené pro i = 1,...,n, okoli h(u) v My(Y). Pak
V={ve M(X) | v(Y) < B,v(U;) > aj,i = 1,....,n} je oteviend v M;(X) a
h(V) C W a navic, protoze ug € S, je o € V.

Ad (2): Bud D hustd v M(X). Bud W = {v € S | v(X) < B,v(U;) > o, =
1,..,n}, kde 0 > 0,a; > 0,U; C X oteviené pro i = 1,...,n, neprdzdna oteviend
podmnozina S. Bud pg € W ae > 0 takové, ze € < B—po(X) ae < puo(U;) —ay pro
i=1,..,n. PakV ={ve My (Y) | v(Y) < po(Y)+e,v(YNU;) > po(YNU;)—¢,i =
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1,...,n} je oteviend v M;(Y'), navic neprazdnd, protoze h(ug) € V. Tedy existuje
vg € DNV. Polozme \o(B) = vo(BNY )+ uo(B\Y) pro B C X borelovskou. Pak
X €SNA Y D)NW. Tedy SN h~Y(D) je hustd v S.

Déle, pokud N je idkd v M;(Y), je h~1(N) prvni kategorie v M;(X). OvSem,
polozme D = M;(Y)\ N. Pak D je oteviend hustd v M;(Y), tedy h=1(D) je
oteviena v My(X) a h=1(D) N S je hustd v S. Tedy N N S je iidkd v S, tedy N
je prvni kategorie v M;(X). Tedy, kdyby M;(Y) bylo prvni kategorie v sobé, bylo
by i My(X) = h=1(M,(Y)) prvni kategorie v sobé, coz je spor. Tedy M;(Y) je
t-Baireuv. O

Lemma 4.5. Je-li X dédicné t-Baireiuv a Y dédiéné Baireova BPR-podmnoZina
X, pak Y je dédiéné t-Baireuv.

Diikaz. Bud F C Y relativné uzaviens. Pak F je Bairetv a ma BP v F, tedy
F = AUN, kde A je G5 a N prvni kategorie v F'. Protoze I je hustd v F, je N
prvni kategorie v F. Protoze F je Baireuv, je intp N = (), tedy A je hustd v F,
tedy i v F. Tedy F je rezidudlni v F, tedy podle Lemmatu 4.4 t-Bairetv. O

Podle [7, II, Véta 17| jsou kompaktni Hausdorffovy prostory t-Baireovy, tedy i
dédi¢né t-Bairovy. Z Lemmatu 4.4.(i) pak plyne, ze kazdy ¢echovsky uplny pros-
tor (t.j. prostor, ktery je homeomorfni G5-podmnoziné Hausdorffova kompaktniho
prostoru) je t-Bairetiv. Protoze uzavieny podprostor ¢echovsky tuplného prostoru je
cechovsky tuplny, jsou ¢echovsky uplné prostory dédicné t-Baireovy. To plati i pro
obecnéjsi tFidu prostoru - pro H-uplné prostory. Prostor nazveme H-uplnym, je-li
homeomorfni Hs-podmnoziné (t.j. spocetnému pruniku H-mnozin) kompaktniho
Hausdorffova prostoru. Je-li Y H-tplny, X jeho kompaktifikace, v niz je Y Hs, pak
Y je rezidualni v X, tedy t-Baireuv. A protoze uzavieny podprostor H-tuplného
prostoru je H-uplny, jsou H-uplné prostory dokonce dédi¢né t-Baireovy. Jesté
obecnéji, prostory, které jsou rezidudlni v néjaké své kompaktifikaci (ekvivalentné,
které obsahuji jako hustou podmnozinu ¢ehovsky uplny prostor, t.j. skoro cechovsky
uplné prostory) jsou t-Baireovy. A tedy prostory, jejichz kazdy neprazdny uzavieny
podprostor je skoro ¢echovsky tplny, jsou dédicné t-Baireovy. Néasledujici lemma,
které se dokazuje podobné jako Lemma 4.5 uvadi charakterizaci téchto prostort.

Lemma 4.6. ([1, Tvrzeni 2]) Bud X tplné reguldrni. Pak je ekvivalentni:

(i) X je dédiéné Bairetiv a md BPR v néjaké kompaktifikaci.

(i) Kazdy neprdzdny uzavreny podprostor X je skoro cechovsky uplny.

(i4i) Kazdy neprdzdny uzavieny podprostor X obsahuje jako hustou podmnoZinu
H-4iplny prostor.

Pozndmka. (1) Ekvivalence (ii) < (ii7) vlastné neddva nic nového, protoze je
ziejmé, ze prostor je skoro cechovsky tuplny, pravé kdyz obsahuje H-tuplny pros-
tor jako hustou podmnozinu.

(2) Je otdzkou, zda kazdy (nebo alespon kazdy iplné reguldrni) dédi¢né t-Baireuv
prostor jiz spliuje podminku (i) pfedchoziho Lemmatu. Ptiklad 1.2 v [11] ukazuje
metricky t-Baireuv prostor, ktery nema BP v zadné kompaktifikaci, avsak tento
prostor neni dédi¢né Bairetuv, a tedy ani dédi¢né t-Baireuv.

Dalsim naSim cilem je dokazat, ze dédicné t-Baireovy prostory jsou xk-PCP-
prostory pro x mensi nez nejmensi {0, 1}-méfitelny kardindl. Pfipomenme, ze x
je {0, 1}-méritelny (kratce méritelny), existuje-li netrividlni o-aditivni mira defino-
vand na vSech podmnozinidch mnoziny mohutnosti x, kterd nabyva hodnot jen 0
nebo 1 a je nulova na jednoprvkovych mnozinach.
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Tvrzeni 4.7. Bud X Bairedv prostor a £ iplné H,-aditivni systém mnozin prond
kategorie, ktery pokryvd X. Polozme P = | J{EXE,E €&}. Neni-li P ridkd v X x X,
je card & méritelnd.

Diikaz. Necht P neni fidkd v X x X. Pak existuji U, V neprazdné oteviené
podmnoziny X, ze U x V C P. Nejprve dokazeme, ze U x U C P.

Budte W1, W5 neprazdné oteviené podmnoziny U. Dokézeme, ze (W7 x Wa) N
P # 0 Pro j = 1,2 polozme: A; = VNI|JH{FE €€ EnW; = (}. Pak, protoze
€ je disjunktni, je (W, Nint A;) N P = (. Protoze viak W; x int A; je oteviena
podmnozina U x V a U x V. C P, je nutné int A; = (. Protoze A; jsou H,,
jsou prvni kategorie v X, a protoze X je Baireuv, je V \ (A; U Ag) # 0, tedy
existuje E €&, ze ENV \ (A1 U Az) # 0. Pak ziejmé ENW; # 0, j = 1,2, tedy
PN (Wy xWy) D (E x E)n (Wy x W) # 0 pro kazdé Wy, Wy C U neprézdné
oteviené, tedy U x U C P.

Déle polozme 7= {JC&| int((UJ) N U) = 0}. Pak T je o-idedl (t.j. s kazdym
prvkem obsahuje vSechny jeho podmnoziny a je uzavieny na spocené sjednoceni),
coz plyne z toho, ze pro JCE& je int((JJ) NU) = 0, prave kdyz ((JJ) N U je prvni
kategorie. A navic, pokud J,7 jsou disjunktni podmnoziny &, pak bud7; €Z nebo
Jo €Z. Ovéem, budte W; = int((J J;) NU), j = 1,2. Pak Wy, W, jsou oteviené
podmnoziny U a (W x Wy) N P = (), protoze € je disjunktni. Tedy bud W; nebo
Ws je prazdnd, tedy J1 €7 nebo Jo €Z.

Pro JcC& polozme pu(J) = 0 pokud JeZ,u(J) = 1, pokud J¢Z. Pak pu je
netrividlni o-aditivni mira na vSech podmnozinach &, kterd je nulova na jedno-
prvkovych mnozinidch a nabyva hodnot 0 nebo 1. Tedy card £ je méritelna. [

Pozndamka. Ptedchozi tvrzeni je obsazeno v dukaze Lemmatu 4.6 v [3] (nase Tvrzeni
4.10). Avsak zda se, ze samo o sobé ma ur¢itou hodnotu a plati za slabsich
predpokladu nez téch, které jsou obsazeny ve znéni citovaného lemmatu.

Lemma 4.8. ([3, Lemma 4.4]) Kazda H-mnoZina v topologickém prostoru X je
T-méritelnd.

Diikaz. Bud p € M,(X). Nejprve dokdzeme

(*) Je-li A C X a pro kazdé = € A existuje U oteviené okoli z,
ze ANU je p-métitelnd, pak A je py-métitelna.

Necht je splnén predpoklad v (*). Pak existuje systém (G;);c; otevienych
mnozin, ze A C J;c;Gi a AN G; je p-méfitelnd pro kazdé i € I. Protoze p
je T-aditivni, plati:

u(U G;) = sup{p( U G; | K C I konecna}.

el ieK

Tedy existuje J C I spocetnd, ze pu(J,c; Gi) = u(U;cs Gi). Polozme B =
Ui (ANG;). Pak B je p-méfitelnd, B C Aa A\ B C (U,c; Gi) \ (U;c; Gi), coz je
p-nulova mnozina, tedy A je pu-méfitelna.

Déle bud Z ¢ X H-mnozina. Bud D polootevieny rozklad X takovy, ze Z je
sjednocenim néjakého jeho podsystému. Pisme D= {D, | a < k}, kde U, <45 Da
je oteviend pro kazdé 3 < k. Dokazeme, ze pro kazdé 0 < k je Z N Ua<ﬁ o M-
méfitelnd. Pro 3 = 0 to ziejmé plati. Necht to plati pro 3 < 7, kde 0 < v < &.
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Je-li v limitn{, pak podle (*) je Z N, Da je p-méfitelnd. Jeliv = 8 +1, je
ZﬂUa<,yDa = (ZﬁU(KﬁDa) U Fg, kde Fg = Dg, pokud Dg C Z, a Fg = 0,
pokud Dg C X \ Z. V obou piipadech je Fjz borelovskd, tedy Z N Ua<7 D, je
p-méfitelna. Tim je dukaz proveden. [

Lemma 4.9. (i) ([8, Véta 6M(a)]) Bud X Hausdorffiv a p € M;(X). Bud &
disjunktni systém p-nulovijch mnozin takovy, zZe | JE' je p-méritelné pro kazdé & CE.
Pak | JE je p-nulovd mnoZina.

(i3) ([8, Tvrzeni TN(b)]) Bud X Hausdorffiv kompaktni prostor, pro kteryj ¢(X) <
Rg. Pak sjednocent kaZdého uplné BP-aditivniho systému mnoZin pruni kategorie v
X je prunt kategorie.

Tvrzeni 4.10. ([3, Lemma 4.6]) Je-li X t-Baireuv a k mensi nez nejmensi méritelny
kardindl, pak X ma vlastnost (H,).

Diikaz. Bud & tplné H,-aditivni systém mnozin prvni kategorie v X, mohutnosti
nejvys x. Necht int | JE# (). ProtoZe otevieny podprostor t-Baireova prostoru je t-
Baireuv (Lemma 4.4.(ii)), muzeme pfedpoklddat | JE= X. Polozme P = | {E x E |
Eec&}. Jelipe My(X)a(uxu)*(P)=0, pak prokazdé F €€je (uxu)*(ExXE) =
0, tedy u(F) = 0. Podle Lemmatu 4.8 je |JE' p-méfitelnd mnozina pro kazdé
& C £. Tedy podle Lemmatu 4.9.(i) je u(X) = 0, tedy p = 0. Pak podle Lemmatu
4.1 P neni prvni kategorie (jinak by totiz existovala 0 # p € M (X), pro kterou
(X p)*(P) = 0, protoze M;(X) je druhé kategorie v sobé), tedy specidlné neni
tidka. Tedy podle Tvrzeni 4.7 je k méfitelny, coz je spor. [

Véta 4.11. ([3, Véta 4.1]) Je-li X dédiéné t-Baireiv a k mensi neZ nejmensi
méritelny kardindl, pak X je k-PCP-prostor.

Diikaz. Plyne z Tvrzeni 2.1 a Tvrzeni 4.10 aplikovaného na kazdy uzavieny pod-
prostor X. [

Véta 4.12. Necht kg je nejmensi méritelny kardindl.
(i) Je-li X t-Baireiv a mw(X) < ko, pak X md vlastnost (H).
(ii) Je-li X dédiéné t-Bairetv prostor spliiujici jednu z podminek
(a) X md tésnost mensi nez ko,
(b) mw(F) < ko pro kazdou ) # F C X uzavrenou,
(¢) x(X) < ko,
(d) X md silnou tésnost nejuys Ko.
Pak X je PCP-prostor.

Dikaz. (i) Podle Tvrzeni 4.10 X m4 vlastnost (H,) pro k < kg. Podle poznamky
za Tvrzenim 2.4 pak X m4d vlastnost (H).

(ii) Podle Véty 4.11 je X k-PCP-prostor pro k < kg. Podle Tvrzeni 2.2 resp.
pozndmky za Tvrzenim 2.4 resp. Tvrzeni 2.6 resp. Tvrzeni 2.8 (podle toho, ktera
z podminek (a)-(d) je splnéna) je X PCP-prostor. [

Pozndmky. (1) Podminka (a) implikuje podminku (d), tedy tvrzeni pro (a) je
dusledkem tvrzeni pro (d).

(2) Za predpokladu neexistence métitelnych kardinalu kazdy t-Bairetv prostor
m4é vlastnost (H) a kazdy dédi¢né t-Bairetuv prostor je PCP-prostor.

Dale, nésledujice [3], dokdzeme vétu, kterd ddva do souvislosti funkce f a f x f.
Je-li f: X — M, kde X je topologicky prostor a M metricky, a je-li p € M(X),
fekneme, ze f ma p-skoro separabilni obor hodnot, existuje-li N C X p-nulova
mnozina tak, ze f(X \ N) je separabilni.
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Véta 4.13. ([3, Véta 4.2]) Bud X dédicné t-Baireiv, M metricky prostor, f : X —
M. Pak podminky

(a) f ma PCP,

(b) f x [ je proni H-tridy,

(c1) f je pruni H-tridy,
(c2) f je BPR-méritelnd (t.j. f~*(G) md BPR pro kaidou G C M otevienou,),

(c3) f je p-meéritelnd (t.j. f~1(G) je u-méritelnd pro kazdou G C M otevienou,)
pro kazdou p € My(X),

(cq) f md p-skoro separabilni obor hodnot pro kazdou u € My(X),

(c5) f | K md PCP pro kazdy K C X kompakt,

(d) pro kazdé € > 0 mnozina {(x,y) | p(f(x), f(y)) < e} je H, v X x X, kde p
znact metriku v M,

jsou v ndsledugicim vztahu: (a) < (b) < (¢;)&(d) pro i=1,...,5.

Lemma 4.14. ([3, Lemma 4.8]) Bud X t-Bairetiv a M metricky prostor, f : X —
M funkce spliiugici (c4) a (d) z Véty 4.13. Pak mnoZina bodu spojitosti f je hustd
Gs-podmnozina X.

Diikaz. Pro z € X polozme Oy(x) = inf{diam f(U) | U okoli z}. Pak Oy je shora
polospojitd a f je spojitd v bodé z, pravé kdyz Of(z) = 0. Protoze {z € X |
Of(x) = 0} je G5 a X je Bairetv, staci dokazat, ze pro kazdé € > 0 je mnozina
{x € X | Of(z) < e} hustd v X, t.j. pro kazdou 0 # U C X otevienou existuje
) #V C U oteviena, ze diam f(V) < e.

Bud € > 0, bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme U = X. Polozme P =
{(z,y) | p(f(z), f(y)) < §}. Bud p € My(X) takova, ze (u x p)*(P) = 0. Protoze
f mé p-skoro separabilni obor hodnot, existuji y, € M,n = 1,2,..., ze f(x) €
UrZ; B(yn, §) pro p-skoro vechna z € X. Tedy X \ U, [~ (B(yn, 5)) je w
nulovd mnozina. Protoze f~'(B(yn,5)) x f~H(B(yn,5)) C P, je f~H(B(yn,5))
rovnéz p-nulova mnozina. Tedy g = 0. Podle Lemmatu 4.1 je P druhé kategorie,
a protoze je zaroven H,, ma neprazdny vnitfek. Tedy existuji U,V neprazdné
oteviené podmnoziny X, ze U x V C P. Zvolme x € U libovolné. Jsou-li y,z € V,
pak p(f(y), f(2)) < p(f(y), f(x)) + p(f(z), f(2)) <&, tedy diam f(V) < ¢ a dikaz
je proveden. [

Lemma 4.15. ([3, Lemma 4.10]) Bud X topologicky prostor, M metrickyj prostor,
f: X —>Mape M(X) spliujici podminku

() pro kazdé € > 0 a kaZdou A C X borelovskou, pro niz u(A) > 0, existuje
B C A borelovskd, pro niz u(B) > 0 a diam f(B) < ¢.

Pak f ma u-skoro separabilni obor hodnot.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze pro kazdé £ > 0 existuje B. disjunktni spocCetny
systém borelovskych mnozin takovy, ze u(|JB:) = u(X) a pro B €B. je u(B) > 0
a
diam f(B) < e. Bud totiz B. maximaln{ disjunktn{ systém borelovskych podmnozin
X, ze pro B €B. plati u(B) > 0 a diam f(B) < . Protoze u je konectna, je B.
spocetny, a z podminky (%) plyne pu(UB:) = u(X).

Nyni polozme N = [Jo_ (X \UB 1) a S = f(X \ N). Pak u(N) =0a S je
separabilni, protoze pro kazdé n je {f (nB) | B €B1} spocetné pokryti S mnozinami

o priméru < +. Ted ma p-skoro separabilni obor hodnot. [
n y M
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Lemma 4.16. ([3, Lemma 4.11]) Bud X Hausdorffiv prostor, M metricky prostor
a f: X — M spliujici podminku (d) Véty 4.13. Pak podminky (¢;),i = 1,...5,
Véty 4.13 jsou v nasledujicim vztahu: (c1) = (c2) = (c3) < (cq) & (c5).

Dikaz. (c1) = (c2) plyne z toho, ze kazdd H,-mnozina mé BPR.

(c2) = (c4) Bud p € M(X). Podle Lemmatu 4.15 staci dokazat, ze plati (x).
Bud tedy ¢ > 0 a A C X borelovskd, aby u(A) > 0. Protoze p je Radonova,
existuje () # K C A kompaktni, na némz je u kladnd (t.j. u(U) > 0 pro kazdou
U neprazdnou relativné otevienou podmnozinu K). Pak ¢(K) < X;. Bud G o-
disjunktni (t.j. 6=, ~,Gn, kde G,, jsou disjunktni) oteviené pokryti M mnozinami
o pruméru < £. Polozme £= {f~'(G) N K | G €G}. Pak podle Lemmatu 4.9.(ii)
existuje G €3G, 7e E = K N f~1(G) je druhé kategorie v K.

Zvolme y € f(E), pak H = f~'(B(y,5)) N G obsahuje E (protoze diam f(E) <
5), a tedy je druhé kategorie v K. Navic, zvolime-li x € E tak, aby f(x) =y, pak
mnozina f~1(B(y, §)) je fez mnoziny {(z, 2) | p(f(z), f(2')) < 5} v bodé z, a tedy
je H,. Tedy H je H, v K, tedy ma neprazdny vnitiek. Polozme B = intx H. Pak
w(B) >0, BC A adiam f(B) < e.

(c3) = (cq4) Dokazeme vic: je-li u € My(X) a f je p-méftitelnd, pak f ma p-skoro
separabilni obor hodnot. Opét staci dokéazat, ze plati podminka (x) z Lemmatu 4.15.
Bud ¢ > 0 a A C X borelovskd, pro niz u(A) > 0. Bud G o-disjunktni oteviené
pokryt{ M mnozinami o priméru < e. Polozme &= {f~}(G) N A,G €G}. Pak
podle Lemmatu 4.9.(i) existuje G €G, ze f~1(G) N A neni p-nulova, tedy obsahuje
borelovskou mnozinu B, pro niz u(B) > 0. Protoze diam f(B) < diam G < ¢, je B
hledand mnozina.

(c4) = (¢5) Bud K C X kompaktni, pak f | K spliuje (c4) a (d), tedy po-
dle Lemmatu 4.14 ma bod spojitosti. Protoze uzaviena podmnozina kompaktu je
kompaktni, ma f | K PCP.

(cs) = (c3) Bud p € My(X), K C X kompaktni. Pak f | K m4 PCP, a tedy
podle Véty 1.3 je prvni H-tfidy, tedy podle Lemmatu 4.8 je pu-méfitelna. Protoze
1 je Radonova, je nesena spocetnym sjednocenim kompaktnich mnozin, a tedy f je
p-métitelnd. [

Dikaz Véty 4.13. (a) = (b) plyne z Tvrzeni 1.8.(ii).

(b) = (c1)&(d) je ziejmé.

Nyni predpokladejme (d). Podle Lemmatu 4.16 méame (c1) = (c2) = (c3) <
(c5) < (c4) a podle Lemmatu 4.14 je (¢4) = (a). Tim je dukaz proveden. [

Tvrzeni 4.17. Bud X dédicné t-Baireiv, k nekoneény kardindl. Pak je ekviva-
lentni:

(i) X je k-PCP-prostor.

(ii) Je-li € uplné H,-aditivni systém pokrjvagici X, jehoZ mohutnost je nejuys K,

pak P=\{E X E | E €&} je H, v X x X.

Diikaz. (i) = (ii) Bud & jako v (ii). Bud M =€ s diskrétni metrikou. Pro z € X
polozme f(x) = E, pokud x € E. Pak f je prvni H-t¥idy, tedy ma PCP, tedy podle
Véty 4.13. (a) = (d) pro € =1 je P mnozina H, v X x X.

(#i) = (i) Bud M diskrétni metricky prostor mohutnosti «, f : X — M funkce
prvni H-ti{dy. Pak = {f~1(z),2 € M} je tiplné H,-aditivni systém mohutnosti
nejvys s pokryvajici X. Bud P jako v (ii). Pak
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{(y) | p(f(2), fy) <e} = { 2 x X ii 1

v kazdém piipadé je H,. Tedy podle Véty 4.13. (c1)&(d) = (a) ma f PCP. Tedy
podle Tvrzeni 2.1 je X xk-PCP-prostor. [

Pozndmky. (1) Implikace (i) = (i7) v pfedchozim tvrzeni plati i za pifedpokladu,
ze X je jen dédicné Bairetv.

(2) Z predchoziho tvrzeni a z Véty 4.11 plyne, ze pro x mensi nez nejmensi
méfitelny kardindl je (ii) splnéno pro kazdy dédi¢né t-Baireuv prostor. Véta 4.12
pak déva, ze pokud X je dédi¢né t-Baireuv a spliiuje jednu z podminek (a)-(d),
spliiuje (ii) pro kazdé x

Dusledek 4.18. Je-li X dédiéné t-Baireuv a X x X dédicné Bairetv (specidlné
je-li X H-uplny), je-li M metricky prostor, f: X — M, pak f x f je proni H-tridy,
praveé kdyZ mda PCP.

Dukaz. Ma-li f x f PCP, je prvni H-tfidy podle Véty 1.3. Je-li f x f prvni H-t¥idy,
pak podle Véty 4.13 f ma PCP a podle Tvrzeni 1.8.(iii) f x f ma PCP. [

Poznamka 4.19. Ozna¢me P(X) resp. Pi(X) resp. P.(X) podprostor M(X)
resp. M;(X) resp. M.(X) tvoteny pravdépodobnostnimi mirami. Protoze ziejmé
M;(X)\ {0} je homeomorfni s P,(X) x (0,00), plyne z Kuratowského-Ulamovy véty
([6, Véta 15.3]), ze X je t-Baireuv, pravé kdyz P;(X) je druhé kategorie v sobé.
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5. SLABE o-FAVORABILNI PROSTORY

Prostor (X,7) nazveme a-favorabilni, pokud existuje 7 : 7 \ {0} — 7T \ {0}
takové, ze 7(G) C G pro kazdé G, a kdykoli G,,,n € N je posloupnost neprazdnych
otevienych mnozin spliujici G411 C 7(Gp) pro kazdé n € N, pak (), .y Gn # 0.
Prostor nazveme slabé a-favorabilni, pokud existuje o : (J, (7 \ {0})" — 7 \ {0}
takové, ze (G, ...,G,,) C G, pro kazdou n-tici Gy, ..., G,,, a navic kdykoli G,,,n €
N je posloupnost otevienych mnozin spliujici G,,41 C o(G1,...,Gy) pro kazdé
n € N, pak (),,cy Gn # 0. Prostor nazveme dédicné (slabé) a-favorabilni, jestlize
kazdy jeho neprazdny uzavieny podprostor je (slabé) a-favorabilni.

Pokud jde o motivaci zavedeni pojmu slabé a-favorabilnich prostoru a ptiklady
téchto prostori, odkazujeme na [8,7H a 7K].

Ziejmé kazdy a-favorabilni prostor je slabé a-favorabilni a snadno se ovéri,
ze kazdy slabé a-favorabilni prostor je Baireuv a Ze libovolny soucin (slabé) a-
favorabilnich prostoru je (slabé) a-favorabilni.

Kazdy skoro ¢echovsky tplny prostor je a-favorabilni. Cechovsky tiplné prostory
(i H-uplné prostory i dédiéné Baireovy prostory majici BPR v néjaké kompakti-
fikaci (Lemma 4.6)) jsou tedy dédi¢né a-favorabilni. Pro tyto prostory vSak tvrzeni
této kapitoly nejsou zajimava, protoze jsou dusledky mnohem obecnéjsich tvrzeni
z kapitol 4 a 6.

Lemma 5.1. Bud X = (X, T) slabé a-favorabilni prostor a £ uplné SBP-aditivni
systém mmnoZin proni kategorie v X , jehoZ mohutnost je neméritelnd. Je-li ) # G C
UE oteviend, pak card{E € £ | ENG # ()} > 2%,

Diikaz. Nejprve si uvédomime, ze plati:

(*) 0#GC UE oteviend =
(30, &1 C E)(EoNEL =D& int(G N[ J&) # 0 pro i = 0,1).

Ovsem, nebot N = {&' C £ | int(GNJE') = 0} je vlastni o-idedl na £ obsahujici
jednoprvkové mnoziny, a je-li card £ neméfitelnd, existuji £y, &1 C € disjunktni, z
nichz ani jedna nenf prvkem N, coz je presné tvrzeni (*).

Dale, o : U,,cn(T \ {0})" — 7 \ {0} bud zobrazeni svédéici, ze X je slabé a-
favorabilni. Bud £ a G jako ve znéni lemmatu. Pro s € 2<% sestrojime G, C G
oteviené neprazdné a £ C &, ze polozime-li Hy = o(Gsjo, -.., Gs), plati:

(1) gsﬁO N gsml = ®7 gsr‘O U gsml = 887

(ii) int(Hs NJEsni) # 0 proi = 0,1,

(iii) Ggn; = int(Hs N |J Esni)) pro i =0, 1.

Polozme & = &, Gy = G. Mame-li &, Gy splaujici (i)-(iii) zkonstruovany
pro I(s) < n, volme libovolné s € 2<%  [(s) = n. Pak podle (iii) je G5, C &,
tedy i Hy C |JE&s, tedy podle (*) existuji Esng, Esn1 disjunktni podmnoziny Es,
jejichz sjednocenim je & tak, ze int(Hs N |JEsn;) # 0 pro i@ = 0,1. Polozme
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Gy = int(Hs N Y Esni) pro i = 0, 1. Takto zkonstruujeme &, G pro l(s) < n+1
opét spliujici (i)-(iii).

Nynif pro a € 2¥ polozme £, = [),cyEain- Podle (i) jsou tato &, po dvou
disjunktni. Déle G4 C |JEan @ navic Gopny1 C 0(Gagos -y Gan) pro kazdé n,
a tedy ,,cy Gatn # 0, tedy o # 0, tedy card{E € £ | ENG # 0} > 2%. O

Tvrzeni 5.2. Bud k > Ny, bud X = (X, T) slabé a-favorabilni prostor, ktery md
vlastnost (S;) pro T < K, ale nemd vlastnost (Ss). Neni-li k slabé nedosazitelny,
pak Kk = KY.

Diikaz. Bud & tplné SBPR-aditivni systém mnozin prvni kategorie v X, jehoz
mohutnost je x a jehoz sjednoceni méa neprazdny vnittek. Z Lemmatu 2.10 plyne,
ze

(*) 0#G C|JE oteviend = (3& C £,£ < k)
(& jsou po dvou disjunktni a int(G N Uc‘fg) # () pro £ < k).

Bud o : {J,,cn(7 \ {0})" — 7 \ {0} zobrazeni svédéici, ze X je slabé a-favorabilni.
Podobné jako v dikaze Lemmatu 5.1 sestrojime pro s € k<% neprazdné oteviené
mnoziny Gs C G =int|J& a & C &, aby, polozime-li H; = o(Gs1o, ..., Gs), platilo:

(1) (Esne)e<r je disjunktni rozklad &,

(i) int(Hs N Esne) # 0 pro £ < k,

(iii) Gsne = int(Hs N Y Esne)) pro € < k.

Opét polozime £, = (), ey Eatn Pro a € ¥ a stejné dokdzeme, ze &, jsou po
dvou disjunktni a vSechny neprazdné, tedy x = card& > k“. U

Véta 5.3. (i) Je-li X slabé a-favorabilni, pak md vlastnost (S,) pro k < 2%°.
(ii) Je-li X deédicné slabé a-favorabilni, pak X je k-PCP-prostor pro k < 2%0.

Dikaz. Tvrzeni (i) plyne z Lemmatu 5.1 a tvrzeni (ii) z tvrzeni (i) a Tvrzeni 2.1. [

Véta 5.4. (i) Je-li X slabé a-favorabilni a mw(X) < 280, pak X md viastnost (S).
(ii) Je-li X dédicné slabé a-favorabilni a je-li splnéna jedna z podminek
(a) X md tésnost < 280,
(b) mw(F) < 2% pro kazdou ) # F C X wuzavienou,
(c) x(X) < 2%,
(d) X md silnou tésnost < 280,
je X PCP-prostor.

Diikaz. (i) Podle Véty 5.3.(1) ma X vlastnost (S,) pro k < 2%, podle Tvrzen{ 2.4
m4é pak vlastnost (5).

(ii) Podle Véty 5.3.(ii) je X x-PCP-prostor pro x < 2%, podle Tvrzeni 2.2
resp. 2.4 resp. 2.6 resp 2.8 (podle toho, kterd z podminek (a)-(d) je splnéna) je X
PCP-prostor. [J

Véta 5.5. (i) Je-li X slabé a-favorabilni a c¢(X) < 2%, pak X md vlastnost (S.,)
pro Kk mensi nez nejmensi slabé nedosazitelny kardindl.

(ii) Je-li X dédiéné slabé a-favorabilni a ¢(F) < 280 pro kazdou ) # F C X
uzavrenou, pak X je k-PCP-prostor pro k mensi neZ nejmensi slabé nedosazitelny
kardindl.
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Diikaz. (i) Nechf x je nejmensi kardinél takovy, Ze X nemd vlastnost (S, ), a necht
% je mensf nez nejmens{ slabé nedosazitelny kardinal. Podle Véty 5.3.(i) je £ > 2%o,
podle Lemmatu 2.10 je k < ¢(X), coz je spor.

Tvrzeni (ii) plyne okamzité z (i) a Tvrzeni 2.1. [

Véta 5.6. Necht kg je nejmenst slabé nedosaZitelnsj kardindl.
(i) Je-li X slabé a-favorabilni a ¢(X) < 2% a 7w (X) < ko, pak X md vlastnost
().
(ii) Je-li X dédiéné slabé a-favorabilni a ¢(F) < 280 pro kazdou ) # F C X
uzavrenou, a je-li splnéna jedna z podminek
(a) X md tésnost < Ko,
(b) mw(F) < ko pro kaZdou ) # F C X uzavienou,
(c) x(X) < o,
(d) X md silnou tésnost < ko,
pak X je PCP-prostor.

Dikaz. (i) Podle Véty 5.5.(1) ma X vlastnost (Sy) pro k < kg, podle Tvrzeni 2.4
ma X vlastnost (.5).

(ii) Podle Véty 5.5.(ii) je X k-PCP-prostor pro k < kg. Podle Tvrzeni 2.2 resp.
2.4 resp. 2.6 resp. 2.8 (podle toho, kterd z podminek (a)-(d) je splnéna) je pak X
PCP-prostor. [

Pozndmky. (1) Opét ve Vétach 5.4 a 5.6 podminka (a) implikuje podminku (d),
tedy tvrzeni pro (a) je specidlnim pfipadem tvrzeni pro (d).

(2) Za hypotézy kontinua Véty 5.3 az 5.6 nedavaji nic nového. Véta 5.3 pak iika
pouze, ze slabé a-favorabilni prostory jsou Baireovy a dédi¢né slabé a-favorabilni
prostory jsou dédi¢né Baireovy. Véty 5.4 az 5.6 jsou pak dusledkem tvrzeni 2. kapi-
toly. Avsak za negace hypotézy kontinua dostdvame, ze dédi¢né slabé a-favorabilni
prostory jsou N;-PCP-prostory, a maji-li tésnost < ¥; (charakter < N,,...), jsou
to PCP-prostory; a ze dédi¢né slabé a-favorabilni prostory spliujici ¢(F') < 8y pro
kazdou () # F C X uzavienou a jednu z podminek (a)-(d) ve Vété 5.6.(ii) jsou
PCP-prostory.

(3) Véty 5.4.(i) a 5.4.(ii)(b) jsou také dusledkem Véty 7J(a) v [8], kterd za téchze
predpokladu jako Véta 5.4.(i) uvadi silngjsi tvrzeni, jehoz si vSimneme v 6.kapitole.
Véta 5.3, jakoz ani Véta 5.4.(ii)(a), (c), (d), vSak dusledkem této véty neni.

(4) Za predpokladu neexistence slabé nedosazitelnych kardindla jsou vSechny
dédi¢né slabé a-favorabilni prostory splitujici ¢(F) < 2% pro kazdou ) # F C X
uzavienou PCP-prostory. Za hypotézy kontinua je to dusledkem tvrzeni kapitoly
2, nebo také Veéty 7J(b) v [8], nikoli vSak za jeji negace.
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Bud X topologicky prostor, N né&jaky idesl podmnozin X. Rekneme, ze N je
lokalizovatelnyj, splinuje-li podminku

(VA C X)[(Vz € A)(3G C X)(G oteviend, r € G, GNAeN) = AeN].

Snadno ovérime, ze ideal vSech fidkych mnozin je lokalizovatelny. Banachuv lokalizaéni
princip pak 7ik4, ze o-idedl vSech mnozin prvni kategorie v X je lokalizovatelny. Je-

li NV ideél, znac¢ime N, jim generovany o-ideédl. Jsou-li N, M dva idedly, znacime
NV M idedl generovany N U M.

Lemma 6.1. Bud (X,T) topologicky prostor, N lokalizovatelny idedl, S idedl
ridkych mnoZin v X. Polofzme R={G\ N |G € T,N € N'}. Pak
(a) (N'VS), je lokalizovatelny;
(b) R je topologie.
Pokud navic T N (N V S) = {0}, pak
(c) A C X je R-Fidkd, prdvé kdyz A € NV S, je-li S C N, pak navic
kazdd R-ridka mnozina je R-uzavrend;
(d) (X, R) je Baireiv, prdvé kdyz T N(N'VS), = {0}, je-li navic S C N,
je (X, R) dédiéné Baireuv;
(e) je-li N C S,, pak A C X md T-BP, prdvé kdyZ md R-BP;
(f) je-i N C S, pak T\{0} tvori pseudobdzi R, tedy specidlné mw(X,R) =
mw(X,7T), navic A C X ma T-SBP, prdvé kdyz ma R-SBP;
(9) je-li N C S a (X,T) je (slabé) a-favorabilni, pak (X, R) je (slabé)
a-favorabilni;
(h) ¢(X,T) =c(X,R).

Diikaz. (a) Oznaéme M = (N'V S),. Bud A C X takova, ze pro kazdé xz € A
existuje G € T, 72e ¢ € G a GNA € M. Bud G maximalni disjunktni systém
otevienych mnozin takovy, ze pro kazdé G € Gje) # GNE € M. Pak R= A\JG
je fidk&, (coz plyne z pfedpokladu na A a z maximality G), a tedy je prvkem M.
Déle pro G € G bud ANG = Unen NG.n, kde Ng,pn € NV S. Protoze NV S je
ziejmé lokalizovatelny, je N, = Jgeg Nan prvek NV S, tedy A = RUU, ey N
je prvek M.

(b) Ztejmé (), X € R. Navic, protoze N je idedl, je R uzaviend na koneéné
priniky. Zbyva dokdzat uzavienost na libovolné sjednoceni. Necht R;,i € I jsou
prvky R. Pak R; = G; \ Ny, kde G; € T, N; € N. Polozme G = |J,.; Gi,
N =G\ Uje; Ri- Pak G € 7. Bud z € N. Pak existuje i € I, ze x € G;. Pak
Gi;NN C N, tedy (protoze N je lokalizovatelny) je N € N. Tedy |J;c; Ri = G\ N
je prvek R.

Déle piedpokladejme, ze (SVN)NT = {0}.

(c)Jeli A e NVS,pak A= NUS, kde N € N a$S €S Ziejme AR =
NUSRcNUS?T. JelliGeT, Pe NaG\Pc AR pak G Cc PUNUS7, tedy
G e N VS, tedy G =0, tedy intg AR =0, tedy A je R-FidkA.

Typeset by ApS-TEX
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Obrécens, necht A je R-iidka. Pak existuje H € R, H C X \ A takovd, ze H
je R-hustd v X. Tedy H =G\ N, kde G € 7, N € N. Pak G je T-hustd v X a
ACNU(X\G) jeprvkem NV S.

Zbyvajici ¢ast tvrzeni plyne z toho, Ze kazdy prvek N je R-uzavieny.

(d) Podle (c) je A C X mnozina R-prvni kategorie, pravé kdyz A € (N V S),.
Pokud existuje G € (T\{0})N(NVS),, pak G € R\ {0} a G je R-prvni kategorie,
tedy (X, R) neni Baireuv. Naopak, neni-li (X,R) Baireuv, existuje H € R \ {0},
kterd je R-prvni kategorie, tedy H € (N V S),. Podle definice H = G \ N, kde
GeT, NeN,pak Ge€ (NVS),.

Nynf necht S ¢ . Bud F ¢ X R-uzavieni. Pak F = intg F Ubdg F, kde
intg I’ je R-oteviena, a tedy je Baireuv prostor. Kazda podmnozina bdg F' je R-
fidkd, tedy podle (c) uzaviend, tedy bdg F' je diskrétni, a tedy Baireuv prostor.
Podle Lemmatu 3.4.(ii) je F' Baireuv prostor.

(e) Necht A C X ma 7-BP. Pak existuji G € T a N € S,, 2¢ A = G A N.
Protoze G € R a podle (¢) je N mnozina R-prvni kategorie, tedy A ma R-BP.

Obracené, necht A ¢ X m4 R-BP. Tedy A = G A N, kde G € Ra N € S,.
Dile G=H\P,kde HeT aPeN. Tedy A= (H\ P) A N, tedy méa 7-BP

(f) Je-li G € R\ {0}, pak G = H\ N, kde H € T\ {0} a N € N, speciélné N je
T-iidk4, tedy int7(H \ N) # (), coz dokazuje, ze 7 \ {0} je pseudobdze R. Odtud
okamzité plyne rovnost pseudovah.

M4-li A T-SBP, ma ziejmé i R-SBP. Obricené, necht A C X ma R-SBP. Pak
A=GUN,kdeG € RaN € S,. Podle definice je G = H\P,kde H € TaP € N.
Specidlné P je T-fidké, a tedy PN H je 7-tidkd v H, tedy K = int7(H \ P) je
T-hustd v H, tedy G\ K je 7-tidkd. Protoze A= KU(G\ K)UN, m&d A 7-SBP.

(g) Podle (f) je 7\ {0} pseudobdzi pro R. Tedy existuje ¢ : R\ {0} — T\ {0}, ze
#(G) C G pro kazdé G. Je-li (X,T) a-favorabilnia 7: 7\ {0} — 7 \ {0} zobrazeni
o tom svédéici, pak 7 o ¢ je takové zobrazeni pro (X, R).

Je-li (X, T) slabé a-favorabilni a o : |J,,cny(7 \ {0})" — T \ {0} zobrazeni o tom
svédéici, je o’ definované pfedpisem o'(Gy,...,Gy) = o(¢(G1), ..., #(G,)) takovym
zobrazenim pro (X, 7 (N)) (pokud G,, € R pron € N tak, ze G, 1 C 0/ (G, ...,Gy)
pro kazdé n, pak ¢(Gni1) C o(d(Gy), ..., 0(Gy,)) pro véechna n, tedy (), .5y Gn D
Mucx 9(Gn) 7 0)

(h) Ze ¢(X,T) < ¢(X,R) je zfejmé, nebot T C R. Obraceng, jsou-li G1,Ga € R
disjunktni a G; = H; \ N;, kde H; € T, N; € N pro i = 1,2, pak Hy N Hy C
(G1 N GQ) UN; UNy = Ny U Ny, tedy HH N Hy = 0. Proto, jsou-li (Gi)iel po
dvou disjunktni prvky R, existuji H; € 7, H; D G; takze (H;);es jsou po dvou
disjunktni. Jinymi slovy, ¢(X,R) < ¢(X,7T). Vidime, ze misto 7 N (N VvV S) = {0}
by stacilo predpokladat 7 NN = 0. O

neN

Pozndmka. Z Lemmatu 20 v [8] plyne, Ze v (g) lze (pro slabé a-favorabilni prostory)
nahradit podminku /' C S podminkou N/ C S,,. Dukaz je ovSem ponékud slozitéjsi.

Protoze se budeme blize zabyvat topologiemi, které vzniknou zptsobem pop-
sanym v predchozim lemmatu, zavedeme néjaké znaceni. Je-li (X,7) topologicky

prostor, Y C X a P néjaky systém podmnozin X, znacime
Py ={PNY,P <P},

specidlné tedy 7y je topologie podprostoru na Y. Dale S(7) ¢i krdtce S budeme
rozumét idedl vSech fidkych podmnozin X, S,(7) resp. S, pak o-idedl mnozin
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prvni kategorie. Je-li A néjaky lokalizovatelny idedl podmnozin X, pak 7 (N)
znacime topologii R definovanou v predchozim lemmatu.

Z predchoziho lemmatu rovnéz plyne, ze pokud (X, 7) je Baireuv, je (X,7(S,))
dédi¢né Baireuv a navic oba prostory maji tytéz mnoziny prvni kategorie i mnoziny
s Baireovou vlastnosti. Navic, protoze v (X,7(S,)) jsou vSechny mnoziny prvni
kategorie uzaviené, jsou vSechny mnoziny s BP jiz H-mnoziny. To nés vede k néasledujici
definici:

Rekneme, ze topologicky prostor X mé vlastnost (B,.), kde x je nekoneény
kardinal, pokud sjednoceni kazdého uplné BP-aditivniho systému mnozin prvni
kategorie v X, jehoz mohutnost je nejvys &, je prvni kategorie v X. Rekneme, ze
X mé vlastnost (B), mé-li vlastnost (B,) pro kazdé k.

Lemma 6.2. Bud (X,T) Baireiw prostor, N C S, bud lokalizovatelny idedl, r
bud nekonecny kardindl. Pak:

(1) (X,7T) md vlastnost (By), prdvé kdyz ji md (X, T (N)).

(i) Md-li (X,7T(S,)) vlastnost (Hy), md (X, T) vlastnost (B,;).

(i1i) Md-li (X,T) vlastnost (By) a je-li N O S, je (X,T(N)) k-PCP-prostor.

Diikaz. Tvrzeni (i) plyne z toho, Ze oba prostory maji stejné mnoziny prvni kate-
gorie i mnoziny s Baireovou vlastnosti (podle (c) a (e) v Lemmatu 6.1.)

(ii) Je-li £ Gplné BP-aditivni systém mnozin prvni kategorie v (X, 7), jehoz mo-
hutnost je nejvys k, pak £ je uplné H-aditivni v (X,7(S,)) a i v této topologii je
tvofeny mnozinami prvni kategorie, tedy | J € ma préazdny vnitfek, a tedy je prvni
kategorie v (X,7(S,)) , tedy i v (X, 7).

(ili) Bud # # F C X T (N)-uzaviens mnozina. Pak F' = intz(ny F Ubdr) F.
Prvn{ mnozina je 7 (N)-oteviend, a tedy m4 vlastnost (H,) (protoze (X, 7 (N)) mé
vlastnost (B,) a tedy tim spiSe (H,)), druhd mnozina je 7 (N)-tidk4, tedy diskrétni
(podle Lemmatu 6.1.(c) je kazda jeji podmnozina uzaviend), tedy mé vlastnost
(H). Podle Tvrzeni 3.7.(ii) pak F' ma vlastnost (H,). Tedy podle Tvrzeni 2.1 je
(X,7(N)) k-PCP-prostor. [

Snadnym dusledkem je nasledujici véta:

Véta 6.3. Bud k nekoneény kardindl. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) Existuje (Hausdorffiv) topologicky prostor, ktery nemd vlastnost (B,;).

11) Ezistuje Baireiv (Hausdorffuv) topologic rostor, ktery memd vlastnos

(ii) Ezistuje Baireiv (Hausdorffuv) topologicky prostor, ktery i vlastnost
(By).

i11) Fxistuje Baireuv (Hausdorffuv) topologic rostor, v némz existuje uplné

ii1) Existuje Baireuv (Hausdorffuv) topologicky prost smZz existuje uplné
SBP-aditivni systém mnozin pruni kategorie mohutnosti nejuys k, jehoz sjednocent
md neprdzdny vnitrek.

w) Ezistuje Baireuv (Hausdorffiv) topologicky prostor, v némz existuje uplné

w) Existuje Bairetv (Hausdorffiv) topologicky ; Sm ezistuic tpiné
BPR-aditivni systém mmnozin proni kategorie mohutnosti nejvys k, jehoz sjednoceni
je druhé kategorie.

v) FExistuje Bairetuv (Hausdorffiv) topologic rostor, ktery nemd wvlastnos

(v) Ezistuje Bairetiv (Hausdorffuv) topologicky prostor, ktery i vlastnost
(Sk).

vi) Ezistuje Baireuv (Hausdorffuv) topologicky prostor, ktery nemd vlastnost

(vi) j pologicky p , ktery
(Hy).

(vii) Ezistuje dédicné Baireuv (Hausdorffiv) topologicky prostor, ktery neni k-
PCP-prostor.

l?u",.kaz,. Implikace (vii) = (vi) = (v) = (iv) = (i7) = (i) a (v) = (i77) = (ii) jsou
ziejmé.
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Implikace (i) = (i) plyne z Banachova lokaliza¢niho principu: Prostor X se
da napsat X = Y UN, kde Y je uzavieny Baireuv podprostor X a N je oteviena
mnozina prvni kategorie v sobé. Pak N = N Ubd N je prvni kategorie v X, a tedy
i v sobé, aintY je Baireuv prostor. Je-li £ iplné BP-aditivni systém mnozin prvni
kategorie v X, jehoz sjednoceni je druhé kategorie, pak X je druhé kategorie v sobé,
a tedy intY # 0 a &, Y je tplné BP-adtitivni systém mnozin prvni kategorie v
intY (a jeho mohutnost je nejvys card .

Implikace (i7) = (vii) pak plyne z Lemmatu 6.2: Necht (X,7) je Bairetv pros-
tor, ktery nema vlastnost (B,;). Pak (X, 7 (S,)) je dédi¢né Baireuv (Lemma 6.1.(d))
a nema vlastnost (H,) (Lemma 6.2.(ii)), tedy podle Tvrzeni 2.1. neni (X, 7 (S,)) &~
PCP-prostor.

Rovnéz vidime, ze ekvivalence plati i s predpokladem, Ze prostor je Hausdorffuv.
Pro implikaci (i) = (i¢) to plyne z toho, ze podprostor Hausdorffova prostoru je
Hausdorffuv, v dukazu implikace (ii) = (vii) se konstruuje jemnéjsi topologie, a
zjemnime-li topologii na Hausdorffové prostoru, nova topologie bude opét Haus-
dorffova. Pro ostani implikace (uvedené vyse) je to ziejmé, nebot pro jejich dikaz
neni tieba konstruovat novy prostor. [

Pozndmky. (1) Z Lemmatu 6.1.(h) plyne, ze podminky (ii)-(vi) pfedchoziho tvrzeni
zustanou ekvivalentni, pfiddame-li ke vSem stejnou podminku na Suslinovo ¢islo
(napf. ¢(X) < 7 nebo ¢(X) < 7 pro néjaké 7.) Z pozndmky za Lemmatem 6.1
déle plyne, ze podminky (ii)-(vi) zustanou ekvivalentni, nahradime-li predpoklad,
ze prostor je Baireuv predpokladem, Ze je slabé a-favorabilni. Tedy z dokazanych
tvrzeni o vlastnostech (S, ) plynou analogicka tvrzeni o vlastnostech (B,;). Konkrétné,
z Véty 2.11.(i) plyne, ze je-li X Bairetv a ¢(X) < Xy, pak X ma vlastnost (B,;) pro
xk mensi nez nejmensi slabé nedosazitelny kardindl. Z Véty 5.3.(1) plyne, ze vSechny
slabé a-favorabilni prostory maji vlastnost (B,) pro x < 2%. Podle Véty 5.5.(i)
plati, ze je-li X slabé a-favorabilni a ¢(X) < 2%, pak X m4 vlastnost (B,) pro &
mensi nez nejmensi slabé nedosazitelny kardinal. Tedy specidlné, za predpokladu
neexistence slabé nedosazitelnych kardinalu vSechny Baireovy prostory X spliujici
c(X) < Ny a viechny slabé a-favorabilni prostory X splitujici ¢(X) < 2% maji
vlastnost (B), coz dopliiuje fadu tvrzeni v [8].

(2) Pfedchozi véta specidlné #ikd, ze vsechny dédi¢né Baireovy prostor jsou PCP-
prostory, pravé kdyz vSechny prostory maji vlastnost (B). Véta 7G v [8] iika, ze
za axiomu konstruovatelnosti maji vSechny prostory vlastnost (B). Z Véty 3.3 v [9]
plyne, ze je-li konsistentni predpoklddat, ze existuje topologicky prostor nemajici
vlastnost (B), je jiz konsistentni piedpokladat, ze existuje méfitelny kardingl.
Naopak za ptredpokladu existence méfitelného kardindlu (nebo redlné métitelného
kardinglu < 2%°) existuji piiklady prostort bez vlastnosti (B). Tedy i predpoklad
existence dédicné Baireova prostoru, ktery neni PCP-prostor, je ekvikonsistentni
existenci méfitelného kardindlu (a tedy i existenci redlné méfitelného kardindlu
< 2% _ viz Pifklad 7.1).

Vlastnosti (B) je vénovéna pozornost v [8], kde se tato vlastnost nazyvd AF;.
Shrneme zde nékteré vysledky:

Tvrzeni 6.4. Bud X topologicky prostor.

(i) ([8, Dusledek 7F(a)]) Pokud mw(X) < RXg, pak X md vlastnost (B).

(ii) ([8, Véta 7J(a)]) Je-li X slabé a-favorabilni a mw(X) < 2%, pak X md
vlastnost (B).
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(ii3) ([8, Véta 7J(b)]) Je-li X slabé a-favorabilni a ¢(X) < Vo, pak X md vlast-
nost (By) pro k mensi nez nejmensi méritelny kardindl.

(iv) ([8, Tvrzeni TN(a)]) Je-li X skoro ¢echovsky uplng a ¢(X) < Ng, pak X md
vlastnost (B).

Pozndamky. (1) Véta 7J(b) v [8] je formulovédna jinak - fikd, ze za predpokladu
neexistence méfitelnych kardinali vSechny prostory slpnujici predpoklady (iii) maji
vlastnost (B). Ale ve skutecnosti je dokazéno tvrzeni (iii).

(2) Tvrzeni 7TN(a) v [8] je formulovéno pro éechovsky tiplné prostory, ale je vidét,
ze plati i pro skoro cechovsky tplné prostory. Snadno si totiz uvédomime, ze je-li
Y rezidudlni podmnozina X, pak X ma4 vlastnost (B), pravé kdyz Y mé vlastnost
(By).

(3) Vysledky o vlastnosti (B) 1ze vyuzit k formulaci vét o PCP-prostorech dvéma
zpusoby - jednak s pouzitim Lemmatu 6.2.(iii), coz udéld Tvrzeni 6.7, a jednak
s pouzi- tim Tvrzen{ 2.1 a faktu, Ze Baireuv prostor, ktery ma vlastnost (B,;), ma i
vlastnost (H,). Druhy zpusob pro pifipad (i) neddva nic nového, protoze Véta 2.5
je silngjsim tvrzenim, pro piipad (ii) dava Vétu 5.4.(i) a 5.4.(ii)(b). Zbylé ptipady
jsou obsahem nésledujiciho tvrzeni.

Véta 6.5. Bud X topologicky prostor takovy, ze ¢(F) < Rg pro kazdou F C X
neprazdnou uzavienou.

(i) Je-li X dédiéné slabé a-favorabilni, pak X je k-PCP-prostor pro kaZdé k
mensi nezZ nejmensi meéritelny kardindl.

(ii) Je-li X dédi¢né Baireuv a md BPR v néjaké své kompaktifikaci, pak X je
PCP-prostor.

Diikaz. (i) Plyne z Tvrzeni 6.4.(iii) a Tvrzeni 2.1.

(ii) Podle Lemmatu 4.6 je kazdy neprazdny uzavieny podprostor X skoro ¢echovsky
uplny, tedy podle Tvrzeni 6.4.(iv) mé vlastnost (B), tim spise vlastnost (H), a tedy
podle Tvrzeni 2.1 je X PCP-prostor. [

Pozndmka. Tvrzeni (ii) pro H-uplné prostory je zminéno v pozndmce za Vétou
4.12 v [3]. Pritom dukaz pro dédiéné Baireovy prostory majici BPR v néjaké
kompaktifikaci je naprosto stejny.

Véta 6.6. Necht kg je nejmensi méritelny kardindl.
(i) Je-li X slabé a-favorabilni, je-li ¢(X) < Ny a mw(X) < ko, pak X md
vlastnost (.9).
(i) Je-li X dédicné slabé a-favorabilni, je-li ¢(F) < Ny pro kazdou ) # F C X
uzavrenou a je-li splnéna jedna z podminek
(a) X md tésnost < Ko,
(b) mw(F) < ko pro kazdou ) # F C X uzavrenou,
(c) X(X) < ro,
(d) X md silnou tésnost < Ko,
pak X je PCP-prostor.

Diikaz. (i) Podle Tvrzeni 6.4.(iii) ma X vlastnost (By), a tim spise (S, ), pro k < Kg.
Podle Tvrzeni 2.4 pak X m4d vlastnost (.5).

(ii) Podle Véty 6.5.(i) je X x-PCP-prostor pro k < kg. Podle Tvrzeni 2.2 resp.
2.4 resp. 2.6 resp. 2.8 (podle toho, kterd z podminek (a)-(d) je splnéna) je pak X
PCP-prostor. [
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Pozndmky. (1) Opét podminka (a) implikuje podminku (d), tedy tvrzeni pro (a)
je specidlnim piipadem tvrzeni pro (d).

(2) Za predpokladu neexistence méfitelnych kardinali maji vSechny slabé a-
favorabil- ni prostory X spliujici ¢(X) < Wy vlastnost (S) a vSechny dédi¢né
slabé a-favorabilni prostory takové, Ze pro kazdou jejich neprazdnou uzavienou
podmnozinu F' je ¢(F') < g, jsou PCP-prostory. Toto je téz pfimym dusledkem
Veéty 7J(b) v [8].

Tvrzeni 6.7. Bud (X, T) Bairetiv prostor a N lokalizovatelny idedl podmnozin X,
ktery splniuje S C N C S, .

(i) Pokud mw(X,T) <Ny, je (X,T(N)) PCP-prostor.

(ii) Pokud (X,T) je slabé a-favorabilni a mw(X,T) < 2%, je (X,T(N)) PCP-
prostor.

(#1i) Pokud (X, T) je slabé a-favorabilni a ¢(X,T) < N, je (X, T(N)) k-PCP-
prostor pro k mensi nez nejmensi meritelny kardindl.

(iv) Pokud (X,T) je skoro cechovsky tplngy a c(X,7T) < Ng, pak (X, T(N)) je
PCP-prostor.

Diikaz. Plyne z Tvrzeni 6.4 a Lemmatu 6.2.(iii). O

Pozndmka. O tom, ze v (iii) nelze vynechat podminku na r, svédéi Priklad 7.4
a o tom, ze v (iv) nelze vynechat podminku na Suslinovo ¢islo (za predpokladu
existence méfitelného kardindlu) zase Ptiklad 7.5.

Tvrzeni 6.8. Nechi kg je nejmensi méritelng kardindl. Bud (X,T) slabé a-
favorabilni prostor spliugici ¢(X,T) < Ry. Bud N lokalizovatelny idedl, pro ktery
SCcN CS8,. Je-li splnéna jedna z podminek

(a) (X, T(N)) md tésnost < ko,

(b) mw(X, T(N)) < ko,

(c) x(X, T(N)) < o,

(d) (X, T(N)) md silnou tésnost < kg,
pak (X, T(N)) je PCP-prostor.

Diikaz. Podle Tvrzeni 6.4.(iii) mé (X, 7) vlastnost (By) pro £ < kg, podle Lem-
matu 6.2.(iii) je (X, 7 (N')) k-PCP-prostor pro k < kg. Je-li splnéna jedna z podminek
(a), (c), (d), pak podle Tvrzeni 2.2 resp. 2.6 resp. 2.8 je (X, 7 (N)) PCP-prostor.
Je-1i splnéna podminka (b), pak podle poznamky za Tvrzenim 2.4 ma (X,7 (N))
vlastnost (H). Je-li nyn{ F uzaviend podmnozina (X, 7 (N)), pak, pokud je Fidk4,
je diskrétni, a tedy mé vlastnost (H), jinak lze psat F' = int F Ubd F', kde int F je
oteviend, a tedy ma vlastnost (H) (Lemma 3.6.(iv)), bd F' je tidk4, tedy diskrétni,
a tedy mé vlastnost (H), tedy podle Tvrzeni 3.7.(ii) ma F' vlastnost (H). Podle
Tvrzeni 2.1 je pak (X, 7 (N)) PCP-prostor. 0O

Pozndmky. (1) Podminka (a) implikuje podminku (d), tedy tvrzeni pro (a) je
specidlnim piipadem tvrzeni pro (d).

(2) Za ptredpokladu neexistence méfitelnych kardindla vSechny prostory vzniklé
popsanym zpusobem jsou PCP-prostory.

(3) Obecné lze tézko ovéfovat kteroukoli z podminek (a)-(d). Jestlize vSak
card X < kg, je podminka (a) trividlné splnéna. Pokud N = S, lze podminku
(b) nahradit ekvivalentni podminkou mw(X,7) < ko (Lemma 6.1.(f)).
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Poznamka 6.9. Je-li (X,7T) topologicky prostor a N lokalizovatelny idedl, pro
néiz NNT = {0}, pak (X, T(N)) je requldrni, prdavé kdyz (X,T) je reguldrni a
vSechny prvky N jsou T -uzavrené.

Diikaz. Implikace ,,< ” plyne z toho, Ze pokud prvky N jsou uzaviené, je T (N) =
7.
Obracené necht existuje N € N takovd, ze N # N. Zvolme z € N \ N.
— T (N _
Vsimnéme si, ze pro G € 7 a P € N plati G\ P W _ar, )
Inkluze ,,C ” je zfejméa. Pro ditkaz obracené inkluze zvolme y € G7 a H € T(N)
pro kterou y € H. Pak H = K\ L, kde K € T,L € N. Pak KNG # 0, a tedy

HN(G\P)=(KNG)\(PUL)£0, tedy y e G\ P~ .
Nyniz € X \ N € T(N). Je-li (X,7T(N)) reguldrni, existuji H € T, P € N, ze

——T N _ _
ze H\Pc H\P ™) ¢ X\ N. Pak podle predchoziho A7 € X \ N, ale z € N
ax € H,tedy HNN # 0, coz je spor. Tedy je-li (X,7 (N)) reguldrni, pak N je
tvofeno 7 -uzavienymi mnozinami, tedy 7(N) =7 a (X, 7) je reguldrni. O
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Priklad 7.1. ([3, Pitklad 2.4.(2)]) Necht emistuje redlné méritelny kardindl k <
280 (t.5., necht existuje netrividlni o — aditivnd mira definovand na vsech podmnozindch
[0,1], kterd je nulovd na jednobodovych mnozindch.) Pak existuje dédicné Baireuv
prostor, ktery neni 280 -PCP-prostor.

K dukazu budeme potiebovat nékteré vlastnosti hustotni topologie, jejiz definici
nyni zavedeme.
Je-li (X, A, p) prostor s iplnou mirou, fekneme, ze ® :A—.A je dolni hustota pro
1, plati-li:
(i) ®(A) A A N,
(i1) A A B eN= ®(A) = ®(B),
(11i) ®(X) = X, &(0) =0,
(iv) (AN B) = ®(A) N d(B),
kde N je systém vsech p-nulovych mnozin.
Véta [6, 22.4] iik&, ze pro kazdy prostor s iplnou mirou existuje dolni hustota.

Lemma 7.2. ([6, Véty 22.5-22.7]) Bud (X,A, 1) prostor s tplnou mirou, ® dolni
hustota pro p. PoloZme T={®(A)\ N | A €A, N eN}. Pak

(i) T je topologie,

(ii) N je tidkis N €N,

(iii) kazdd ridkd mnoZina je uzaviend,

(iv) kazZdd mnoZina pruni kategorie je ridkd,

(v) kazdd neprdzdnd podmnozina X je druhé kategorie v sobé,

(vi) (X,T) je dédicné Baireiv,

(vit) AeAs A=GUN, kde G €T, N € N.

Diikaz. (i) Protoze 0 = ®(0) \ 0, X = ®(X) \ 0, tedy 0, X €7. Déle (®(A) \
N)YN(®(B)\ L) = (AN B)\ (NUL), tedy 7T je uzaviend na kone¢ny prunik.
Zbyvéa dokazat uzavienost 7 na libovolné sjednoceni. Bud QC Tlibovolné. Polozme
m = sup{u(JUK) | K CG koneéna}. Pak existuji G,, = ®(A,) \ N, €3G, kde
A, €A, N, €N, tak, ze pu(U,—, Gn) = m. Oznatme A = U ey Bud G € G
libovolné, pak lze psat G = ®(B) \ N, kde B €A, N €N. Pak G \ A €N, tedy i
B\ A eN. A protoze B\ (B\ A) C A, plati ®(B) C ®(A), tedy i G C ®(A). Potom
A cClJgc ®(A). Tedy ®(A) \ UGeEN, tedy | GeT-

(i) Je ziejmé, ze kazdy prvek N je uzaviend mnozina. Necht N €N, necht ®(A)\
L C N, LeN, AcA. Pak ®(A) eN, tedy ®(A) = 0, tedy N mé prazdny vnitiek,
a proto je fidka. Obracené, necht N je fidk4, pak int N = (). ®(N)\ (®(N)\ N) je
oteviend podmnozina N, tedy prazdna. A tedy N eN.

Tim je dokzno i (iii) a (iv).

(v) Je-li A C X prvni kategorie v sobé, pak kazda jeji podmnozina je prvni
kategorie v X, tedy tidka, a proto uzaviena. Tedy A je diskrétni prostor prvni
kategorie v sobé, tedy A = (.

Typeset by ApS-TEX
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(vi) Je-li A C X libovolnd a () # G C A oteviend v A a prvni kategorie v A, pak
G je prvni kategorie v sobé, coz je ve sporu s (v). Tedy dokonce kazdy podprostor
X je Baireuv.

(vii) Je-li A €A, pak A = (P(A)\ (P(A)\ A))U(A\ P(A)). Obricend implikace
je zfejma. [J
Diikaz Prikladu 7.1. Necht existuje nenulovéa mira ;i definovand na vsech podmnozinach
[0,1], kterd je nulovd na jednobodovych mnozinéch. Bud 7 topologie definovéna
jako v Lemmatu 7.2. Pak X=([0,1],7) je dédi¢né Baireuv a kazdd podmnozina X
je H-mnozina. Systém vSech jenobodovych mnozin je tedy uplné H-aditivni systém
i{dkych mnozin, mohutnosti 2%, tedy X nemd vlastnost (Hyx, ), tedy podle Tvrzeni
2.1 neni X 2%0_-PCP-prostor.

Takto definovany prostor X ovSem nemusi byt Hausdorffuv. Ale je-li h: X —
[0,1] ,identické” zobrazeni, kde [0,1] uvazujeme s obvyklou topologii, pak podle
Véty 1.3 je mnozina bodu nespojitosti funkce h prvni kategorie (protoze X je
dédi¢né Baireuv a [0,1] separabilni). Specidlné existuje A C X prvni kategorie (tedy
uzaviend tidkd), ze h [ X \ A je spojitd. Tedy Xo = X \ A je Hausdorffuv. Navic
Xy je dédi¢né Baireuv (jakozto oteviend podmnozina dédi¢né Baireova prostoru)
a nemé vlastnost (Hyx,) (podle Lemmatu 3.6.(i)), a tedy ani Xy neni 2%-PCP-
prostor. [

Pozndmky. (1) Prostor X jisté spliiuje ¢(Xo) < N, dokazuje tedy, ze ve Vété
2.12.(i) nelze vynechat podminku na psedovdhu. Avsak libovolnd F' C X, mohut-
nosti N; je uzaviend diskrétni, a tedy c¢(F) = Ny, tedy o nutnosti podminek na
kardinalitu ve Vété 2.12.(ii) nefika nic.

(2) Z toho, ze 2% neni méfitelny a z Tvrzeni 4.10 plyne, Ze X, neni t-Baireiv,
z Tvrzeni 6.4.(iii) pak dostdvdame, ze X, neni slabé a-favorabilni.

(3) Nechf M je [0,1] s diskrétni metrikou, f : Xo — M bud restrikce na X,
sidentického” zobrazeni X na M. Pak f spliuje podminky (c1) a (d) z Véty 4.13,
ale nikoli podminku (a) této véty. Tedy implikace (¢1)&(d) = (a) nemusi platit
pro dédicné Baireovy prostory.

Poznamka 7.3. Je-li (X, A, u) prostor s kone¢nou tiplnou mirou a ® néjakéd dolni
hustota pro u, pak topologie 7 definovand v Lemmatu 7.2 je dédicné Baireova a
z téhoz lemmatu plyne, ze (X,7) je k-PCP-prostor, pravé kdyz mira p mé vlast-
nost:

(M) Je-li € iplné A -aditivni systém

p-nulovych mnozin a card £ < k, pak ,u(U £)=0.

Tedy je-li 1 Radonova mira na Hausdorffové prostoru, pak podle Lemmatu 4.9.(i)
je X s topologii indukovanou libovolnou dolni hustotou PCP-prostor. V obecném
pripadé vznikla topologie nemusi byt ani reguldrni ani Hausdorffova. Ale naptiklad
pro X = R s Lebesgueovou mirou topologie indukovana Lebesgueovou hustotou
([6,kap. 22]) je Hausdorffova a tplné reguldrni.

Je ztejmé, ze pokud (X, A, ) nespliuje (My), je k redlné méfitelny ([8, Tvrzeni
6D]). Tedy specialné vsechny takto vzniklé topologické prostory jsou k-PCP-prostory
pro Kk = Ny, Ny, ..., pro vSechna x mensi nez nejmensi redlné méfitelny kardinal.
A za predpokladu neexistence takovych kardinalu jsou vSechny vzniklé prostory
PCP- prostory.
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Naopak, za pfedpokladu existence redlné méfitelného kardindlu < 2% dava
Piiklad 7.1 prostor vznikly popsanym zptsobem, ktery neni 28-PCP-prostor.

Piiklad 7.4. Nechi ezistuje méritelny kardindl. Bud k nejmensi takovy. Pak
existuje Hausdorffuv prostor X = (X,T), pro néjz plati:

(i)([8, Piiklad 12F]) X je uplné requldrni, a-favorabilni, ¢(X) < Vo, ale X nemd
vlastnost (H,).

(ii) (X, 7T (S)) je Hausdorffiv, dédiéné Baireuv, a-favorabilni, c¢(X, T (S)) < Ny,
ale (X,7T(S)) nent k-PCP-prostor.

(iii) Existuje Hausdorffiv PCP-prostor Y, zZe (X,7(S)) je jeho podprostor.

Dikaz. (i) Bud F vlastni o-idedl na &, obsahujici jednoprvkové mnoziny, takovy,
7e pro kazdé A C k je bud A € F nebo k\ A € F, polozme [ = kUF a Z = [0,1]L.
Bud

X ={reZ|@E<n) ) =1)
& (VAe F)(z(A) =1 (V¢ er\A)(x(€) <1))}.

Nejprve dokazeme:
(*) Je-li J C I spocetnd a u € [0,1)7, pak existuje z € X, z | J = u.

Ziejmé J(JNF)U (JNk) € F, zvolme & v doplitku této mnoziny v £ (coz lze,
nebot F je vlastni idedl), a polozme

w(€) €eJnx, w(A) AeJnF,
z(§) =14 1 £ = &os r(A) =14 1 AeF\J & €A,
0 §€r\(JU{&}), 0 AeF\J & ¢ A

Pak x € X a = [ J = u, coz dokazuje (*).

Z (*) pak plyne, ze X je husty v Z a navic X je a-favorabilni. Pro dukaz
hustoty staci ukazat, ze X protinad kazdy prvek néjaké oteviené béaze Z. Zvolme
bézi tvofenou mnozinami tvaru G = {x € Z | 2(j) € Gj proj € J}, kde J C I
je konetnd a ) # G; C [0,1] oteviend pro j € J. Zvolme libovolné u € [0,1)”
tak, aby u(j) € G, pro j € J. Podle (*) existuje x € X, pronéz z [ J = w.
Pak x € G N X. Daéle ukazeme, ze X je a-favorabilni. Je-li G C X otevien4,
pak existuje G’ oteviend v Z, ze G = G' N X. Déle existuje J C I konecnd, a
interval [a,b] C [0,1) tak, ze {x € Z | z(j) € [a,b] pro j € J} C G'. Polozme
7(G) = {z € X | z(j) € (a,b) pro j € J}. Budte G,,,n € N neprazdné oteviené
v X a Gp41 C 7(G,,) pro vsechna n € N. Pak existuji J,, C I konetné a intervaly
[an,bn] C [0,1) tak, ze pro kazdé n

Gni1 C{z € X | x2(j) € [an,by] pro j € J,} C G,.

Polozme J = (J,,cy Jn- Pak existuje u € [0,1)7, Ze u(j) € [an,bs] kdykoli j € J,.
Podle (*) existuje € X, pro které x [ J = u. Pak x € (), oy Gn, a tedy X je
a-favorabilni. Navic ¢(X) < Ng, protoze ¢(Z) < Xp a X je hustd v Z.

Polozme Ey = {z € X | z(§) = 1} pro { < k. Pak (E¢)¢<, je disjunktni rozklad
X na iidké podmnoziny. Navic tento rozklad je tplné H-aditivni, nebot

U o { {r e X |x(A) <1} jeoteviend pro A ¢ F,
ceA < {re X |z(A)=1} je uzaviend pro A € F.
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Tedy X nemd vlastnost (Hy).

(ii) Z Lemmatu 6.1.(d) plyne, ze (X,7(S)) je dédi¢né Baireuv, podle bodu (h)
téhoz lemmatu je ¢(X,7(S)) < Ng a podle bodu (g) je (X,7(S)) a-favorabilni.
Navic systém (FE¢)¢<, zkonstruovany vyse je i v (X,7(S)) dplné H-aditivni a
tvofeny fidkymi mnozinami. Tedy (X, 7 (S)) nema vlastnost (H,) a podle Tvrzeni
2.1 neni k-PCP-prostor.

(iii) Prostor Z = (Z,R) z bodu (i) je kompaktni Hausdorffuv prostor, ¢(Z) < Ny,
podle Tvrzeni 6.4.(iv) mé tedy vlastnost (B). Proto podle Lemmatu 6.2.(ii) je
Y = (Z,R(S)) PCP-prostor. Protoze (X, Rx) je husty v Z, je S(Rx) = S(R)x, a
proto R(S(R))x = Rx(S(Rx)), jinymi slovy (X, Rx(S)) je podprostorem Y. [

Priklad 7.5. ([8, Pitklad 12G]) Necht eristuje méritelny kardindl . Pak existugi
uplng metricky prostor X1 a kompaktni Hausdorffuv prostor Xo takové, Ze Zdadny
z nich nemd vlastnost (By). Pak (X1,7(S)) a (X2,7(S,)) jsou dédiéné Baireovy
a nejsou k-PCP-prostory.

Diikaz. Bud F vlastni o-idedl na x obsahujici jednoprvkové mnoziny, takovy, ze
pro kazdé A C k je bud A € F nebo x \ A€ F. Bud X; = FY, kde F uvazujeme
s diskrétni metrikou. Pro x € X je |J,cyz(n) € F, tedy je vlastni podmnozinou
k, proto ma smysl nasledujici definice:

¢(x) = min(k \ U z(n)) pro x € Xj.

neN

Polozme E: = {z € X; | ¢(x) = &} pro { < k. Pak (E¢)e<, je disjunktni rozklad
Xi. Navic, je-li A C K, K\ A € F, pak

U Ee o {z e X1 | (@neN)(z(n) =r\ 4)},
£cA

coz je husta oteviend podmnozina X;. Odsud plyne téz, ze UgeA E¢ je 1idkd v X,
pro A € F. Tedy zkonstruovany rozklad je uiplné BP-aditivni a X; nemé vlastnost
(Bg). Bud X, Cech-Stoneova kompaktifikace X;, pak zfejmé X, rovnéz nemé
vlastnost (B,;). Zbytek tvrzeni snadno plyne z Lemmatu 6.1 a 6.2. [

Priklad 7.6. Existuje topologicky prostor X, ktery mda tésnost N1, pseudovdhu 1
charakter > 280 q c¢(F) < R pro kazdou ) # F C X wuzavienou. Takovy prostor
je PCP-prostor podle Véty 2.12, ale nesplnuje predpoklady Veéty 2.3. Za negace
hypotézy kontinua nesplnuje ani predpoklady Vét 2.5 a 2.7.

Diikaz. Pro topologicky prostor (X, 7) zna¢me C(X) (pfipadné C(7") nebo jen C)
systém vSech lokdiné spocetngch mnozin, t.j. takovych A C X, ze pro kazdé
x € X existuje V okoli z, pro které V' N A je (nejvys) spocetnd. Pak zfejmé C je
lokalizovatelny idedl, a tedy ma smysl uvazovat topologii 7(C). Z Lemmatu 6.1
pak okamzité plyne:

(1) Jestlize zddna neprdzdna oteviend podmnozina X neni spocetnd, potom
(X, T)=c(X,T(C)).

(2) Pokud X nemd izolované body, pak X a (X,7(C)) maji tytéz mnoziny
s Baireovou vlastnosti a tytéz mnoziny prvni kategorie. Navic (X, 7 (C)) je Bairetiv,
pravé kdyz X je Bairetiv.
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Z toho, ze T C 7(C) plyne:
(3) Je-li X ridce rozlozeny, pak (X,7(C)) je fidce rozlozeny.

Daéle, diky tomu, ze lokalné spocetné mnoziny v Y C X jsou pravé pruniky
lokélné spocetnych mnozin v X s Y, a tedy (Y, 7y (C)) je podprostorem (X, 7 (C)),
muzeme tvrdit:

(4) Je-li X dédiéné Bairetiv, je (X,7(C)) dédiéné Bairetiv.

Ovsem, nebot je-li ) # F C X T (C)-uzaviend, lze ji podle definice 7 (C) psét F =
HUN, kde H je T-uzaviend a N € C. Pak N je diskrétni, a tedy Baireuv prostor.
Mnozinu H pak lze rozlozit H = D U R, kde D je 7-dokonald a R je 7-fidce
rozlozend. Podle (2) je (D,7(C)) Baireuv prostor, podle (3) je (R,7(C)) fidce
rozlozeny, a tedy Baireuv. Podle Lemmatu 3.4.(ii) je pak (F,7 (C)) Baireuv.

Dale, protoze v nové topologii jsou vSechny lokalné spocetné (a specialné vsechny
spoCetné) mnoziny uzaviené, plati:

(5) Je-li X Bairetiv prostor bez izolovanych bodu, pak (X, 7 (C)) neméd spoc¢etnou
tésnost.

Zvolme totiz libovolné x € X. Pak {z} je mnozina 7 (C)-prvni kategorie, a tedy

——17(C
x neni izolovany ani v nové topologii. Jinymi slovy x € X \ {z} ( ), ale = neni
v uzaveéru zadné spocetné podmnoziny X \ {z}.

(6) Bud 7 = x(X). Pak tésnost prostoru (X, 7(C)) je nejvys max(r,R;).

Bud A C X az € A7), Bud (V¢)e<, baze T-okoli bodu x. Pak pro kazdé ¢ < &
existuje Be C ANV takova, ze card By = Ny (protoze x lezi v uzdvéru A a spocetné
mnoziny jsou uzaviené.) Polozme B = | J._, Be. Pak B C A, card B = max(7,R,)
a navic x € B7(©), Staéi dokdzat, ze U N B # () pro prvky néjaké baze T (C)-okoli
bodu z. Z definice 7 (C) plyne, Ze jeji bazi tvoii mnoziny tvaru G \ C, kde G € T
a C je spocetns. Bud G \ C' takovd mnozina, pro niz navic x € G\ C. Pak existuje
§<T,2¢ Ve CG. Pak (G\C)NB D B\ C # 0, ¢cimz je dukaz proveden.

(7) Pokud v X existuje disjunktni systém hustych lokdlné spocetnych mnozin,
jehoz mohutnost je k > N, pak Tw(X,7(C)) > k a x(X,7(C)) > k.

Bud (E¢)¢<, onen disjunktni systém. Bud B pseudobaze 7(C). Pak pro kazdé
£ < kK existuje Be € B tak, ze B¢ C X \ Ex. Pro BeBbud Ag = {{ <k |BC
X\ E¢}. Pak pro kazdé B je Ap nejvys spocetna. Je-li totiz B =G\ C,kde G € T
a C je spocetnd (muzeme predpokladat, ze B je tvofena takovymi mnozinami), a
G\ C C X\ E¢, protoze E¢ je hustd, je GN E¢ # 0, a tedy C N E¢ # (). Protoze
C' je spocetnd a F¢ po dvou disjunktni, mize takovych £ byt jen spocetné. Proto
Ap je spocetnd, a tedy card B > k. Tvrzeni o charakteru se dokdze podobné (je-li
x € X alU béze okoli tvofend mnozinami tvaru G \ C, kde G € T a C je spocetnd,
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pak ke kazdému £ < & s jedinou vyjimkou (toho, pro které x € E¢) existuje Us € U,
ze U C X \ E¢, potom stejné dokdzeme, ze cardU > k).

Dusledkem ptedchozich tvrzeni je:

(8) Je-li X dédi¢né Baireuv prostor, jehoz vSechny ridce rozloZené podprostory
jsou spocetné, ktery sam neni ridce rozlozeny, jehoz charakter je mensi nez nejmensi
slabé nedosazitelny kardindl, a ktery spliuje ¢(F) < N pro kazdou ) # F C X
uzavrenou, pak (X,7(C)) sphiuje predpoklady Véty 2.12.(a), ale ne predpoklady
Véty 2.3.

Je-li X redlnd osa (nebo R™) nebo Sorgenfreyova piimka, pak (X,7(C)) ma
vSechny vlastnosti pozadované ve znéni piikladu. (Podle (4) je dédi¢né Baireuv,
podle (1) je splnéna podminka na Suslinovo ¢islo, podle (5) a (6) ma tésnost Ny,
podle (7) je charakter i pseudovéaha > 2%0.) Dalsi pifklady prostorti, pro které Ize
pouzit Vétu 2.12, ale ne Vétu 2.3 (ev. 2.5 a 2.7) lze konstruovat pomoci (7) a
(8). O

Priklad 7.7. Euxistuji dva PCP-prostory, jejichZ soucin je pruni kategorie v sobé.

Dikaz. Méjme dva topologické prostory (X,7) a (Y,R) a oznatme 7' = 7(S) a
R’ = R(S). Z Lemmatu 6.1 plyne:

(1) Je-li (X, T) (resp. (Y, R)) Bairetiv, je (X,7T") (resp. (Y,R')) dédi¢né Bairetiv.
(2) rw(X,7T) =mw(X,7T'), mw(Y,R) = mw(Y,R’).

Déle oznacme P =7 xR, P/ = T’ x R’ ptislusné soucinové topologie na X x Y.
Pak zfejmé P C P’ a navic plati:

(3) Je-li G € P, pak G C Tntp G .

Bud totiz G € P’ axz € G. Budte U € T, V € R takové, 7e z € U x V. Pak
x € GN(U xV) € P/, tedy existuji U’ € T/, V' € R’ tak, ze x € U’ x V' C
GN (U x V). Podle Lemmatu 6.1.(f) existuji 0 # A€ T all #B e R, ze AC U/,
B C V’, specidlné A x B C intp G N (U x V), coz dokazuje (3).

Odtud pak dostaneme

(4) Je-li (X x Y, P) prvni kategorie v sobé, je i (X x Y, P’) prvni kategorie v
Sobé.

Je-li X xY = {J,en Fn, kde F, jsou P-uzaviené a P-iidké, pak jsou i P'-
uzaviené. Kdyby intp: F,, # ), pak podle (3) je i intp F,, # (0, coz je spor s
predpokladem, ze F,, je P-fidka. Tedy nutné F,, je P’-fidk& pro vSechna n, tedy
(X x Y, P’) je prvni kategorie v sobé.

Piiklad 1.2 v [11] ukazuje dva metrizovatelné prostory X = (X,7)aY = (Y, R),
z nichz oba jsou Baireovy, maji vadhu (t.j. mohutnost baze) X;, ale X x Y je prvni
kategorie v sobé. Nicméné se lze snadno presvédit, ze ani jeden z prostori X, Y neni
dédi¢né Baireuv. Ale (X,7") i (X,R’) (kde pouzivame vySe definované znaceni)
jsou podle (1) dédi¢né Baireovy. Podle (2) oba maji pseudovéhu Ry, tedy podle
Véty 2.5 maji vlastnost (S). S vyuzitim Lemmatu 6.1.(c) a Tvrzeni 3.7.(ii) se
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snadno presvédcime, ze to jsou dokonce PCP-prostory. Ale jejich soucin je podle
(4) prvni kategorie v sobé. [

Priklad 7.8. Existuje metricky PCP-prostor, ktery neni t-Baireuv. Podle [6, Véta
5.3] existuje B C R takovd, ze B i B protinaji kazdou nespocetnou uzavienou
podmnozinu R v nespocetné mnoziné. Takova mnozina se nazyva Bernsteinova
mnozina.

(1) Bernsteinova mnozina je PCP-prostor.

Ptfipomenme, ze podmnozina M topologického prostoru X je husté rozloZend,
pokud nems4 izolovany bod, M je dokonald, je-li husté rozlozena a uzaviend, M se
nazyva tidce rozloZend, pokud neobsahuje neprazdnou husté rozlozenou podmnozinu.
Pripomenme, ze kazdy topologicky prostor lze napsat jako sjednoceni dvou dis-
junktnich mnozin, z nichz jedna je dokonald a druhd fidce rozlozend, a ze kazda
neprazdnd dokonald podmnozina R mé& mohutnost kontinua.

Diikaz. Necht B je Bernsteinova mnozina. Protoze B je metrizovatelny prostor,
staci podle Véty 2.3 ukdzat, Ze je dédiéné Bairetiv. Bud () # F C B uzaviend. Pak
F 1ze psat F = PUN, kde P je dokonald v F' (tedy i v B) a N fidce rozlozend. Staci
dokéazat, ze G = (a,b) N F' je druhé kategorie v F', kdykoli je neprazdnd. Pokud
GNN # 0, pak G m4 izolovany bod, a tedy je druhé kategorie. Déle predpokladejme
0 # G C P. Pak G® je dokonald v R, tedy nespocetna. Budte U,,n € N oteviené
husté v G, V,, oteviené v G tak, ze U, = GNV,. Pak V = [,y Va je hustd
G5 podmnozina G. Kdyby V byla spoéetnd, byla by prvni kategorie v G, ale G
je Baireuv prostor. Tedy V je nespocetna, tedy obsahuje neprazdnou dokonalou
mnozinu [6, Lemma 5.1], tedy V N B je nespocetnd. A VNB C GNB C [a,b]N P,
tedy VNG # 0, tedy G je druhé kategorie v F'. [

(2) Je-li B Bernsteinova mnozina, pak P;(B) je prvni kategorie v sobé.

Diikaz. Nejdiiv si uvédomme, ze Radonovy miry na B jsou pravé miry nesené
spocetnou mnozinou, coz plyne z toho, ze vSechny kompaktni podmnoziny B jsou
spocetné. Snadno si uvédomime, ze slaba topologie na P;(B) je nejmensi topologie
takova, ze pu — wu(G) je zdola polospojitd pro kazdy prvek G néjaké oteviené
baze. Oznatme B= {(a,b) N B | —o00 < a < b < 4+00,a ¢ B,b ¢ B}. Pak B je
béaze topologie B tvofend obojetnymi mnozinami. Tedy slaba topologie je nejmensi
takova, ze pu — wu(G) je spojitd pro kazdé G €B. A protoze existuje spocetnd
podmnozina B, kterd je sama bazi, je P;(B) metrizovatelny.
Pro p € P,(B),z € B pisme u(z) = u({z}). Pro m > 0,p > m,l > 0 polozme

1
R oo

plzi) >

Mmpr = {,LL c Pt(B) | (E'.ﬁli'l, ceey Ty c B)(ZI?H_l

;> =
2
pllr, . an)) > i
Pak tyto mnoziny jsou uzaviené ridké a pokryvaji P;(B). Pro u € Pi(B) existuje

= {zn | n € N} tak, ze u(B\ M) = 0, tedy >, .yu(zn) = 1. Tedy existuje
mo tak 7€ ) cmg H(Tn) > 2. Necht {y1 < ... <ym} = {z | i < mo,p(x;) > 0}.
Pak pro dostatecné velké p,l je p € My, ;. Dokazme uzavienost M,, , ;. Necht
fn € My pi,pin — o € Py(B). Pro kazdé n najdeme z7, ...,z podle definice
M, p1- Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze pro kazdé i = 1,...,m plati
x — x; € [—00,+00]. Kdyby pro néjaké ¢ bylo z; ¢ B, pak existuji Uy €B pro
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keN, ze Ugy1 C Ug, mkeN U, =0, x; € int Uy, kde vnitfek i uzavér jsou vzhledem
k [—o0, +0o0]. Pro kazdé k existuje ng, ze pro n > ng je ' € Uy, tedy p,(Uk) > %
pro n > ng, tedy p(Uy) > ]%, tedy 0 = pu(0) = limg— o0 u(Ug) > %, coz je spor, tedy
nutné z; € B.

Pak ziejmeé x;, 1 —x; > %,i =1,..,m—1. Zvolme U} €B tak, ze {x;} = Nien Ui,
polozme Vj, = |J;", Ui. Pak u(U}) > %, tedy p(z;) > zl?’ podobné p(Vy) > 2, tedy
p{xy, ..., xm}) > %, tedy p € Moy, p - )

Dale dokazme, ze My, ,; je fidkd. Necht p € M, p1,Ur,...,Ur €B, ¢ > 0. Ke
kazdému i najdeme yi, ..., yg € B riznd tak, ze yi = x;, [yi — ;] < 5, a y: € Uy,
pravé kdyz z; € Uy, a navic p(y;) = 0 pro j = 2,...,6. Definujme v € P,(B)
predpisem v(y!) = @, v(z) = p(x) jindy. Pak |pu(Uy) — v(Uy)| = 0 < ¢, ale
v & My, 1. Ovsem, jsou-li z1,..., 2, € B tak, ze z;11 — 2z; > %, pak pro kazdé i
je yj- € {21, ..., zm} nejvys pro jedno j, tedy v({z1,...,zm}) < 5+ 5 = 5. Tim je
dukaz proveden. [
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8. PROBLEMY

Problém 8.1. Je konsistentni predpoklddat, Ze existuje dédicné Baireuv prostor,
ktery neni Xy -PCP-prostor?

Podle Véty 6.3 je existence takového prostoru ekvivalentni existenci Baireova
prostoru, ktery nemd vlastnost (Hy,) resp. (By,). Pfitom Baireuv prostor X,
ktery nemd vlastnost (Hy,) nemuze byt t-Baireuv (Tvrzeni 4.10) a musi spliovat
Tw(X) >Ny (Véta 2.5.(1)). Podle Pozndmky (1) za Vétou 6.3 pro Baireuv prostor,
ktery nemd vlastnost (By, ), musi platit ¢(X) > Ry a za negace hypotézy kontinua
nemuze X byt slabé a-favorabilni. Prostor Xy z Piikladu 7.1 je x-PCP-prostor
pro £ mensi nez nejmensi redlné méfitelny kardindl (Pozndmka 7.3), specidlné je
N;-PCP-prostor. Prostor (X, 7) z Piikladu 7.4 ma vlastnost (B,;) pro x mensi nez
nejmensi méfitelny kardindl (Tvrzeni 6.4.(iii)), a tedy (X, 7 (S)) je X;-PCP-prostor
(Lemma 6.2.(iii)). Prostory zkonstruované v Piikladu 7.5 jsou (dédi¢né) slabé a-
favorabilni, a tedy za negace hypotézy kontinua jsou to W;-PCP-prostory (Véta
5.3), ale za hypotézy kontinua to neni zfejmé.

Jinou souvisejici otdzkou je, zda existuje déditné Baireuv prostor s tésnosti
Ny, ktery neni PCP-prostor (podle Tvrzeni 2.2 by takovy prostor nebyl X;-PCP-
prostor.)

Problém 8.2. Je konsistentni predpoklddat, Ze existuje (uplné) reguldrni dédiéné
Baireuv prostor, ktery neni PCP-prostor?

Piiklad 7.4 ukazuje Baireuv tplné reguldrni prostor, ktery nemé vlastnost (H)
(za predpokladu existence métitelného kardinalu). Tento prostor vsak neni dédi¢né
Bairetiv, protoze kazda Ef je uzaviena a homeomorfni [0,1)2", kde  je nejmensi
meétitelny kardindl, tedy jisté obsahuje jako uzavienou podmnozinu kopii N*1, coz
neni dédi¢né Baireuv prostor. Polozme totiz

F={a=(ag)ecw, €N [ (V€ <n <wi)(ae < ay)}.

Pak F' je zfejmé uzaviend neprazdnd a navic pro kazdé o € F' je sup a¢ < +00
(kdyby pro kazdé n existovalo &, < w; tak, ze ag, > n, pak poloiimgefﬁjlﬁ = sup &,
pak podle definice F' je ¢ > n pro kazdé n, coz je nemozné.) Tedy, pologierie—li
F,={a € F| sup a¢ <n} pron € N, pak F,, jsou uzaviené iidké podmnoziny F.
(Uzavienost je§z<f:j1mé, pro dukaz ridkosti zvolme libovolné o € F a &1, ..., & < wq.

Polozme ¢ = max a
§ max, §k

6 _{0[77 77§§a
T max(ag,n4+1) > &

Pak € F'\ F,,, tedy v kazdém okoli libovolného prvku F' jsme nasli prvek F'\ F,,,

tedy F, je fidkd v F.) Navic I' = {J, oy Fn, tedy F' je prvni kategorie v sobé.

Typeset by ApS-TEX
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A Zadny z dédicné Baireovych prostort, které nejsou PCP-prostory, zkonstruo-
vanych v Ptikladech 7.4 a 7.5 neni regularni (Poznamka 6.9). A o regularité prostoru
Xy z Prikladu 7.1 nelze Tici nic, alespon pokud @ je obecnd dolni hustota.

Problém 8.3. Je konsistentni predpoklddat, Ze ezistuje dédiéné t-Baireuv (kom-
paktni Hausdorffiv) prostor, ktery neni PCP-prostor?

Jinymi slovy, je konsistentni pfedpokladat, ze existuje dédi¢né t-Bairetuv prostor,
ktery nemd vlastnost (H) (Tvrzeni 2.1)? Tvrzeni 4.10 iiké, ze existuje-li takovy
prostor, jiz existuje méftitelny kardinal. Podle Véty 4.12 pak musi takovy pros-
tor mit tésnost alespon rovnou nejmensimu meétitelnému kardinalu, pseudovahu a
charakter (a silnou tésnost) pak vétsi nez nejmensi méfitelny kardindl. Omezime-li
otazku na kompaktni Hausdorffovy prostory, staci se ptét, zda [0, 1]* je PCP-prostor
pro vSechna k. Z Véty 4.12 plyne, ze je to pravda pro x nejvys rovno nejmensimu
méfitelnému kardinalu, napiiklad pro jeho néslednika to zlistava otazkou.

Tvrzeni 6.4.(iv) fiké, ze pokud kompaktni Hausdorffuv prostor X nem4 vlastnost
(B), pak ¢(X) > R (tedy [0, 1]® ma vzdy vlastnost (B) a tim spiSe vlastnost (H)),
prostor Xy z Ptikladu 7.5 pak takovym prostorem je. Nicméné Xo mé vlastnost
(H) (je totiz kompaktifikaci iplného metrického prostoru, ktery mé vlastnost (H)
podle Véty 2.3, a tedy podle Lemmatu 3.6.(i) i X mé vlastnost (H).)

Obménou dukazu Tvrzeni 4.10 lze dokazat, ze t-Baireuv prostor X ma vlastnost
(H,), pravé kdyz pro kazdy uplné H,-aditivni systém £ mnozin prvni kategorie
v X, jehoz mohutnost je nejvys k, je mnozina P = (J{E x E | E € £} prvni
kategorie v X x X. (M&-li X vlastnost (H,), pak |JE& je prvni kategorie v X, a
tedy P C (UE) x (UE) je prvni kategorie. Obracené, je-li P prvni kategorie, pak

{1 € My(X) | (i x p)*(P) =0} C {n € My(X) | u(| JE) = 0},

a tedy podle Lemmatu 4.2 je | J € prvni kategorie v X.) Tedy specidlné, kdybychom
veédeéli, ze pro kazdy Hausdorffiiv kompaktni prostor X a kazdy dplné H,-aditivni
systém £ mnozin prvni kategorie v X je J{E X E | E € £} prvni kategorie v X x X,
védeéli bychom, ze vSechny kompaktni Hausdorffovy prostory jsou PCP-prostory.

Problém 8.4. Pro kterd k je pravda, Ze Gs-podmnozina k-PCP-prostoru je k-
PCP-prostor?

Pro k = Ny to pravda je, protoze Ng-PCP-prostory jsou pravé dédi¢né Baireovy
prostory. Pritom, pokud pro néjaké k je to pravda, pak jiz vSechny dédi¢né Baireovy
BPR-podmnoziny x-PCP-prostoru jsou k-PCP-prostory, coz se dokaze s vyuzitim
Lemmatu 3.6.(i).

Problém 8.5. Je pravda, Ze je-li X 2%0-PCP-prostor, je jiZ k-PCP-prostor pro
Kk mensi nez nejmendi meéritelny kardindl? Je to pravda alespon pro dédicné slabé
a-favorabilni prostory?

Z dukazu Véty 3 v [10,82] plyne, Ze pokud prostor s kone¢nou mirou mé vlastnost
(Myx, ) z Poznamky 7.3, pak ma vlastnost (M) pro x mensi nez nejmensi méfitelny
kardinal. Vzhledem k urcité analogii mezi (realné) méfitelnymi kardindly a prostory
bez vlastnosti (H) se nabizi otdzka, zda pro né plati analogie této véty. Avsak pii
dikaze citované véty se zretelné vyuziva, ze se jedna o konecnou miru.
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Problém 8.6. Je pravda, Ze za predpokladu neexistence redlné meritelngch kardindlu
jsou vSechny dédiéné Baireovy prostory PCP-prostory?

Existence dédi¢né Baireova prostoru, ktery neni PCP-prostor, je ekvikonsistentni
existenci (redlné) méfitelného kardindlu (pozndmka za Vétou 6.3), je otdzkou, zda
je i ekvivalentni (jedna implikace plyne z Piikladu 7.1, 7.4 a 7.5, ptdme se na
obracenou).

Problém 8.7. Pro kterd r je pravda, Ze pokud X,Y maji vlastnost (S.) (resp.
(Hy)) a pokud mw(Y) < Ng, pak X XY ma vlastnost (Sy) (resp. (Hy)?

Pro k = Ny to pravda je, coz plyne z Kuratowského-Ulamovy véty. Pritom se
zd4, ze jeji dikaz v [6] nelze adaptovat pro vétsi k.

Dalsimi problémy jsou otazky, zda v nékterych vétach jsou omezeni kardinality
(tésnosti, charakteru, ... ) nutnd. Konkrétné jde o Véty 2.12.(ii) (srov. Pozndmku
(1) za dukazem Piikladu 7.1), 4.12 (srov. Problém 8.3), 5.6.(ii) a 6.6.(ii) (prostory
zkonstruované v Prikladech 7.4 a 7.5 maji uzavieny podprostor, jehoz Suslinovo
¢islo je méfitelny kardindl).
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REJSTRIK

Uvéadime zde nékteré pojmy a znaceni v praci pouzivané. Tucné psané jsou od-
kazy na definice - na tvrzeni, v némz nebo pred nimz je ptislusny pojem definovan,
eventuelné na Uvod, je-li definovén v dvodni kapitole. Kurzivou jsou psané odkazy
na tvrzeni o prislusnych pojmech, pricemz A, B, C' jsou odkazy na véty z uvodni
kapitoly. Nékteré dalsi znaceni je pak popsano v zavéru uvodni kapitoly.

BP = Baireova vlastnost
BPR = Baireova vlastnost v uzsim smyslu

¢(X) = Suslinovo ¢islo

funkce fragmentovand vaod, A, B, C, 1.8
— majici p-skoro separabilni obor hodnot 4.13, 4.13, 4.15
— prvni Baireovy ttidy Uvod, A, C
— — Borelovy t¥idy Uvod, A, B, C, 1.6
— — H-tridy 1.1, 1.3, 1.6, 1.8, 2.1, 4.13, 4.18, 7.1
— p-méfitelnd 4.13

hustota dolni pro u 7.2, 7.2, 7.3
— topologického prostoru 2.1

charakter (y(X)) 2.6, 2.7, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.6, 6.8, 7.6

ide4l lokalizovatelny 6.1, 6.1, 6.7, 6.8, 6.9
- MVN 6.1, 6.1
- S, S, 6.2, 6.1, 6.2, 6.7, 6.8, 1.4, .5
- 4.7, T, 1.5

kardinal méfitelny 4.7, 4.7, 4.10, 4.11, 4.12, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 7.4, 7.5,
8.3, 8.5
— realné méritelny 7.1, 7.3, 8.6
— regularni 2.8, 2.8, 2.10
— slabé nedosazitelny 2.10, 2.10, 2.11, 2.12, 5.2, 5.5, 5.6

mira Radonova 4.1, 7.8
— r-aditivni 4.1

mnozina Bernsteinova 7.8
— dokonala 7.8
-H-1.1, 1.1, 1.2, 1.6, 1.7, 1.9, 1.10, 3.1, 4.8
— Hs 4.6
- H, 1.1, 1.6, /.13, 4.17
— husté rozlozena 7.8
— lokalné spocetna 7.6
— radonovsky meértitelnd 4.1
— Fidce rozlozend 7.8
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— p-méfitelnd 4.1, 4.9
— 7-méfitelnd 4.1, 4.8

PCP = vlastnost bodu spojitosti
prostor Baireuv 2.5, 2.11, 2.12, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 4.8, 4.7, 6.1, 6.2, 6.3,
7.7
— cechovsky iplny 4.6
— dadiéns Baireuv Uvod, 1.3, 1.4, 2.3, 2.5, 2.7, 2.9, 2.11, 2.12, 3.1,
4.5, 4.6, 4.18, 6.1, 6.5, 7.4, 1.5, 7.6, 8.1, 8.2, 8.6
— — slabé a-favorabilni 5.1, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 6.5, 6.6, 8.5
— — t-Baireuv 4.1, 4.5, 4.11, 4.12, 4.13, 4.17, /.18, 8.8
— H-uplny 4.6, 4.6, 4.18
- M(X) 4.1, 4.1, 4.2, 4.3, 4.15
- My(X) 4.1, 4.9, 4.13
- M, (X) 4.1
-P(X), P(X), P (X) 4.19, 7.8
- PCP-, k-PCP- 2.1, 2.1, 2.2, 2.3, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.11, 2.12,
3.2, 3.8, 8.8, 4.11, 4.12, }.17, 5.8, 5.4, 5.5, 5.6, 6.2, 6.3, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8,
7.8, 7.4, 1.5, 1.7, 8.1, 8.2, 8.3, 8.4, 8.5, 8.6
— Tidce rozlozeny 3.3, 7.6
— skoro ¢echovsky uplny 4.6, 4.6, 6.4, 6.7
— slabé a-favorabilni 5.1, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 6.1, 6.4, 6.6,
6.8
— t-Baireuv 4.1, /.4, 4.10, 4.12, 4.1}
— a-favorabilni 5.1, 6.1, 7.4
pseudobaze 2.4, 6.1, 7.6
pseudovaha (mw(X)) 2.4, 2.4, 2.5, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.1, 6.4, 6.6,
7.6, 1.7, 8.7

rozklad polootevieny 1.2, 1.2, 1.3, 1.7, 1.8

SBP = silnd Baireova vlastnost
SBPR = silna Baireova vlastnost v uzsim smyslu
Suslinovo éislo (¢(X)) 2.10, 2.10, 2.11, 2.12, 4.9, 5.5, 5.6, 6.1, 6.4, 6.5,
6.7, 6.8, 7.4, 7.6
systém rozptyleny 3.2
— Uplné aditivni 2.1
— — BP-aditivni 4.9
— — H,-aditivni 4.7, 4.17, 8.3
— — SBP-aditivni 5.1, 6.3

tésnost 2.2, 2.2, 2.3, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.6, 6.8, 7.6, 8.1
—silné 2.8, 2.8, 2.9, 2.12, 4.12, 5.4, 5.6, 6.6, 6.8

topologie slabd na prostoru meér 4.1

topologie 7 (N) 6.2, 6.2, 6.7, 6.8, 6.9, 7.4, 1.5, 7.6
-T7(5),7T(S,) 6.2, 7.4, 7.5, 1.7

vlastnost (B), (By) 6.2, 6.2, 6.3, 6.4, 7.5, 8.1, 8.3
— Baireova (BP) 1.2, 6.1

6.7,

3.8,

3.1,

7.1,

6.7,

6.8,

6.0,



— — v uz8im smyslu (BPR) 1.2, 4.5, 4.6, /.13, 6.3,

— bodu spojitosti (PCP) Uvod, 4, B, C, 1.3, 1.4,

~(H), (H,) 2.1, 2.1, 2.4, 3.6, 3.7, 4.10, 4.12, 6.2,
8.7

—(M,) 7.3, 8.5

-(0) 3.2, 8.2

—(S), (S.) 2.1, 2.1, 2.4, 2.5, 2.10, 2.11, 2.12, 5.2,
6.6, 8.7

— silnd Baireova (SBP) 1.2, 1.9, 6.1

— — — v uz8im smyslu (SBPR) 1.2, 1.3, 1.9, 1.10

mw(X) = pseudoviha
X(X) = charakter

6.5,
1.8,
6.3,

5.3,
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8.4
2.1, /.13, 4.18
7.4, 8.1, 8.2, 8.3,

5.4, 5.5, 5.6, 6.3,



