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Pf¥iklad 1. Pouzijeme standardni substituci ,,y = tg $“ na intervalu (—, 7). Budeme tedy pocitat

primitivni funkci
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Tim jsme dostali racionalni funkci, a tedy postupujeme dle standardniho algoritmu:
Stupen citatele (2) je mensi nez stupen jmenovatele (6), a tak rozlozime na parcialni zlomky:
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Po vyreSeni ptislusné soustavy vyjde A =2, B=3,C=-2, D=1, E =2, F = —2. Integrujeme
jednotlivé parcidlni zlomky. Nejprve prvni. Jest
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Pro druhy parcialni zlomek dostavame:

/Wdy:/<_y2+1+yz+1> dy = —log(y” + 1) + arctgy + C na R.

Pro tteti parcidlni zlomek dostavame:
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Dosadime-li do pravé strany y = tg 3, dostaneme primitivni funkel k G227
(—m,m), a tedy i na kazdém z intervalt (—m + 2km, w + 2kw). Chceme-li ziskat primitivni funkci
na R, musime ,nalepit vhodna posunuti“ spoc¢tené funkce na jednotlivych intervalech. K tomu

na intervalu



potfebujeme spocitat limitu v 71— a 7w+ funkce log(tg? —|—2tg2—|—3)—|—\/—arctg \/_ (g z4
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Limita zprava v bodé 7 vyjde analogicky — \/— Dostavame tedy:

. 2
/ _me dz = F(z)+ C na R,
sinz + cosx + 2

kde
tg? 2 4+2tg 243 tg L41 14tg 2 -
Fla) = { log =25 ii— + Jparctg T — il + ks x € (26— U, (2k+ 1),
vz Tk = (2k + 1)m.

P#iklad 2. Nejprve vySetiime bodovou konvergenci. Pro kazdé z € R\ {0} plati

. T . arctg %
lim narctg — = lim - — =z
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(Pouzivame fakt, ze lim, .o %tgy = arctg’ 0 = 1, Heineho vétu a vétu o aritmetice limit.) Pro
z =0 je
lim narctgE = lim 0=0==x,
n—o0o n n—o00
je tedy
fn — x na R.

Dale zkoumejme, na kterych intervalech je tato konvergence stejnomérna.
Protoze pro kazdé n € N plati

zgr—ir—loo fu(x) —2x = —00 a mgr_n n(z) — 2 = 400,

neni konvergence stejnomérnd na zadném neomezeném intervalu (tj. na intervalu (—oo,c) ani
na (c,+o0) pro ¢ € R). Abychom prozkoumali povahu konvergence na omezenych intervalech,
vySetfeme pribéh funkce f,(z) — x, konkrétné jeji monotonii. Jeji derivace je pro kazdé z € R

rovna
1 1 n2 —x2

(fn(x)—fﬂ)'=f/z($)—1:n'T(%)z'g—lzm_lzm’

funkce f,(z) — z je tedy klesajici na R. ProtoZe je zaroveii lichd, je zfejmé pro kazdé ¢ > 0

sup{|fn(z) — 2: z € (=¢,c)} = [fulc) — ¢l.

Protoze lim |f,(c)—c| = 0 pro kazdé c, je konvergence stejnomérnd na intervalu (—c, ¢) pro kazdé
n—oo

¢ > 0, tedu i na vSech omezenych intervalech.
Zavér: Posloupnost f,, konverguje bodové k x na R. Konvergence je stejnomérna na omezenych
intervalech, neni stejnomérna na neomezenych intervalech.



Priklad 3. Oznacme u,(z) = 28222 Pak pro kazdé n € N a z € R plati |u,(z)| < {%. Rada
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Y o= konverguje (podle odmocninového nebo podilového kritéria), a tedy podle Weierstrassova
n=1

oo
kritéria Y wu, konverguje stejnomérné na R. ProtoZze kazda z funkci u, je spojitd na R, podle
n=1

o0
véty o spojitosti limitni funkce je na R spojitd i funkce > w,. Dostavime tedy:
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Prvni rovnost plyne z véty o vypoctu Riemannova integralu pomoci primitivni funkce, druhd z
véty o zameéné limity a integralu. Jest
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Priiklad 4. Spoc¢téme koeficienty:
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Hledana Fourierova rada mé tedy tvar

g:l (2(” - 1);_1)"“ _ 4 a- (—1)")) sin nz.

n3m

Pro urceni souctu této rady pouzijeme vétu o sou¢tu Fourierovy fady. Nalezenda fada je Fourierovou
fadou 27-periodické liché funkce, kterd je na intervalu (0, w) rovna x2—z. Tato funkce je po &4stech
hladka (jeji derivace je na (0,7) rovna 2z — 1, coZ je spojitd funkce s vlastnimi limitami v 0+ a
m—). Podle zminéné véty graf souctu vypada takto:




Priklad 5.

9 5 z€Q : o ikl T s :
(a) Napriklad f(z) = 15 24Q° Pak totiz pro kazdé déleni D intervalu (0,1) je s(f,D) =5 a
x
S(f,D) = 15.
(b) ANO. (Z definice stejnomérné konvergence snadno plyne, Ze konverguje-li > u, stejnomérné

n=1
oo
na mnoziné A i na mnoziné B, konverguje stejnomérné i na mnoziné AU B. V nasi situaci Y uy,
n=1
konverguje stejnomérné na mnoziné (0, 1), na mnoZiné {0} a na mnoZziné {1}. Proto konverguje

stejnomérné i na (0, 1).
o n
(c) Napriklad 21 5. (Pouzijeme odmocninové kritérium.)
n—=
(d) NE. Naptiklad: (M, p) je diskrétni prostor, tj. M je mnoZina obsahujici alespoii dva body a

p(x,y) =1 pro z # y; a je libovolny bod M a r = 1. Pak leva strana je rovna M a prava je rovna

{a}.

(e) Napriklad (0,1). Neni uzaviend, a tedy neni kompaktni.



