TEORIE MIRY A INTEGRALU

Uvodni poznamky. Zamérem je nabidnout rozdéleni prednasky do
dvou casti tak, aby absolvovani druhé c¢ésti nebylo bezpodminecné
nutné pro studium dalsich povinnych predmétu bakalarského programu
Obecnd matematika. Cviceni je pouze k prvni prednasce, ta tedy zaroven
musi obsahovat latku potiebnou k zdkladnimu kalkulu integralu. Prvni
cast prednasky musi samoziejmé obsahovat vSechnu latku potiebnou v
jinych povinnych prednéskach OM.

Toto rozdéleni je tieba brat pouze jako moznou variantu. Z hlediska
samotné predndsky TMI je vyhodnéjsi mit jednu prednasku 4/2, jako
zkréacenou prednasku s cvicenim. Dalsim problémem by bylo, kdyby
prednaska MA4 pouzivala véty o konstrukci miry z vnéjsi miry, jak
tomu bylo v roce 2015 - pokud by se s timto pocitalo, nebylo by mozné
prednasku TMI délit.

Strucny komentatr ke zménam oproti dosavadnimu sylabu: Konstru-
Kolmogorovovy véty (difve byla v sylabu oznacovéna jako Hopfova
véta), jak je bézné ve standardnich kursech miry a pravdépodobnosti.
U prostoru LP predpokdddme jejich zavedeni v MA (Holderova nerov-
nost, iplnost). V druhé ¢asti prednasky jsou jako moznosti doplnény
nékteré dalsi partie (dukaz véty o substituci, existence sou¢inové miry
na {0, 1}, piiklad lebesgueovsky neméfitelné mnoziny, stejnomérnd in-
tegrovatelnost funkei) s predstavou urcité svobody prednésejiciho roz-
hodnout se nékteré z dukazu pripadné vynechat nebo jen naznacit.
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2 TEORIE MIRY A INTEGRALU
1. ZAKLADNI PREDNASKA, 2/2

1.1. Uvod. 1 hod.

e Pripomenuti Riemannova integralu
e Jordanuv objem, konecna x spocetnd aditivita

1.2. Prostor s mirou. 2 hod.

e o-algebra, o-obal, borelovské mnoziny
e méritelny prostor, pramira, mira, o-konec¢nost
e spojitost miry
e nulové mnoziny, ziplnéni miry (bez dukazu?)
e piiklady mér: Diracova mira, aritmetickd mira, Lebesgueova
mira
1.3. Méritelnost. 3 hod.

vzor o-algebry

méfitelné zobrazeni (definice), méfitelnd funkce, borelovska funkce
obraz miry méritelnym zobrazenim

borelovské mnoziny jsou generovany kvadry

métitelnost souctu, souc¢inu, maxima, suprema, limity...

1.4. Abstraktni Lebesgueiiv integral. 4 hod.

e aproximace nezaporné meéritelné funkce jednoduchymi funkcemi

e definice integralu, integrovatelné funkce, monotonie integralu

e Leviho véta, Fatouovo lemma

e linearita integralu, odhady s absolutni hodnotou, téz pro in-
tegral z komplexni funkce

e souvislost Lebesgueova a Riemannova, Newtonova integralu v
R (bez dukazu)

e integral a rovnost skoro vsude

e Lebesgueova véta [Dominated convergence theorem)|

1.5. Integraly zavislé na parametru. 2 hod.
e Véta o spojité zavislosti integralu
e Zaména integralu a derivace
e Piiklady: funkce Gamma, Beta

1.6. Jednoznacnost a existence miry. 2 hod.

e Véta o jednoznacnosti (bez diukazu?)

e Véta o existenci rozsifeni pramiry na miru (Hahn-Kolmogorovova
véta, bez dukazu)

e dusledek: jednoznacnost a existence Lebesgueovy miry
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1.7. Souc¢in mér a Fubiniova véta. 3 hod.

e soucinova o-algebra

e cxistence a jednozna¢nost souc¢inové miry (bez dukazu 7)
e Fubiniova a Tonelliova véta

e soucin Lebesgueovych mér, Fubiniova véta pro Leb. miru

1.8. Véta o substituci. 2 hod.

e motivace - véta o substituci pro Newtonuv integral
e deformace Leb. miry pii afinnim zobrazeni
e véta o substituci (bez dikazu)

1.9. Absolutné spojité a singularni miry. 2 hod.

1.10.

1.11.

e absolutni spojitost mér
e Radon-Nikodymova véta (bez dukazu)
e rozklad miry na absolutné spojitou a singulérni ¢ast (bez dukazu)

Distribuéni funkce. 3 hod.

e korespondence distribu¢nich funkci a konecnych borelovskych
meér na R

e absolutné spojité, spojité a diskrétni miry

e Lebesgue-Stieltjesuv integral, per partes

Konvergence v [P, s.j. a podle miry. 2 hod.

e [P-norma a konvergence

e konvergence skoro viude a v L', konvergentni majoranta

e konvergence podle miry, Cebysevova nerovnost, souvislost s kon-
vergenci s.j.
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TEORIE MIRY A INTEGRALU
2. DopLNUJici PREDNASKA, 2/0

Vnéjsi mira a Caratheodoryho konstrukce. 4 hod.
e definice vnéjsi miry a meéritelnosti vzhledem k vnéjsi mite

e Caratheodoryho véta (konstrukce miry z vnéjsi miry)

e metrickd vnéjsi mira a métitelnost borelovskych mnozin

Konstrukce Lebesgueovy miry. 5 hod.

e dukaz Hahn-Kolmogorovovy véty
e konstrukce Lebesgueovy miry pomoci vnéjsi miry
e dukaz regularity a dalsich vlastnosti Lebesgueovy miry

Soucinové miry. 2 hod.
e existence koneénych soucinu

e pifklad - nekoneény soucin - pravdép. mira na {0, 1} (?)
Radon-Nikodymova véta. 3 hod.

e dukaz Radon-Nikodymovy véty
e dukaz rozkladu miry na absolutné spojitou a singularni ¢ast

Znaménkové miry. 2 hod.

e dukaz existence kladné, zaporné mnoziny (Hahn-Banachuv roz-
klad)
e dukaz Jordanova rozkladu miry na kladnou a zapornou c¢ést

Konvergence posloupnosti funkci. 4 hod.

e Porovnani konvergence s.j., v L” a podle miry

e 7 posloupnosti konvergujici podle miry lze vybrat podposloup-
nost konvergujici s.v.

e stejnomérnd integrovatelnost a konvergence v L' a podle miry

Dalsi dikazy. 4 hod.

e Vztah Lebesgueova a Riemannova integralu
e Véta o substituci (7)

Piiklad neméritelné mnoziny. 2 hod.



