
16. Diferenciálńı rovnice-dodatek.

Definice. Rovnice

b0y
(n) + b1y

(n−1) + · · ·+ bny = f(x) , (1)

kde bj ∈ C jsou konstanty (b0 6= 0), se nazývá lineárńı ODR řádu n s kon-
stantńımi koeficienty. Znač́ıme K [y] =

∑n
k=0 bky

(n−k). Rovnice

K [y] = 0 (2)

je odpov́ıdaj́ıćı homogenńı úloha.

Poznámka. Hlavńı myšlenka teorie rovnic s konstantńımi koeficienty: hlede-
jme řešeńı tvaru y(x) = exp(λx). Pozoruji, že K [exp(λx)] = p(λ) exp(λx),
kde

p(λ) =
n∑

k=0

bkλ
n−k . (3)

Tedy: je-li λ0 kořenem polynomu p(λ), tak funkce exp(λ0x) je řešeńım ho-
mogenńı úlohy.

Definice. Polynom (3) se nazývá charakteristický polynom rovnice (1).

Poznámky. Každý polynom p = p(λ) lze napsat jako

p(λ) = a(λ− λ1)n1 . . . (λ− λs)ns

kde λ1, . . . λs ∈ C jsou navzájem r̊uzné kořeny, a n1, . . . ns jsou jejich násob-
nosti.
Plat́ı: n1 + · · ·+ ns rovná se stupeň polynomu.
Dále: λ0 je kořen polynomu p(λ) násobnosti k, právě když 0 = p(λ0) =
p′(λ0) = · · · = p(k−1)(λ0), avšak p(k)(λ0) 6= 0.
Ke stupni polynomu: aλ+ b, kde a 6= 0, je polynom stupně 1. Nenulová kon-
stanta je polynom stupně 0. Identicky nulová funkce se považuje za polynom
záporného stupně.

Lemma 16.3. Je dán operátor K [y] a p(λ) je jeho charakteristický poly-
nom. Potom pro ∀l ≥ 0 celé

K [xl exp(λx)] = exp(λx)
l∑

j=0

(
l

j

)
p(j)(λ)xl−j .

Důsledek. Je-li λ0 kořen char. polynomu násobnosti k, pak funkce exp(λ0x),
x exp(λ0x), . . . , xk−1 exp(λ0x) řeš́ı homogenńı úlohu (2).
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Poznámka. Připomeňme tvrzeńı (které plyne např. jako speciálńı př́ıpad
Věty 11.6): je-li q(x) polynom a q(x) ≡ 0, tak nutně q(x) je triviálńı (tj. má
všechny koeficienty nulové.)
Totéž řečeno jinak: funkce 1, x, x2, . . .xk, . . . jsou lineárně nezávislé.
Následuj́ıćı lemma můžeme chápat jako zobecněńı tohoto faktu.

Lemma 16.4. Nechť λj ∈ C jsou vzájemně r̊uzná č́ısla, nechť qj(x) jsou
polynomy. Jestliže

∑m
j=1 qj(x) exp(λjx) ≡ 0, pak nutně qj(x) ≡ 0 pro ∀j.

Věta 16.16. [F.S. pro K [y] = 0.] Je dán operátor K [y] a p(λ) je jeho
charakteristický polynom. Nechť λj, j = 1, . . . , s, jsou jeho kořeny, a nj,
j = 1, . . . s, jsou odpov́ıdaj́ıćı násobnosti. Potom funkce

xl exp(λjx) j = 1, . . . s, l = 0, . . . nj − 1

tvoř́ı fundamentálńı systém homogenńı úlohy (2).

Př́ıklad. y(5) − y(4) − 5y(3) + y′′ + 8y′ + 4y = 0, charakteristický polynom:

p(λ) = λ5 − λ4 − 5λ3 + λ2 + 8λ+ 4 = (λ+ 1)3(λ− 2)2

−1 je 3-násobný, 2 je 2-násobný kořen, =⇒ fundamentálńı systém:{
exp(−x), x exp(−x), x2 exp(−x), exp(2x), x exp(2x)

}
obecné řešeńı:

K1 exp(−x) +K2x exp(−x) +K3x
2 exp(−x) +K4 exp(2x) +K5x exp(2x)

kde Ki ∈ R jsou konstanty.

Poznámka. V př́ıpadě, že p(λ) má komplexńı kořeny:
1. možnost: celou teorii uvažujeme ”komplexńı”, tj. hledáme řešeńı y(x) :
C→ C, počátečńı podmı́nka y(j−1)(x0) = ηj, j = 1, . . . , n, kde ηj ∈ C. Takto
to funguje a nevad́ı mi komplexńı bk, ani komplexńı kořeny.
2. možnost: chceme ”reálnou” variantu, tj. hledáme jen řešeńı y(x) : R→ R,
a předpokládáme bk ∈ R (reálné koeficienty v rovnici.)
Z reálnosti bk plynou dvě věci:
(i) λ ∈ C je kořen p(λ) násobnosti k =⇒ λ je kořen násobnosti k
(ii) funkce y(x) : R → C řeš́ı K [y] = 0 =⇒ funkce Re y(x), Im y(x) řeš́ı
K [y] = 0.
Je-li λ = α + iβ kořen násobnosti k, źıskáme dle V.12.10 funkce

exp(λx), x exp(λx), . . . , xk−1 exp(λx)

exp(λx), x exp(λx), . . . , xk−1 exp(λx)
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mı́sto nich ale vezmeme jejich reálné a imaginárńı části (s užit́ım exp(λx) =
exp(αx)[cos βx+ i sin βx])

exp(αx) cos βx, x exp(αx) cos βx, . . . , xk−1 exp(αx) cos βx

exp(αx) sin βx, x exp(αx) sin βx, . . . , xk−1 exp(αx) sin βx

- tak dojdeme k ”reálné” verzi fundamentálńıho systému.

Př́ıklad. y′′ + y = 0, p(λ) = λ2 + 1, kořeny ±i. F.S.={exp(ix), exp(−ix)}.
Reálná verze F.S.: {cosx, sinx}.

Definice. Rovnice
K [y] = q(x) exp(λ0x) , (4)

kde q(x) je polynom, se nazývá rovnice se speciálńı pravou stranou.
Pravá strana je ten typ funkce, kterým se zabývá Lemma 12.3., a ze kterých
umı́me sestavit fundamentálńı systém (Věta 12.10.) Uvid́ıme, že v této
situaci lze řešeńı uhodnout jako funkci předepsaného tvaru.

Poznámka. Nechť qs(x), s = 0, . . .m jsou polynomy, kde stupeň qs je s.
Potom pro libovolný polynom q(x) stupně m existuj́ı (jednoznačně určené)
konstanty cs, s = 0, . . .m takové, že q(x) =

∑m
s=0 csqs(x).

Věta 16.17. Je dána úloha (4), kde q(x) je polynom stupně m. Nechť k ≥ 0
vyjadřuje násobnost λ0 coby kořene charakteristického polynomu (k = 0
pokud λ0 neńı kořen.)
Potom existuje r(x) polynom stupně m takový, že y(x) = xkr(x) exp(λ0x) je
řešeńı (4).

Př́ıklad. y′′ − y′ − 2y = (x + 1) exp(2x). λ0 = 2 je jednoduchý kořen
char. polynomu, stupeň q(x) = x + 1 je 1. Hledám řešeńı ve tvaru y(x) =
xr(x) exp(2x), kde r(x) = Ax+B je polynom stupně 1.
Dosazeńım do rovnice A = 1/6, B = 2/9.

Věta 16.17.’ Je dána úloha

K [y] = exp(αx)
[
q1(x) cos βx+ q2(x) sin βx

]
, (5)

kde q1, q2 jsou polynomy stupně ≤ m. Nechť k ≥ 0 vyjadřuje násobnost č́ısla
λ = α + βi coby kořene charakteristického polynomu.
Potom existuj́ı polynomy r1, r2 stupně ≤ m takové, že

y(x) = xk exp(αx)[r1(x) cos βx+ r2(x) sin βx]

je řešeńı (5).
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Př́ıklad. y′′ + y′ − y = cosx. Typ (5), α = 0, β = 1, q1 = 1, q2 = 0, tj.
m = 0, č́ıslo λ = i neńı kořen char. polynomu.
Hledám řešeńı ve tvaru y(x) = A cosx+B sinx, dosazeńım do rovnice vyjde
A = −2/5, B = 1/5.

Poznámka. Př́ıklad ukazuje, že Větu 16.17.’ nelze zjednodušit v tom
smyslu, že pokud pravá strana obsahuje jenom cos, pak najdu řešeńı, ob-
sahuj́ıćı také jenom cos.
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