nmaf061-zimni semestr 2014-cviceni 1 Petr Kaplicky (2014)
Linearni rovnice n-tého radu

Pied tesenim prikladu si zopakujte nésledujici definice a véty: Véta o fundamentdlnim systému
homogenni rovnice n-tého radu, jeho tvaru a specidlni pravé strané, variace konstant

Priklady na cviceni
Popiste obecné tesent:

1.
yIH o 3y// + 3y’ —y= 0
2.
yl/ . 2yl o 3y — 6493
3.
y//_y:2ea:_x2
4.
y" — 3y + 2y =sinz
5.
y' + 4y — 5y = 2e"sin’x
6.
y" — 2y +y = 2ze” + €” sin 2z
7.
y!V — 5y” + 4y = sin x cos 2z
8. )
y// . 2y/ ty= e_
x
9.
y' 4+ 4y = 2tgx
10. ]
" ;o
vty = l4+expax
11.
22y = 2y
12.

2y + xy' + 4y = 10z
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Variac¢ni pocet-hledani kritickych bodu

Pied fesenim ptikladu si zopakujte nasledujici definice a véty: véta o Euler-Lagrangeovych rovnicich
(nutnd podminka extrému)

Priklady na cviceni

Naleznéte extremély nésledujicich tiloh na danych mnozindch. 1. ®(y) = ff 2y — yy' + z[y']? dz na
M= {y e C*1,3),y(1) = L,y(3) =4} 2. d(y) = ff[:cy’ +yl?dr na M = {y € C*(1,2),y(1) =
L,y(2) =1/2}

3. Dokazte, ze tloha

B(y) = / PlyPde, y(—1) = —1y(1) =1

1

nemd minimum v mnoziné funkef C'(—1,1). 4. * Navrhnéte tvar skluzavky tak, aby cesta z bodu
[0, A] do [B,0] (kde A, B > 0) byla co nejrychlejsi. Zanedbejte tfeni na skluzavce a predpoklddejte,
ze pohyb je pusoben pouze gravitacni silou.

Piiklady na doma

Naleznéte extreméaly ndsledujicich iloh na danych mnozinach. 5. ®(y) = f:/f ly — 3[y]*] sin(z) dx

na M = {y € C*(n/4,7/2),y(r/4) = —1gv/2,y(7/2) =0} 6. ®(y) = fow[y’P — 19—6y2 + 2y sin(x) dx
na M = {y € C*0,7),y(0) = 0,y(r) = —v3/2} 7. ®(y) = foﬂ[y’}z — 2—95y2 + 68y exp(z) dzr na
M (z){y E}C’Q(O,W),y(O) =0,y(mr) =0} 8. ®(y) = fol 2%y + 2zydr na M = {y € C%(0,1),y(0) =
0,y(1) =1
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Variacéni pocet-postacujici podminka extrému, extrém s vazbou

Pied tesenim piikladu si zopakujte nasledujici definice a véty:

Priklady na cviceni

1. Uvazte funkciondl F(u) := f |u/(2)]? dz na mnoziné X, := {u € C'(0,7);u(0) = u(r) = 0}.
Oznactme X; = {u € Xo,fo z)de = 1} Ukazte, ze existuje A = miny, F' a ze A > 0 je prvni
vlastni ¢islo Laplaceovy rovnice (tj. —u” = M v (0,7). Jakym zpusobem se daji spocitat dalsi

vlastni ¢isla?

Pomoci Jacobiho véty Vyéeti"ete extremély ﬁloh = Jo W) dzna M = {y € C*(0,7),y(0) =
0,y(m) =am,a>0} 3. Dy fo >+ dxnaM {yECQ(O 1),y(0) =0,y(1) =1}

Priklady na doma

Pomoci Jacobiho veéty vyéeti"ete extremély tloh. 4. d(y fl y)Pdena M = {y € C?*(1,2),y(1) =
Oy() g2} 5. ®(y) = [{yPlyPdena M = {y602(1 2), y(l)-?y()—Q\/_} 6. d(y) =
fo 12 /y3da na M = {y e C%(, ) (0) =1Ly(l)=e,y >0} 7. Dy fl y*] exp(—2x) dx

na M {y € C*(1,2),y(1) = e, y(2) = exp(2)}

8. NaJdete maximum P(y f y* dz na mnoziné funkei M = {y € C'(—1,1),y(—1) = y(1) =

0, f_l =n/2}. 9.%] aky tvar zaujme lano dane delky zavésene mezi dvema stozéry?
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Klasické problémy variacniho poctu

Podle knihy One-dimensional Variational Problems od G. Butazzo, M. Giaquinta a S. Hildebrandt.

Fermattv princip v geomerické optice

Fermatuv princip: ”la nature agit toujour par les voies les plus courtes” (pfiroda vzdy voli nejs-
nadnéjsi cestu). V geometrické optice, svétlo se pohybuje z bodu do bodu nejrychleji jak je mozné.

1. Odvodte zékon lomu svétla z Fermatova principu. Predpokladejte, Ze mame dvé media oddélend
v R? osou z a svétlo prochazi z bodu A v jednom z nich do bodu B ve druhém. Definujme optickou
hustotu n(z,y) = ny proy > 0 a = ny pro y < 0. Reste problém

min / n( () ()]t < p(0) = A, p(1) = BY.

Rozmyslete si, ze feSeni musi byt v kazdé poloroviné linedrni a staci tedy hledat minimum funkce
T(x) = ny[(a1 — )% + a2}/ + ny[(by — x)? + b2]/2. Kde bod [z, 0] reprezentuje bod lomu.

Brachystochrona

Problém byl formulovan roku 1638 Galileem, ale spravné teseni bylo nalezeno az 1697 Johannem
Bernoulli. Uloha zni

2. Méjme dény body a,b € R? tak, Ze a; < b a ag > by. Piedpokladejme, Ze v R? ptisobi gravitace
ve sméru (0, —1) a gravitacni zryhleni je g > 0. Najdéte kiivku, po které se musi pohybovat hmotny
bod pouze vlivem gravitace tak, aby ¢as potfebny pro cestu z bodu a (z nulové rychlosti) do bodu b
byl minimalni. Je-li drdha hmotného bodu popsand grafem funkce u : (a1,b;) — R je ¢as potiebny
k cesté z a do b pouze pomoci gravitace roven

1+ [u'(x)]?

1 [
o= 7 [\t

Ukazte, ze extreméla fesf rovnici: ¢ = (ag—u)(1+|u'|?). Redenf této rovnice hledejte v parametrickém
tvaru x = z(t) a u(z(t)) = ag — (1 — cos(t))/(2c%).

Retézovka

Problém od Galilea z roku 1638. Ulohu vyfesili nezavisle J. a J. Bernoulli, Huzgens, Leibniz okolo
1690.

3. Najdéte tvar tenké, hmotné, homogenni, nepruzné struny upevnéné v bodech A, B € R2.

Predpokadejte, ze tvar struny je popsan funkei u : (aq,b;) — R, predepsand délka struny je L >
by — a; > 0. Minimalizujte potencidlni energii danou vyrazem

CID(u):/lu(x)\/1+\u’(x)\2dx

1

za dodateénych podminek u(a;) = az, u(by) = b,
b1
U(u) = V14 |u(x)?de = L. (1)
al

4



Uvédomte si, ze ® a ¥ zdvisi pouze na u a u’. Extremala u musf fesit rovnici ¢?(1 + |[v/]?) = (u+ \)?
pro jisté ¢, A € R.

Newtontv problém optimalniho aerodynamického profilu
Problém fesil Newton kolem roku 1685.

4. Urcete tvar rotacné symetrického télesa tak, aby jeho odpor pri pohybu ve fidké kapaliné byl
minimalni. Predpokladame-li, ze profil télesa je dan funkei u : (0, R) — R pro dané R > 0 Newton

vyjadril odpor télesa vzorcem
R
r
D(u) = / ——dr.
W=, Tr P

Ukazte, Ze bez dalsich pfedpokladi je inf ® = 0. Pfidejte omezeni max ) u < M pro danou M > 0
a ukazte, ze ani tato podminka nezaruci, ze inf & > 0. Predpokladejte navic, ze u je nerostouci a
konkavni a uvazte nasledujici problém

min{®(u) : u(0) = M, u(R) = 0,u < 0}.

Pomoci transformace v(s) = u='(M — s) se tento problém transformuje na

) PO
mln{/o 1+W(s>’2ds+ 5 ,0(0) > 0,v(M) = R,v" > 0}.

Podobné jako na prednédsce pro tento problém odvodte Eulerovi-Lagrangeovi rovnice a také zdkon
zachovani energie. Po upravé byste méli dostat rovnici

(v)°

C
A pr 2

Predpoklddejme, Ze v’ je na (0, R) monotonni, ozna¢me I = R(v') a definujme nové funkce predpisy
w(z) :=v((v")-1(2)) a 7(z) := (v')_1(2). Dostanete rovnice

w(z) = g%, (2)
c, 2 1 3

(@) = S+~ %) ®

Nyni zbyva integrovat a vratit se zpét k puvodnim funkcim. Nezapomeite také diskutovat volbu
konstant, které se objevily v prubéhu feseni.



