
Úvod

Petr Kaplický: kaplicky(at)karlin.mff.cuni.cz, www.karlin.mff.cuni.cz/˜kaplicky, budova Karĺın, 2. pa-
tro, Katedra matematické analýzy

Podmı́nky zápočtu: Budeme psát 3 zápočtové ṕısemky (na úrovni mı́rně lehč́ı zkouškové ṕısemky).
Témata ṕısemek jsou: 1) limity, 2) konvergence řad, 3) pr̊uběh funkce. Každá ṕısemka se bude skládat
ze 3 př́ıklad̊u. Př́ıklady budu hodnotit binárně (správně, chybně). Pokud budete mı́t dva př́ıklady
správně, je ṕısemka úspěšně napsaná. Pokud úspěšně naṕı̌sete 2 ṕısemky, źıskáte zápočet. Pokud
máte nadpolovičńı účast na cvičeńı je možné jednu úspěšně napsanou ṕısemku nahradit spoč́ıtańım
10 př́ıklad̊u podle zadáńı vedoućıho cvičeńı. Podmı́nky zápočtu neumožňuj́ı opravné pokusy.

Konzultace: když bude čas, tak před nebo po cvičeńı, po emailové domluvě v kanceláři v Karĺıně

Souvisej́ıćı výuka:

1. Matematický proseminář I - NMUM161: Výběrový seminář je určen pro studenty prvńıho
ročńıku. Jeho ćılem je procvičit středoškolskou matematiku a upevnit základńı matematické do-
vednosti (zejména elementárńı funkce, rovnice, analytická geometrie, komplexńı č́ısla, d̊ukazové
techniky). Posilováno bude exaktńı matematické vyjadřováńı, rozv́ıjeno myšleńı, diskutovány
symbolické zápisy a jejich jazyková interpretace apod. Řešeny budou zaj́ımavé a netradičńı
př́ıklady.

2. Tutor: karlin.mff.cuni.cz/t̃utorkma, tutor.kma(at)matfyz.cz - Tutor je oficiálńı konzultant pro
studenty prvńıho dvoulet́ı MFF UK. Tutoriál k matematické analýze je organizován Katedrou
matematické analýzy MFF UK a je zcela zdarma.

3. Proseminář z Matematické analýzy - NMMA161: Proseminář bude věnován náročněǰśı látce
doplňuj́ıćı kurz Matematická analýza 1. Bude rozšǐrovat a prohlubovat znalosti z Matematické
analýzy.

4. Řešitelský seminář - NMMA465: Řešeńı problémů a úloh z matematické analýzy, algebry a
diskrétńı matematiky. Př́ıprava na matematické soutěže vysokoškolák̊u.

Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4.10.2017

Nerovnice a rovnice

Spočteno: 1.
√
x2 + 2x− 3 ≥

√
x2 + 3x− 4

Zadáno do lavic: 2.
√
x− 2−

√
x− 5 = 1 3. ||x− 3| − 2| = 1

Daľśı: 4. |3x − 1| < x < |3x + 1| 5. 3x − 1 < |x| < 3x + 1 6. |x + 1| − |2x + 4| ≤ x + 4
7. cos(x) < 1

2
8. cos2(x) > sin2(x) 9. log 1

3
(x2 − 3x+ 3) ≥ 0 10. | loge(x)| < 1 11. Řešte

nerovnici v závislosti na parametru c ∈ R: x2 − cx+ 1 < 0

Matematická indukce

Dokažte matematickou indukćı následuj́ıćı rovnosti a nerovnosti
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Spočteno: 12. ∀n ∈ N : 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
13. ∀n ∈ N : (2n)! < 22n(n!)2

Do lavic: 14. ∀n ∈ N, n ≥ 4 : 2n ≥ n2 15. ∀n ∈ N, x > −1 : (1 + x)n ≥ 1 + nx

Daľśı: 16. 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2

17. 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2 18. (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk (binomická věta) 19.

n∏
i=1

(1 + xi) ≥ 1 +
n∑
i=1

xi, xi ≥ −2, xi maj́ı stejná znaménka

Teoretický domáćı úkol: 20. Ukažte, že č́ısla
√

2,
√

3,
√

2 +
√

3 jsou iracionálńı.

Výsledky a návody: 1. x ∈ (−∞,−4]∪{1} 2. x = 6 3. x ∈ {0, 2, 4, 6} 4. x ∈ (1
4
, 1
2
) 4. x ∈ (1/4, 1/2)

5. x ∈ (−1
4
, 1
2
) 5. x ∈ (−1/4, 1/2) 6. x ∈ R 6. x ∈ R 8. x ∈ (−π/4, π/4) + kπ pro k ∈ Z

9. x ∈ (1, 2) 10. x ∈ (1/e, e) 11. pro c ∈ [−2, 2] jsou je řešeńı x ∈ ∅, pro c ∈ (−∞, 2) ∪ (−2,+∞) je
to x ∈ (c/2−

√
c2/4− 1, c/2+

√
c2/4− 1) 20. Pro

√
2: Důkaz sporem. Předpokládejte, že

√
2 = k/l,

kde k, l ∈ N nesoudělné a ukažte, že k i l jsou dělitelné 2.

Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5.10.2017

Ještě matematická indukce

Spočteno: 21. Dokažte: ∀n ∈ N, n ≥ 3 : (n + 1)n ≤ nn+1 22. Ukažte, že č́ısla
√

2,
√

3,
√

2 +
√

3
jsou iracionálńı.

Výroky a logika

Spočteno:

Dokažte, že plat́ı 23. A⇒ A 24. (non (A⇒ B))⇔ (A ∧ (nonB))

Zapǐste negace výrok̊u a rozhodněte, který z výrok̊u je pravdivý. 25. ∀x, y ∈ R : x2 + y2 > 0
26. ∀x ∈ R,∃y ∈ N : (y ≤ x) ∧ (y + 1 > x) 27. ∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ R : (0 < |x − 1| < δ) =⇒
|x− 3| < ε

Teoretický domáćı úkol: 28. ∀n ∈ N : n
√
x1 · · · · · xn ≤

1

n
(x1 + . . . xn), xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n (AG

nerovnost)

Daľśı:

29. ∃x ∈ R : cosx =
√

1− sin2 x 30. ∃!x ∈ R : x2 = (x+ 1)2

Plat́ı následuj́ıćı výroky? 31. ∀a ∈ R, ∃ε > 0,∃α ∈ R, ∀x ∈ R : x ∈ (a, a+ ε)⇔ |x− α| < 1

Hádanky z ostrova poctivc̊u a padouch̊u (podle R. Smullyana a L. Picka): 32. Jdete kolem tř́ı
obyvatel ostrova a zeptáte se:

”
Kolik je mezi vámi poctivc̊u?“ A odpov́ı nezřetelně, tak se zeptáte

B:
”
Co ř́ıkal A?“ B odpov́ı:

”
A ř́ıkal, že je mezi námi jediný poctivec.“ Nato řekne C:

”
Nevěřte B,

ten lže!“ Co jsou B a C? 33. A řekne:
”
Bud’ jsem já padouch a nebo B je poctivec.“ Co jsou A a

B? 34. A řekne:
”
Já jsem padouch, ale B je poctivec.“ Co jsou A a B? 35. A řekne:

”
B a C

maj́ı stejnou povahu.“ Nato se zeptáte C:
”
Maj́ı A a B stejnou povahu?“ Co odpov́ı C?
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Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.10.2017

Plán: množiny, zobrazeńı, supremum.

Spočteno: AG nerovnost, 36, 44-3, 40, 42

DÚ: Vymyslete protipř́ıklad na obrácenou inkluzi v 44-3

Množiny a zobrazeńı

Dokažte: 36. Necht’ Ai, i = 1, 2, . . . je systém libovolných množin a necht’ Bn = ∪ni=1Ai. Potom
∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn a pro všechna n ∈ N plat́ı Bn ⊂ Bn+1. 37. Je-li nav́ıc Cn+1 = Bn+1 − Bn pro
n ∈ N, C1 = B1, pak plat́ı opět ∪∞n=1An = ∪∞n=1Cn a nav́ıc pro j, k ∈ N, j 6= k je Cj ∩ Ck = ∅.

Určete definičńı obory a načrtněte grafy funkćı 38. f(x) = 2 + sin(x
2
) 39. f(x) = 1 − | log(x)|

40. f(x) = log(log(sin(x))) 41. f(x) = ||||x| − 1| − 1| − 1| Najděte definičńı obor a obor hodnot
funkce 42. f(x) = x−

√
x2 − 1

43. Věta 4: Bud’ f prosté zobrazeńı. Pak plat́ı 1) D(f−1) = R(f), 2) D(f) = R(f−1), 3) f−1 je
zobrazeńı, 4) f−1 je prosté, 5) f−1 ◦ f = idD(f), 6) f ◦ f−1 = idR(f)

44. Věta 3: Necht’ f : A → B, M1,M2 ⊂ D(f), P1, P2 libovolné množiny. Pak 1) f(M1 ∪M2) =
f(M1)∪f(M2), 2) f−1(P1∪P2) = f−1(P1)∪f−1(P2), 3) f(M1∩M2) ⊂ f(M1)∩f(M2), 4) f−1(P1∩P2) =
f−1(P1) ∩ f−1(P2), 5) f(M1 \M2) ⊃ f(M1) \ f(M2), 4) f−1(P1 \ P2) = f−1(P1) \ f−1(P2)

45. Pro která f plat́ı rovnost v předchoźıch bodech 3) a 5)?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12.10.2017

Plán: supremum, infimum

[Z, 21-24],

46. Nalezněte suprema a infima následuj́ıćıch množin: M1 = { 1
n

: n ∈ N}, M2 = { 1√
n

: n ∈ N},
M3 = [0, 1), M4 = {2−n : n ∈ N}, M5 = { p

p+q
: p, q ∈ N}

DÚ: 47. Bud’ y ∈ [0,+∞), n ∈ N, M = {x ∈ (0,+∞) : xn > y}. Pak existuje inf M a plat́ı
y = (inf M)n. Důsledek: existuje funkce n-tá odmocnina.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18.10.2017

limity - aritmetika (polynomy a jejich pod́ıly) - {1/n}, {1/nk}, {n}, {nk}, k ∈ N, [H, cv.3, př.
1,2,3,9], rychlost r̊ustu [Z, 25, 28], r̊ustová škála an/nk, a > 1 a k ∈ N.

DÚ: Dokažte: [Z, 1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19.10.2017

typické posloupnosti-r̊ustová škála [H, cv. 3],
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lim
n→+∞

nα

lg n
= +∞, α > 0,

lim
n→+∞

nk = +∞, k ∈ N,

lim
n→+∞

an

nk
= +∞, a > 1, k ∈ N,

lim
n→+∞

nn

bn
= +∞, b > 0,

lim
n→+∞

n!

(n
a
)n

= +∞, a > e,

lim
n→+∞

(n
a
)n

n!
= +∞, a ∈ (0, e),

Lemma (bez dk):

∀n ∈ N, n ≥ 2 : (
n

e
)n < n! < e2(

n

e
)n+1, kde e = lim

n→+∞
(1 +

1

n
)n.

r̊ustová škála [Z, 31], odstraněńı odmocnin [Z, 27, 29, 39],

DÚ: Ukažte: Je-li an := (
∑n

j=1 1/j)/n, plat́ı limn→+∞ an = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25.10.2017

Řešeńı DÚ z minulé hodiny, limn→+∞
n
√
a = 1, a > 0, limn→+∞

n
√
nk = 1, k ∈ Z, limn→+∞

n
√
n! = +∞,

strážńıci [Z, 30], [H4, 3], aritmetika limit s nekonečny [Z, 38, 41], [Z, 33]

DÚ: [Z, 59]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26.10.2017

Eulerovo č́ıslo [Z, 43-46, 49,59]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.11.2017

test znalost́ı:

lim
n→+∞

√
n2 + n−

√
n2 + 1√

n
(1)

lim
n→+∞

n
√
n+ 3n (2)

lim
n→+∞

n+ n! + en

1 + nn + n4
, (3)

rekurentńı posloupnosti [Z,50], [Z,62,63], limes inferior a superior [Z, 65 a,b]

DÚ: [Z, 34]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2.11.2017
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řešeńı domáćıho úkolu, orientačńı test podobný testu z 1.11., konvergence geometrické řady a řady∑+∞
n=1 n

α, konvergence řad pomoćı srovnávaćıho kritéria ala [K2, 5.1, 31,39,46]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8.11.2017

děkanský den

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9.11.2017

1. zápočtová ṕısemka, konvergence řad s kladnými členy pomoćı limitńıho srovnávaćıho kriteria.

DÚ: Spočtěte:
∑N

n=1 nq
n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15.11.2017

cvičná ṕısemka, přibližně: limn→+∞ n
√
n(
√
n2 + n−

1
2 −

√
n2 + n−

1
3 ), limn→+∞

(
n
n+2

)n
,konvergence

řady
∑+∞

n=1

n√n
(n+2)(n+ n√n) ,

konvergence řad pomoćı pod́ılového, odmocninového kriteria [K2, 5.3, 82, 92, 98]

DÚ: Najděte posloupnost kladných č́ısel {an}+∞n=1 takovou, že pro nekonečně mnoho n ∈ N plat́ı:
an+1/an ≥ 1 a přece

∑+∞
n=1 an konverguje.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16.11.2017

Př́ıklady na konvergenci řad s nezápornými členy podle [K2, Sekce 5.2], pro poč́ıtáńı v lavićıch bylo
zadáno [K2, Sekce 5.2, 90, 94, 97, 100, 109, 117], bylo ukázáno, že

lim
n→+∞

e
3√n

( 3
√
n)k

= +∞, k ∈ Z.

DÚ: Dokažte: Bud’te Bn : {1, . . . , 5} → {1, . . . , 5} bijekce pro n ∈ N. Bud’
∑+∞

n=1 an řada. Definujme
b5n+k = a5n+Bn(k) pro n ∈ N a k ∈ {1, . . . , 5}. Ukažte, že

∑+∞
n=1 an konverguje právě když konverguje

řada
∑+∞

n=1 bn.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22.11.2017

cvičná ṕısemka: vyšetřete konvergenci řad
∑+∞

n=1 cos(n!π/100),
∑+∞

n=1 sin(n)/n2,
∑+∞

n=1 3nn!/(2n)n.

absolutńı a neabsolutńı konvergence řad, absolutńı konvergence implikuje konvergenci, obráceně to
neplat́ı, klasický protipř́ıklad je řada

∑+∞
n=1(−1)n/n, Leibnizovo kriterium - monotonie je nutná, jinak

tvrzeńı neplat́ı, př.
∑+∞

n=1(−1)n(−1)n/n.

Př́ıklady: [K2, Sekce 5.3, 136-145]

DÚ: Přerovnejte řadu
∑+∞

n=1(−1)n/n tak, aby konvergovala.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6.12.2017
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cvičná ṕısemka: vyšetřete konvergenci řad

+∞∑
k=1

3
√
k3 + 1−

√
k2 + 1

10
√
k

,

+∞∑
k=1

k
k
√

1 + 3(k2)

+∞∑
k=1

cos(eπk) sin(
ek

k2 + 1
).

DÚ: Najděte funkce f, g : R → R, x0, A,B ∈ R takové, že limx→x0 f(x) = A, limy→A g(y) = B, ale
neplat́ı, že limx→x0 g(f(x)) = B. Může se stát, že za této situace limx→x0 g(f(x)) existuje, ale nerovn8
se B?

limity funkćı: pod́ıly polynomů a odstraňováńı odmocnin, [K1, Sekce 3.1, řešené př́ılady A-D a v
lavici 1,3,7].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13.12.2017

limity funkćı: cvičný test na odstraňováńı odmocnin [K1, 3.1, 1, 20, 53], opakováńı základńıch limit,
limity inverźı pomoćı věty o limitě složené funkce

lim
x→0

arcsin(x)

x
= 1, (4)

lim
x→0

arctg(x)

x
= 1, (5)

lim
x→0

arccos(x)− π
2

x
= −1, (6)

lim
x→0

arccotg(x)− π
2

x
= −1, (7)

lim
x→+∞

x arccotg(x) = 1 (8)

lim
x→+∞

x(
π

2
− arctg(x)) = 1, (9)

metoda poč́ıtáńı složitěǰśıch limit ohlodáváńım pomoćı aritmetiky limit a znalosti základńıch limit.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14.12.2017

cvičná ṕısemka: [K1, 3.1, 52, 56], limx→π
sin(x)
x−π

limity typu limx→x0(g(x))f(x): [K1, 3.1, 103, 104, 90]

obt́ıžněǰśı v́ıcekrokové limity: [K1, 3.1, 89]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21.12.2017

cvičná ṕısemka:

lim
x→+∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)x2
, lim

x→1

√
1+x
2
−
√
x

x− 1
, lim

x→0

1− cos2(x)

sin2(πx)
.

spojitost: funkce všude nespojitá, funkce spojitá právě v jednom bodě, ve dvou bodech, ve třech bo-
dech, v N. Do př́ıstě si rozmyslete, zda chcete proj́ıt d̊ukaz spojitosti Riemannovy fce v iracionálńıch
č́ıslech. Důkaz spojitosti funkce na definičńım oboru pomoćı vět o spojitosti, dodefinováńı funkce
spojitě pro fci z [K1, 3.2, 96].

derivace: opakováńı derivaćı elementárńıch funkćı, x, xn, exp, lg, sin, arcsin.
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DÚ: Definujte funkci sinh(x) = (exp(x)− exp(−x))/2 pro x ∈ R. Je rostoućı. Ukažte, že je spojitá.
Inverzi k ńı označte argsinh a spočtěte sinh′ a argsinh′.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22.12.2017

Vyřešeńı DÚ, derivace lg(lg(sin(x))), arcsin(2x/(x2+1)) i jednostranné, x2 sin(1/x2) i v nule. Př́ıklady
na procvičeńı: [K1, 4.2, 19, 18, 6b, 33, 27]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3.1.2018

poč́ıtáńı limit posloupnost́ı pomoćı Heineovy věty a limit funkćı [Z, par. 16], limn→+∞ n((cos(1/n)n−
1)

ověřováńı monotonie posloupnost́ı pomoćı derivaćı funkćı ala [Z, 294]

l’Hospitalovo pravidlo [Z, par. 25, par. 27], limx→0 x
−3(sin(x)− arcsin(x)).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4.1.2018

limity pomoćı l’Hospitalova pravidla

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10.1.2018

pr̊uběhy funkćı: [Z, 126], f(x) = lg(x)/
√
x, bump function f(x) = exp(1/(1 − x2)) pro x ∈ (−1, 1),

= 0 jinak.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.1.2018

pr̊uběhy funkćı: dokončeńı pr̊uběhu bump funkce, [Z, 129].
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