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setting:
X Banachův prostor, A : D(A) ⊂ X → X , u : R→ D(A)

ut + Au = 0, t > 0, u(0) = u0 ∈ D(A),

pro každé t je u(t) hladká fce v Ω ⊂ Rd , u0 ≥ 0.

opakováńı entropie H :

I Ljapunovský funkcionál, tj. d
dt
H(u) ≤ 0 pro t > 0

I konvexńı

I d(u, u∗) ≤ F(H(u)− H(u∗))
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pro každé t je u(t) hladká fce v Ω ⊂ Rd , u0 ≥ 0.
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X Banachův prostor, A : D(A) ⊂ X → X , u : R→ D(A)

ut + Au = 0, t > 0, u(0) = u0 ∈ D(A),

pro každé t je u(t) hladká fce v Ω ⊂ Rd , u0 ≥ 0.
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Boltzmannova rovnice

zachováńı hybnosti a energie:

v + w = v ∗ + w ∗, |v |2 + |w |2 = |v ∗|2 + |w ∗|2

rovnice pro f : Rd × R→ R:

∂f (v , t)

∂t
=

∫
Rd

∫
Sd−1

B(v−w , n)(f (v ∗, t)f (w ∗, t)−f (v , t)f (w , t)) dw dn,

kde

v ∗ =
1

2
(v + w + |v − w |n), w ∗ =

1

2
(v + w − |v − w |n)

B(v − w , n) = B(v − w ,
v − w

|v − w |
· n) ≥ 0

slabá formulace:

∀Φ ∈ D(Rd) :
d

dt

∫
Rd

f (v)Φ(v) dv

= −1

4

∫
Rd

∫
Rd

∫
Sd−1

B(v − w , n)[f (v ∗)f (w ∗)− f (v)f (w)]×

[Φ(v ∗) + Φ(w ∗)− Φ(v)− Φ(w)] dn dv dw

zákony zachováńı pro Boltzmannovu rovnici:

Φ(v) = 1 ∨ v ∨ |v |2 =⇒ d

dt

∫
Rd

f (v , t)Φ(v) dv = 0
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zachováńı hybnosti a energie:

v + w = v ∗ + w ∗, |v |2 + |w |2 = |v ∗|2 + |w ∗|2

rovnice pro f : Rd × R→ R:

∂f (v , t)

∂t
=

∫
Rd

∫
Sd−1

B(v−w , n)(f (v ∗, t)f (w ∗, t)−f (v , t)f (w , t)) dw dn,

kde

v ∗ =
1

2
(v + w + |v − w |n), w ∗ =

1

2
(v + w − |v − w |n)

B(v − w , n) = B(v − w ,
v − w

|v − w |
· n) ≥ 0
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p̌ŕıprava pro větu H:

H1(f ) =

∫
Rd

f lg(f ),

U = {f : Rd → [0,+∞);

∫
Rd

f = 1,

∫
Rd

f (v)v dv = 0,∫
Rd

f (v)
|v |2

2
dv =

1

2
}

Věta (Boltzmannova věta H)
Funkce f∞(v) := (2π)−d/2 exp(−|v |2/2) je stacionárńı řešeńı
Boltzmannovy rovnice. Funkcionál H1 je entropie homogenńı
Boltzmannovy rovnice na množině U .

I f∞ je min H1 na U
I H1 je Ljapunovský funkcionál

I f∞ je stacionárńı řešeńı

I jeho jednoznačnost?

I použit́ı Csiczar-Kullback nerovnosti na H1
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I jeho jednoznačnost?
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Boltzmannovy rovnice na množině U .
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Boltzmannovy rovnice na množině U .
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I f∞ je stacionárńı řešeńı
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Věta (Csiczar-Kullback nerovnost)

I
∫

Ω
f =

∫
Ω
g = 1, f ≥ 0, g > 0

I Φ(s) ≥ Φ(1) + Φ′(1)(s − 1) + γ2(s − 1)2χ{s<1}

I HΦ(f ) =
∫

Ω
Φ( f

g
)g

Pak

‖f − g‖2
1 ≤

4

γ2
(HΦ(f )− HΦ(g))

aplikace:

I g := f∞
I Φ(s) = s lg(s)

I HΦ(f ) =
∫
Rd Φ( f

f∞
)f∞

Dostáváme:

‖f − f∞‖2
1 ≤

4

γ2
(HΦ(f )−HΦ(f∞)) =

4

γ2
HΦ(f ) =

4

γ2
(H1(f )−H1(f∞))
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