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Video a motivace

Experimentdini data

Skok z vysky 39 km. Doba letu 9:09 min. Z toho volnym padem 4:29 min.
Po 33s dosazena rychlost 1130 km h=! (313 m s71).

Motivace

P¥ekonat volnym padem rychlost zvuku.
Co je to rychlost zvuku a jak je velika?
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Let Felixe B.

Standardni model atmosféry
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Pad (s odporem prosttedi)

Plan

© Pad (s odporem prosttedy)
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Pad (s odporem prosttedi)

Uvod do modelovani

@ s(t) ...pozice objektu v Zase t

@ Jak urtit rychlost objektu?
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Pad (s odporem prosttedi)

Uvod do modelovani

@ s(t) ...pozice objektu v Zase t

Jak uréit rychlost objektu?
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Pad (s odporem prosttedi)

Uvod do modelovani

@ s(t) ...pozice objektu v Zase t @ Rychlost oznaéime v =5’ a
@ Jak urdit rychlost objektu? zrychleni a = v/ (derivace).
@ Tyto rovnosti jsou prototypy
w 9 diferencialnich rovnic, rovnic, ve

B kterych vystupuji derivace.
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Pad (s odporem prosttedi)

Uvod do modelovani

@ s(t) ...pozice objektu v Zase t @ Rychlost oznaéime v =5’ a
@ Jak urdit rychlost objektu? zrychleni a = v/ (derivace).
@ Tyto rovnosti jsou prototypy
w 9 diferencialnich rovnic, rovnic, ve

B kterych vystupuji derivace.

1

) o Jak vypoditat pohyb télesa o
/ hmotnosti m, na které pisobi
sila F?
@ 2. Newton(iv pohybovy zakon
(bilance hybnosti):
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Pad (s odporem prosttedi)

Pad ve stratosfére

e Tihové sila: F = mg, kde g = 9.8 m s=2 je tihové zrychleni.

@ Pro rychlost Felixe B. dostdvame diferencidlni rovnici
V(t)=g prot>0

s po&atedni podminkou v(0) = 0, YeSeni je v(t) = gt.
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Pad (s odporem prosttedi)

Pad ve stratosfére

e Tihové sila: F = mg, kde g = 9.8 m s=2 je tihové zrychleni.

@ Pro rychlost Felixe B. dostdvame diferencidlni rovnici
V(t)=g prot>0

s po&atedni podminkou v(0) = 0, YeSeni je v(t) = gt.

@ Po 33 s je tedy rychlost 323,4 m s~ 1=1164,2 km h=!. Co? odpovida
¢islu ve zpravé o letu (1130 km h™1).
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Pad (s odporem prosttedi)

Standardni model atmosféry
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Pad (s odporem prosttedi)

Pad ve stratosféfe s odporem prostfedi

2. Newton(iv pohybovy zakon

mv/ =F, kde F=F +F

F1 = mg...tihova sila
F> ...odporova sila prostfedi
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Pad (s odporem prosttedi)

Pad ve stratosféfe s odporem prostfedi

2. Newton(iv pohybovy zakon
mv/ =F, kde F=F +F

F1 = mg...tihova sila
F> ...odporova sila prostfedi

Newtoniiv odporovy vzorec

Sila F, o velikosti |F2| = %CSpv2 pusobi proti rychlosti pohybu.
C ...odporovy soulinitel

S ... pri¥ez objektu

p ... hustota prostfedi
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Pad (s odporem prosttedi)

Pad ve stratosféfe s odporem prostredi 2

Pro rychlost Felixe B. dostavame diferencialni rovnici

Vo g CSpv?
2m

prot >0

s po&atedni podminkou v(0) = 0.
Konstanty uréime nasledovné: p = 0,02 kg m3, C =1, S =0,5 m?,
m = 120 kg.

Petr Kaplicky (KMA MFF UK) Diferencialni rovnice kolem nas 11 /24



Pad (s odporem prosttedi)

Pad ve stratosféfe s odporem prostredi 2

Pro rychlost Felixe B. dostavame diferencialni rovnici

Vo g CSpv?
2m

prot >0

s po&atedni podminkou v(0) = 0.
Konstanty uréime nasledovné: p = 0,02 kg m3, C =1, S =0,5 m?,
m = 120 kg.

1

2
.. ey v Ny . CS .
Rovnici Ize explicitné vy¥esit. Oznalime-li K = (2,772) , plati

1 %Kt 1
V(t) = R e2eKt 4 17

Po dosazeni dostaneme: v(33) = 1123 km h~! (ve zprav& 1130 km h~1).
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Pad (s odporem prosttedi)

Pad ve stratosféfe s odporem prostfedi 3

Rychlost letu v €ase [0,40] s

1200

1000

800

600 |

Rychlost (km/h)

400

200

Cas ()

Petr Kaplicky (KMA MFF UK) Diferencialni rovnice kolem nas 12 /24



Pad (s odporem prosttedi)

Standardni model atmosféry
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Pad tésné nad morem

Pro rychlost Felixe B. dostavame diferencialni rovnici

1
“V=1-—K?? prot>0
g

s potate¢ni podminkou v(0) = 0.
@ Na povrchu Zemé je hustota vzduchu asi p = 1.26 kg m—3.

o Lze spoditat, Ze rychlost Felixe B. se s rostoucim &asem vzdy blizi
hodnoté v, = 1/K.

S konstantami p = 1,26 kg m3 C=1S=1m?2 m=120 kg je
Vioo = 155 km h™1 .
PouZije-li paddk o ploge 25 m?, bude v o, = 31 km h™L.
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Pad (s odporem prosttedi)

Brzdéni bez padaku

Rychlost (kmi/h)

Cas (s)
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Pad (s odporem prosttedi)

Modelovani celého letu

@ Pohyb se stile Fidi rovnici

V=g — CSpv?

t>0
om pro

s po&ate¢ni podminkou v(0) = 0, ale nyni je hustota vzduchu zavisla
na pozici Felixe B. Hustotu atmosféry uréime pomoci:

p(s) = poexp((pog(s — 39000)/po), kde po = 1.26 kg m~3, g = 9.8
m s~2, pg = 101325 Pa.
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Modelovani celého letu

@ Pohyb se stile Fidi rovnici

V=g — CSpv?

t>0
om pro

s po&ate¢ni podminkou v(0) = 0, ale nyni je hustota vzduchu zavisla
na pozici Felixe B. Hustotu atmosféry uréime pomoci:

p(s) = poexp((pog(s — 39000)/po), kde po = 1.26 kg m~3, g = 9.8
m s~2, py = 101325 Pa.

@ Vime: s’ = v a dostdvame pro s rovnici

o g CSroalliosls 39000 m)Y g

s potatetni podminkou s(0) = 0, s’(0) = 0.
@ Tuto rovnici uz neumim ¥esit analyticky a proto pouZzijeme numericky
software.
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Pad (s odporem prosttedi)

Prabéh celého letu

rychlost (km/h) 1

dréha (100m)
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu
Plan

© Newtoniiv problém optimalniho aerodynamického profilu
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

Modelovani

Jak urcit odporovy soudinitel?

o Newton (1685) ¥esil nasledujici
problém: naleznéte téleso s
minimalnim odporem vzduchu.

@ Co to je minimalni odpor
vzduchu?
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/ Ve
Modelovani

Jak urcit odporovy soudinitel?

o Newton (1685) ¥esil nasledujici
problém: naleznéte téleso s I I 1 I J
minimalnim odporem vzduchu.

@ Co to je minimalni odpor
vzduchu?

o Predpoklady: Fidka tekutina,
elastickd srdzka, zakon
zachovani hybnosti

o Priklady: C = 3 pro kouli, |
C =1 pro plochou desku

@ Jak asi vypada optimalni tvar?
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

Aplikace
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Matematicka formulace problému (osovd symetrie)

Hleddme funkci w tak, aby
e w(0) >0, wM)=R, w >0

na (0, M)
w 3 w 2
fM lsfw’(t;% dt + (20) byl
m|n|ma|n|
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Matematicka formulace problému (osovd symetrie)

Hleddme funkci w tak, aby Funkce w
e w(0) >0, wM)=R, w >0
na (0, M)

= [ Vi(jw,(ttp dt + O byl

m|n|ma|n|

@ Problém Ize pfevést na FeSenfi
diferencialni rovnice na (0, M)
(¢ 3
W(t)L _ <
(1+w/(t)?)> 2

pro vhodné ¢ > 0.
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Osové symetrickd feseni

Re¥enf Ize nalézt v parametrlckem tvaru:
o t(z)=5(L+lgz+ 32+ A),

22 2
o w(z) = %(1—;73)

Konstanty ¢ a A jsou uréeny pozadavky t(1)

Obrazek 2.1: Optimalnd feSend radidlné symetrického Newtonova problémn
pro M=% M=RaM=2R.
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

Nesymetricka feseni

Pokud vynechame pfedpoklad osové symetrie, budeme ¥esit nasledujici
problém. Bud K kruh o polom&ru R. Najdéme w : K — [0, M] tak, Ze

@ w je konkdvni
o [, mdx je minimaln{
Je optimalni ¥eSeni osové& symetrické?
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

Nesymetricka feseni

Pokud vynechame pfedpoklad osové symetrie, budeme ¥esit nasledujici
problém. Bud K kruh o polom&ru R. Najdéme w : K — [0, M] tak, Ze
@ w je konkdvni
o [, mdx je minimaln{
Je optimalni YeSeni osové symetrické?
Brock, Ferone, Kawohl (1996)-feSeni neni nikdy osové symetrické
Lachand-Robert, Peletier (2001)-explicitni tvar ¥eSeni
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu
Zavér

e Pomoci Newtonovych zakonl jsme modelovali pad v prosttedi (s
odporem).
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

/avér

e Pomoci Newtonovych zakonl jsme modelovali pad v prosttedi (s
odporem).
@ Nasli jsme optimalni aerodynamicky profil.

o Zjistili jsme, Ze nékterd “zfejmad” fakta nejsou pravdiva.

Petr Kaplicky (KMA MFF UK) Diferencialni rovnice kolem nas 24 / 24



Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

/avér

e Pomoci Newtonovych zakonl jsme modelovali pad v prosttedi (s
odporem).

@ Nasli jsme optimalni aerodynamicky profil.
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

Zavér

e Pomoci Newtonovych zakonl jsme modelovali pad v prosttedi (s
odporem).

@ Nasli jsme optimalni aerodynamicky profil.

o Zjistili jsme, Ze nékterd “zfejmad” fakta nejsou pravdiva.

@ | v klasickych matematickych problémech je mozné dosdhnout novych
vysledki.

e Diferencidlni rovnice jsou kolem nds (na MFF UK).
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Newtoniiv problém optimélniho aerodynamického profilu

/avér

e Pomoci Newtonovych zakonl jsme modelovali pad v prosttedi (s
odporem).

@ Nasli jsme optimalni aerodynamicky profil.
o Zjistili jsme, Ze nékterd “zfejmad” fakta nejsou pravdiva.

@ | v klasickych matematickych problémech je mozné dosdhnout novych
vysledki.

e Diferencidlni rovnice jsou kolem nds (na MFF UK).

Dékuji Vam za pozornost.
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