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Let Felixe B.

Video a motivace

Experimentálńı data

Skok z výšky 39 km. Doba letu 9:09 min. Z toho volným pádem 4:29 min.
Po 33s dosažena rychlost 1130 km h−1 (313 m s−1).

Motivace

Překonat volným pádem rychlost zvuku.
Co je to rychlost zvuku a jak je veliká?
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Let Felixe B.

Standardńı model atmosféry
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Pád (s odporem prosťred́ı)
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Úvod do modelováńı

s(t) . . . pozice objektu v čase t

Jak určit rychlost objektu?

Rychlost označ́ıme v = s ′ a
zrychleńı a = v ′ (derivace).

Tyto rovnosti jsou prototypy
diferenciálńıch rovnic, rovnic, ve
kterých vystupuj́ı derivace.

Jak vypoč́ıtat pohyb tělesa o
hmotnosti m, na které působ́ı
śıla F?

2. Newtonův pohybový zákon
(bilance hybnosti):

mv ′ = F
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Úvod do modelováńı
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Pád ve stratosfé̌re

T́ıhová śıla: F = mg , kde g = 9.8 m s−2 je t́ıhové zrychleńı.

Pro rychlost Felixe B. dostáváme diferenciálńı rovnici

v ′(t) = g pro t > 0

s počátečńı podḿınkou v(0) = 0, řešeńı je v(t) = gt.

Po 33 s je tedy rychlost 323,4 m s−1=1164,2 km h−1. Což odpov́ıdá
č́ıslu ve zprávě o letu (1130 km h−1).
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Standardńı model atmosféry
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Pád ve stratosfé̌re s odporem prosťred́ı

2. Newtonův pohybový zákon

mv ′ = F , kde F = F1 + F2

F1 = mg . . . t́ıhová śıla
F2 . . . odporová śıla prosťred́ı

Newtonův odporový vzorec

Śıla F2 o velikosti |F2| = 1
2CSρv

2 působ́ı proti rychlosti pohybu.
C . . . odporový součinitel
S . . . pr̊ǔrez objektu
ρ . . . hustota prosťred́ı
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Pád ve stratosfé̌re s odporem prosťred́ı 2

Pro rychlost Felixe B. dostáváme diferenciálńı rovnici

v ′ = g − CSρv2

2m
pro t > 0

s počátečńı podḿınkou v(0) = 0.
Konstanty urč́ıme následovně: ρ = 0, 02 kg m3 , C = 1, S = 0, 5 m2,
m = 120 kg.

Rovnici lze explicitně vy̌rešit. Označ́ıme-li K =

(
CSρ
2mg

) 1
2

, plat́ı

v(t) =
1

K

e2gKt − 1

e2gKt + 1
.

Po dosazeńı dostaneme: v(33) = 1123 km h−1 (ve zprávě 1130 km h−1).
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(
CSρ
2mg

) 1
2

, plat́ı

v(t) =
1

K

e2gKt − 1

e2gKt + 1
.
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Pád ve stratosfé̌re s odporem prosťred́ı 3

Rychlost letu v čase [0, 40] s
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Standardńı model atmosféry
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Pád těsně nad mǒrem

Pro rychlost Felixe B. dostáváme diferenciálńı rovnici

1

g
v ′ = 1− K 2v2 pro t > 0

s počátečńı podḿınkou v(0) = 0.

Na povrchu Země je hustota vzduchu asi ρ = 1.26 kg m−3.

Lze spoč́ıtat, že rychlost Felixe B. se s rostoućım časem vždy bĺıž́ı
hodnotě v+∞ = 1/K .

S konstantami ρ = 1, 26 kg m−3, C = 1, S = 1 m2, m = 120 kg je
v+∞ = 155 km h−1 .

Použije-li padák o ploše 25 m2, bude v+∞ = 31 km h−1.
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Bržděńı bez padáku
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Modelováńı celého letu

Pohyb se stále ř́ıd́ı rovnićı

v ′ = g − CSρv2

2m
pro t > 0

s počátečńı podḿınkou v(0) = 0, ale nyńı je hustota vzduchu závislá
na pozici Felixe B. Hustotu atmosféry urč́ıme pomoćı:
ρ(s) = ρ0 exp((ρ0g(s − 39000)/p0), kde ρ0 = 1.26 kg m−3, g = 9.8
m s−2, p0 = 101325 Pa.

V́ıme: s ′ = v a dostáváme pro s rovnici

s ′′ = g − CSρ0 exp((ρ0g(s − 39000)/p0)(s ′)2

2m
t > 0

s počátečńı podḿınkou s(0) = 0, s ′(0) = 0.

Tuto rovnici už neuḿım řešit analyticky a proto použijeme numerický
software.
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Pád (s odporem prosťred́ı)

Pr̊uběh celého letu
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Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu

Plán

1 Let Felixe B.

2 Pád (s odporem prosťred́ı)

3 Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu
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Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu

Modelováńı

Jak určit odporový součinitel?

Newton (1685) řešil následuj́ıćı
problém: nalezněte těleso s
minimálńım odporem vzduchu.

Co to je minimálńı odpor
vzduchu?

Předpoklady: ř́ıdká tekutina,
elastická srážka, zákon
zachováńı hybnosti

Př́ıklady: C = 1
2 pro kouli,

C = 1 pro plochou desku

Jak asi vypadá optimálńı tvar?

Model

Petr Kaplický (KMA MFF UK) Diferenciálńı rovnice kolem nás 19 / 24
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Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu

Aplikace
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Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu

Matematická formulace problému (osová symetrie)

Hledáme funkci w tak, aby

w(0) ≥ 0, w(M) = R, w ′ ≥ 0
na (0,M)

C =
∫M

0
w(t)w ′(t)3

1+w ′(t)2 dt + w(0)2

2 byl

minimálńı

Problém lze p̌revést na řešeńı
diferenciálńı rovnice na (0,M)

w(t)
w ′(t)3

(1 + w ′(t)2)2
=

c

2

pro vhodné c > 0.

Funkce w
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Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu

Osově symetrická řešeńı

Řešeńı lze nalézt v parametrickém tvaru:

t(z) = c
2 ( 1

z2 + lg z + 3
4z4 + A),

w(z) = c
2

(1+z2)2

z3 .

Konstanty c a A jsou určeny požadavky t(1) = 0, w(M) = R.
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Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu

Nesymetrická řešeńı

Pokud vynecháme p̌redpoklad osové symetrie, budeme řešit následuj́ıćı
problém. Bud’ K kruh o poloměru R. Najděme w : K → [0,M] tak, že

w je konkávńı∫
K

1
1+|∇w(x)|2 dx je minimálńı

Je optimálńı řešeńı osově symetrické?

Brock, Ferone, Kawohl (1996)-̌rešeńı neńı nikdy osově symetrické
Lachand-Robert, Peletier (2001)-explicitńı tvar řešeńı
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Newtonův problém optimálńıho aerodynamického profilu

Závěr

Pomoćı Newtonových zákonů jsme modelovali pád v prosťred́ı (s
odporem).

Našli jsme optimálńı aerodynamický profil.

Zjistili jsme, že některá “žrejmá” fakta nejsou pravdivá.

I v klasických matematických problémech je možné dosáhnout nových
výsledk̊u.

Diferenciálńı rovnice jsou kolem nás (na MFF UK).

Děkuji Vám za pozornost.
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Závěr
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Diferenciálńı rovnice jsou kolem nás (na MFF UK).
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výsledk̊u.

Diferenciálńı rovnice jsou kolem nás (na MFF UK).
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