
Jméno:
Konvexńı optimalizace

Sada 3 domáćıch úkol̊u
Terḿın odevzdáńı: 24. ř́ıjna 2017 ve 12:21

Všechna svá řešeńı zd̊uvodněte.

Problém Bod̊u max Bod̊u
1 1
2 2
3 2
4 2
5 3
Σ 10

Problém 1. Bud’ ‖ · ‖ : Rn → R norma, A matice n ×m, c ∈ Rm, b ∈ Rn a
d ∈ R. Dokažte, že pak funce f(x) = ‖Ax + b‖ − cTx− d je konvexńı.
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Problém 2. Dokažte, že funkce f : Rn → R je konvexńı, právě když jej́ı epigraf
je konvexńı podmnožina Rn+1.
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Problém 3. Bud’ ρ pravděpodobnostńı mı́ra na Rn, tj. mı́ra taková, že ρ(Rn) =
1. Pro bod x ∈ Rn definujeme poloprostorovou hloubku bodu x, značenou D(x),
jako infimum

D(x) = inf{ρ(H) : H je poloprostor s hranićı procházej́ıćı x}

(zde ρ(H) je mı́ra H včetně hranice). Dokažte, že D je kvazikonkávńı funkce,
tj. −D je kvazikonvexńı.

Pozn.: Pojem poloprostorové hloubky se použ́ıvá ke zobecněńı pojmu medián
na v́ıce dimenźı. Zobecněný medián je x, který maximalizuje D.
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Problém 4. Vyráb́ıme zmrzlinu jeden rok od ledna do prosince. Máme dobrý
odhad poptávky po zmrzlině během roku: Pro i-tý měśıc roku značme zi počet
tun zmrzliny, které jsme daný měśıc schopńı prodat.

Pot́ıž je v tom, že poptávka se měńı během roku. Můžeme zvyšovat a snižovat
výrobu a zmrzlinu skladovat, ale oboj́ı nás stoj́ı peńıze: Změna výroby o jednu
tunu nahoru či dolu z měśıce na měśıc stoj́ı c Kč a skladováńı tuny zmrzliny
jeden měśıc stoj́ı s Kč. Jak pokrýt poptávku během roku (zač́ınáme v lednu s
prázdným skladem a konč́ıme v prosinci také s prázdným skladem; pro jedno-
duchost předpokládeme, že výrobu v lednu si můžeme bezplatně nastavit, jak
chceme) s minimálńımi náklady?

Zformulujte př́ıklad jako problém lineárńıho programováńı navzdory tomu,
že formulace obsahuje absolutńı hodnoty. Budete si muset pomoci přidáńım
pomocných proměnných.

4



Problém 5. Bud’ X systém složený z mnoha jednoduchých součást́ı (molekul,
lid́ı, . . . ). Tyto součásti se nacháźı ve stavech a1, . . . , an a r̊uzně (a složitě) mezi
těmito stavy přecházej́ı. Označme pi zlomek součást́ı systému, které jsou ve
stavu ai; č́ısla pi se chovaj́ı jako pravděpodobnosti: Máme p1 + · · · + pn = 1 a
pi ≥ 0 pro všechna i. Entropie systému S je daná funkćı

S(p1, . . . , pn) = −
n∑

i=1

pi ln pi,

kde polož́ıme 0 · ln 0 = 0.
Ve fyzice i jinde nás často zaj́ımá, kdy má systém maximálńı entropii za

předpokladu, že o systému známe nějaké makroskopické informace (teplotu,
energii, hybnost a podobně). Maximálńı entropie odpov́ıdá stavu, který je pro
dané hodnoty makroskopických stav̊u nejméně uspořádaný a

”
nejčastěǰśı“.

a) Dokažte, že S je konkávńı funkce.

b) Řekněme, že lidé v populaci mohou být v 99 možných stavech a1, . . . , a99,
které popisuj́ı měśıčńı př́ıjem: Člověk ve stavu ai vydělá za měśıc i tiśıc
Kč hrubého. Najděte rozděleńı př́ıjmů v populaci (tj. č́ısla p1 . . . p99), která
maximalizuj́ı entropii rozděleńı př́ıjmů, v́ıme-li, že pr̊uměrný výdělek za měśıc
je 29 tiśıc hrubého.

Druhou část úlohy řešte na poč́ıtači pomoćı CVXOPT (nebo CVXPY) a jazyka
Python. K optimalizaci s nelineárńı účelovou funkćı budete potřebovat funkci
cvxopt.solvers.cp, která řeš́ı kvadratické programy s účelovou funkćı zadanou
v oracle modelu.

Program mi pošlete na adresu kazda@karlin.mff.cuni.cz. Výstup z programu
mi zkoṕırujte do těla mailu, nemuśıte ho opisovat na paṕır. Pokud mi chcete
udělat radost, vyrobte histogram pravděpodobnost́ı pi (nepovinně).
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Při rešeńı úloh je možné se poradit s daľśımi lidmi (nejlépe daľśımi studenty a
studentkami Konvexńı optimalizace), ale svá řešeńı (včetně programů!) pǐste sa-
mostatně a před termı́nem odevzdáńı úloh sepsaná řešeńı (a programy) nikomu
neukazujte.
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