
Jméno:
Konvexńı optimalizace

Sada 5 domáćıch úkol̊u
Terḿın odevzdáńı: 16. listopadu 2018 ve 12:21

Všechna svá řešeńı zd̊uvodněte.

Problém Bod̊u max Bod̊u
1 2
2 2
3 2
4 2
Σ 10

Problém 1. Dokažte, že libovolný konvexńı optimizačńı problém P je ekviva-
lentńı nějakému konvexńımu optimalizačńımu problému Q s lineárńı účelovou
funkćı.
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Problém 2 (Stopa versus lineárńı formy). Při formulaci SDP ve standardńım
tvaru se běžně použ́ıvá stopa matic. Je tomu tak proto, že stopa součinu matic
má význam skalárńıho součinu na Sn. V této úloze si dokážete speciálńı př́ıpad
tohoto faktu:

Bud’ n ∈ N a f bud’ lineárńı zobrazeńı Sn → R. Dokažte, že pak existuje
matice C ∈ Sn taková, že pro všechna X ∈ Sn plat́ı f(X) = Tr(CX).
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Problém 3. Dokažte, že duálńı kužel k Sn
+ v prostoru Sn je zase Sn

+.

1. Definujeme (Sn
+)? = {A ∈ Sn : ∀B ∈ Sn

+,Tr(BA) ≥ 0}. Dokažte, že
(Sn

+)? ⊆ Sn
+.

2. Bud’te A,B ∈ Sn
+. Použijte fakt, že existuje C taková, že B = CCT , k

d̊ukazu, že Tr(AB) ≥ 0. Vysvětlete, jak z toho plyne Sn
+ ⊆ (Sn

+)?.

Pozn: Bude se vám hodit, že pokud A je matice n ×m an B je matice m × n,
tak Tr(AB) = Tr(BA) (to je základńı lineárńı algebra) a že pro každý vektor
a ∈ Rn je vněǰśı/tenzorový součin aaT prvek Sn

+ (to bylo v prvńı sérii dú). Tato
fakta můžete použ́ıt bez d̊ukazu.
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Problém 4. Pro A matici n× n definujeme jej́ı 2-normu jako

‖A‖2 = sup{‖Av‖2 : v ∈ Rn, ‖v‖2 = 1}.

Dokažte, že
‖A‖2 = inf{s ∈ R+ : ATA � s2I},

kde I je jednotková matice stejných rozměr̊u jako A.
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Problém 5. Naš́ım ćılem je použ́ıt semidefinitńı programováńı (a CVXOPT/CVXPY)
k vyřešeńı následuj́ıćı úlohy: Najděte symetrickou matici ve tvaru(

1 + a −2 + a− b
−2 + a− b −1 + b

)
,

s minimálńı 2-normou. Použijte tvrzeńı z předchoźı úlohy k formulaci (se stručným
komentářem) semidefinitńıho programu, jehož optimalńı řešeńı vám dá takovou
matici. Program pak vyřešte na poč́ıtači a napǐste mi sem hodnoty optimálńıch
a, b. Sv̊uj program mi pošlete na adresu kazda@karlin.mff.cuni.cz.

Můžete bez d̊ukazu použ́ıt, že pro t ≥ 0, jednotkovou 2 × 2 matici I a
libovolnou 2× 2 matici A plat́ı(

tI A
AT tI

)
� 0 ⇔ ATA � t2I.

V CVXOPT budete potřebovat funkci cvxopt.solvers.sdp
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Sem m̊užete psát taky!

Při rešeńı úloh je možné se poradit s daľśımi lidmi (nejlépe daľśımi studenty a
studentkami Konvexńı optimalizace), ale svá řešeńı (včetně programů!) pǐste sa-
mostatně a před termı́nem odevzdáńı úloh sepsaná řešeńı (a programy) nikomu
neukazujte.
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