
Cvičeńı 1. 3. 2012

Č́ınská zbytková věta nám popisuje
”
hodné“ faktorokruhy: Pokud R je okruh a

I1, . . . , Ik (oboustranné) ideály takové, že Ii + Ij = R kdykoli i 6= j, tak
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Pokud R je komutativńı okruh a polynom p má v R invertibilńı vedoućı člen
(např́ıklad p(x) = xn + pn−1x

n−1 + . . . ), tak můžeme v R dělit pomoćı p se
zbytkem. Poč́ıtáńı v okruhu R[x]/pR[x] pak funguje podobně jako poč́ıtáńı v
Zn: Stač́ı provést násobeńı nebo sč́ıtáńı v R[x] a spoč́ıtat zbytek po děleńı p.

Pokud T je těleso, tak T [x] je obor integrity hlavńıch ideál̊u a nav́ıc v něm lze
každý polynom napsat jednoznačně (až na násobeńı nenulovými prvky T ) jako
součin prvočinitel̊u. Na T [x] můžeme také zavést pojmem největš́ıho společného
dělitele (Na rozd́ıl od Z budeme mı́t NSD jednoznačného až na násobeńı nenu-
lovým skalárem.)

Př́ıklad 1. Spočtěte:

1. (x+ 1)2 modulo x2

2. 10x3 + 3x2 + x+ 2 modulo x+ 1

3. (x2 + 1)(x2 + 3x) modulo x3 + 1

Př́ıklad 2. Rozložte v R[x] na součin prvočinitel̊u:

1. x2 − 3x+ 2

2. x3 + x

3. x4 − 2x2 + 1

Př́ıklad 3. Spočtěte NSD polynomů v R[x]:

1. p = x3 + 2x+ 1, q = x2 + 3

2. p = x2 − 1, q = x− 1

3. p = 4x4 + 6x3 + x2 + 1, q = x2 + 4x+ 3

Př́ıklad 4. Dokažte, že polynomy p, q ∈ R[x] jsou nesoudělné, právě když
pR[x] + qR[x] = R[x].
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Př́ıklad 5 (Interpolace). Dokažte pomoćı ČZV, že pro každou n-tici (a1, b1), . . . , (an, bn)
reálných č́ısel (ai jsou po dvou r̊uzná) existuje právě jeden polynom p ∈ R[x]
stupně nejvýše n− 1, že p(ai) = bi.

Př́ıklad 6 (Sd́ıleńı tajemstv́ı). K otevřeńı sejfu je potřeba tajné přirozené č́ıslo
s. Máme k dispozici obř́ı prvoč́ıslo q (tak obř́ı, že q > s). Náhodně (rovnoměrně,
nezávisle) vybereme m č́ısel p1, . . . , pm z tělesa Zq a vyrob́ıme polynom p(x) =
pmxm + pm−1x

m−1 + · · ·+ p1x+ s.
Máme n bankéř̊u, ř́ıkejme jim 1, . . . , n. Bankéři č́ıslo i sděĺıme hodnotu f(i),

č́ıslo q a stupeň polynomu f . Dokažte, že:

1. Skupina libovolných m+ 1 bankéř̊u se dokáže dohodnout a sejf otevř́ıt.

2. Libovolná skupina o m a méně bankéř́ıch nemá lepš́ı šanci sejf otevř́ıt, než
kdyby č́ıslo s tipovali z množiny {1, . . . , q − 1}.

Př́ıklad 7. Pomoćı ČZV dokažte, že pokud reálná č́ısla α, β jsou r̊uzná, m,n ∈
N a p ∈ R[x] je stupně nejvýše m+ n− 1, tak:

1. Polynomy (x− α)n a (x− β)m jsou nesoudělné.

2. Polynom p lze jednoznačně napsat ve tvaru (x − α)ns + (x − β)mt pro
nějaké t, s ∈ R[x].

3. Výraz p
(x−α)n(x−β)m má jednoznačný rozklad na parciálńı zlomky.


