
Cvičeńı 15. 3. 2012

Bud’ d ∈ Z. Potom definujeme okruh Z[
√
d] jako okruh na množině

{a+
√
db : a, b ∈ Z}

s aritmetickými operacemi zděděnými z C (pro př́ıpad d < 0). Pokaždé nám
vznikne komutativńı okruh, ale jeho vlastnosti se mohou výrazně lǐsit podle
volby d. Celá konstrukce přináš́ı něco nového pouze pokud d neńı čtverec celého
č́ısla (tj. d 6= n2), což budeme dále předpokládat.

Užitečná funkce na Z[
√
d] je norma: N : a +

√
db 7→ |a2 − db2|. Pro normu

plat́ı:

1. N(x) ∈ N0

2. N(x) = 0 ⇔ x = 0

3. N(xy) = N(x)N(y)

4. Pokud x|y v Z[
√
d], tak N(x)|N(y) v Z.

5. Prvek x je invertibilńı, právě když N(x) = 1.

6. Pokud N(x) je prvoč́ıslo, tak x je ireducibilńı.

Norma obecně nemuśı být euklidovská norma (funkce φ z minulého cvičeńı).
Např́ıklad pro d =

√
−1 (tzv. Gaussova celá č́ısla) tomu tak ale je.

Př́ıklad 1. Rozhodněte, zda je ireducibilńı:

1. 2x+ 2 v Z[x]

2. 5 v Z

3. 5 v Z[
√
−1]

4. 5 v Z[
√
−2]

5. 5 v Z[
√
5]

Př́ıklad 2. Rozložte v Z[i] na součin ireducibilńıch prvk̊u:

1. 2 + 2i

2. 1− 5i

1



3. 6

4. 11

Př́ıklad 3. Najděte NSD(3i, 2i+ 1) v Z[
√
−1].

Př́ıklad 4. Dokažte vlastnosti normy z úvodu.

Př́ıklad 5. Dokažte, že v okruhu Z[
√
5] existuje ireducibilńı prvek, který neńı

prvočinitel.

Př́ıklad 6. Dokažte, že Z[
√
−1] je euklidovský.

Př́ıklad 7 (Pellova rovnice pro d = 5). Označme G množinu všech kladných
č́ısel a+

√
5b, že a, b ∈ Z a plat́ı a2 − 5b2 = 1. Dokažte:

1. G s násobeńım zděděným z R tvoř́ı grupu

2. G je nekonečná cyklická grupa (najděte generátor!).


