Sedmé cviceni

16. listopadu 2012

Okruh Z][i] je gaussovsky. To znamen4, ze ireducibiln{ prvky se v ném chovaji
velmi podobné jako prvocisla v Z.

Uziteény nastroj: Zavedeme si normu ||a + bi| = a? + b* (druhd mocnina
bézné absolutni hodnoty).

N&s cil: Dokézat, ze v Z[i] jsou ireducibilni prvky prévé £p,+ip prop € N
prvoéislo dévajici po délen{ 4 zbytek 3 a dale vSechna u, ze ||u|| je prvoéislo.

V feseni tlohy 3 se vam muze hodit fakt, ze pro p = 4k + 1 prvocislo vzdy
existuje feseni rovnice 22 4+ 1 = 0 modulo p.

Piiklad 1. Dokaizte, ze v Z[i] plati:
a) pokud u|v, tak |jull[||v]],
b) w je invertibilni, pravé kdyz ||u|| = 1.

Piiklad 2. Dokazte, ze pokud je u € Z[i] takové, ze ||u|| je prvocislo, tak je u
ireducibilni v Z[d].

Priklad 3. Dokazte, ze pokud je p prvocislo takové, ze p = 3 (mod 4), tak jsou
+p, +ip ireducibilni v Z[i].

Piiklad 4. Necht a + bi je ireducibilni prvek Z[i], a,b # 0. Dokaite, Ze:
a) Cislo a — bi je ireducibilni.
b) Pokud a + bi je nesoudélné s 2, tak jsou a + bi nesoudélnd.

¢) Vyuzitim piedchoziho a faktu, ze Z[i] je gaussovsky, dokazte, ze |la + bil|
musi byt prvocislo.

Piiklad 5. Dokazte, ze pokud p = 2 nebo p je prvocislo takové, ze p = 1
(mod 4), tak p nenf ireducibilni v Z[i]. Rada: Vyuzijte existenci odmocniny z
—1v Zy.



