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Okruh Z[i] je gaussovský. To znamená, že ireducibilńı prvky se v něm chovaj́ı
velmi podobně jako prvoč́ısla v Z.

Užitečný nástroj: Zavedeme si normu ‖a + bi‖ = a2 + b2 (druhá mocnina
běžné absolutńı hodnoty).

Náš ćıl: Dokázat, že v Z[i] jsou ireducibilńı prvky právě ±p,±ip pro p ∈ N
prvoč́ıslo dávaj́ıćı po děleńı 4 zbytek 3 a dále všechna u, že ‖u‖ je prvoč́ıslo.

V řešeńı úlohy 3 se vám může hodit fakt, že pro p = 4k + 1 prvoč́ıslo vždy
existuje řešeńı rovnice x2 + 1 = 0 modulo p.

Př́ıklad 1. Dokažte, že v Z[i] plat́ı:

a) pokud u|v, tak ‖u‖|‖v‖,

b) u je invertibilńı, právě když ‖u‖ = 1.

Př́ıklad 2. Dokažte, že pokud je u ∈ Z[i] takové, že ‖u‖ je prvoč́ıslo, tak je u
ireducibilńı v Z[i].

Př́ıklad 3. Dokažte, že pokud je p prvoč́ıslo takové, že p ≡ 3 (mod 4), tak jsou
±p, ±ip ireducibilńı v Z[i].

Př́ıklad 4. Necht’ a + bi je ireducibilńı prvek Z[i], a, b 6= 0. Dokažte, že:

a) Č́ıslo a− bi je ireducibilńı.

b) Pokud a + bi je nesoudělné s 2, tak jsou a± bi nesoudělná.

c) Využit́ım předchoźıho a faktu, že Z[i] je gaussovský, dokažte, že ‖a + bi‖
muśı být prvoč́ıslo.

Př́ıklad 5. Dokažte, že pokud p = 2 nebo p je prvoč́ıslo takové, že p ≡ 1
(mod 4), tak p neńı ireducibilńı v Z[i]. Rada: Využijte existenci odmocniny z
−1 v Zp.
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