
1. Polynomy

Definice 1.1. Necht’ R = (R,+,−, 0, ·, 1) je okruh a G = (G,¯, e) je monoid. Pak definujeme
monoidový okruh RG = (RG,+,−,0, ·,1), kdeRG = {f : G→ R | f(g) = 0 až na konečně mnoho g ∈
G} a př́ıslušné operace jsou definovány následovně:

+

f, f ′ ∈ RG, f + f ′ : G → R

g 7→ f(g) + f ′(g)

−
f ∈ RG, −f : G → R

g 7→ −f(g)

0

0 : G → R

g 7→ 0

·
f, f ′ ∈ RG, f · f ′ : G → R

g 7→
∑

g=h¯h′
h,h′∈G

f(h) · f ′(h′)

1

1 : G → R

e 7→ 1
e 6= g 7→ 0

Poznámka 1.2. (1) Prvky množiny RG často zapisujeme formálně jako f =
∑

g∈G rgg,
kde f(g) = rg ∈ R.

(2) V definici · sč́ıtáme přes všechny rozklady prvku g, tj. přes všechny uspořádané dvojice
[h, h′] takové, že g = h¯h′. Takových rozklad̊u může být nekonečně, nicméně z definice
množiny RG je ihned vidět, že i tak se jedná o konečný součet prvk̊u z R. (čili · je
dobře definovaná operace).

(3) Dokážeme nyńı, že · je asociativńı binárńı operace na množině RG. Pro x, y, z ∈ RG,
g ∈ G máme [(x · y) · z](g) =

∑
g=h¯h′

(x · y)(h) · z(h′) =
∑

g=h¯h′
(

∑
h=h′′′¯h′′

x(h′′′) · y(h′′)) ·
z(h′) =

∑
g=h′′′¯h′′¯h′

x(h′′′) · y(h′′) · z(h′).
Stejně tak [x · (y ·z)](g) =

∑
g=h′′′¯h

x(h′′′) · (y ·z)(h) =
∑

g=h′′′¯h
x(h′′′) · ( ∑

h=h′′¯h′
y(h′′) ·

z(h′)) =
∑

g=h′′′¯h′′¯h′
x(h′′′) · y(h′′) · z(h′). Čili · je asociativńı binárńı operace. Nyńı již

neńı těžké ověřit, že (RG, ·,1) je monoid a že (RG,+,−,0, ·,1) je skutečně okruh.

Lemma 1.3. Necht’ G = (G,¯, e) je monoid a R = (R,+,−, 0, ·, 1) je okruh. Pak G je
podmonoidem v monoidu (RG, ·,1) a R je podokruhem v okruhu RG.
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D̊ukaz. Důkazem prvńıho tvrzeńı bud’ následuj́ıćı prostý monoidový homomorfismus

ψG : G → RG

g 7→ fg

kde zobrazeńı fg je definováno následovně

fg : G → R

g 7→ 1
h 6= g 7→ 0

Důkazem druhého tvrzeńı bud’ následuj́ıćı prostý okruhový homomorfismus

ψR : R → RG

r 7→ fr

kde zobrazeńı fr je definováno následovně

fr : G → R

e 7→ r

g 6= e 7→ 0

Ověřte si jako cvičeńı, že ψG i ψR jsou skutečně prosté homomorfismy. ¤
Př́ıklad 1.4 (Polynomy jedné neurčité nad okruhem R). Uvažme monoid G = (N,+, 0) '
({xn | n ∈ N}, ·, 1), kde binárńı operace · a nulárńı operace 1 jsou definovány následovně:
xm · xn = xm+n a 1 = x0. Isomorfismem těchto dvou monoid̊u je zobrazeńı ϕ : n 7→ xn.
Množina RG pak formálně vypadá následovně: f ∈ RG ⇔ f =

∑
n∈N rnx

n, přičemž f(xn)
je definováno jako rn ∈ R. Okruh RG znač́ıme R[x] a ř́ıkáme, že je to okruh polynom̊u jedné
neurčité nad R. Popǐsme ještě dvě základńı vnořeńı.

ψG : G ↪→ R[x]
n 7→ xn

ψR : R ↪→ R[x]
r 7→ r · x0

Př́ıklad 1.5 (Polynomy konečně mnoha komutuj́ıćıch neurčitých nad okruhem R). Bud’ 1 ≤
n ∈ N. Uvažme monoid Gn = (Nn,+, 0̄) ' ({xk11 , . . . , x

kn
n | (k1, . . . , kn) ∈ Nn}, ·, 1), kde

operace +, 0̄, ·, 1 jsou definovány následovně: (k1, . . . , kn)+(k′1, . . . , k
′
n) = (k1+k′1, . . . , kn+k

′
n),

0̄ = (0, . . . , 0), (xk11 , . . . , x
kn
n ) · (xl11 , . . . , xlnn ) = (xk1+l1

1 , . . . , xkn+ln
n ) a 1 = (x0

1, . . . , x
0
n). Množina

RGn formálně vypadá následovně: f ∈ RGn ⇔ f =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

r(k1,...,kn)x
k1
1 · · ·xkn

n , přičemž

f(xk11 · · ·xkn
n ) je definováno jako r(k1,...,kn) ∈ R. Okruh RGn znač́ıme R[x1, . . . , xn] a ř́ıkáme,

že je to okruh polynom̊u n-neurčitých nad R. Popǐsme ještě dvě základńı vnořeńı.

ψGn : Gn ↪→ R[x1, . . . , xn]

(k1, . . . , kn) 7→ xk11 · · ·xkn
n

ψR : R ↪→ R[x1, . . . , xn]
r 7→ r · x0

1 · · ·x0
n
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Pro obraz zobrazeńı ψGn plat́ı Im ψGn ' Gn = {xk11 · · ·xkn
n | (k1, . . . , kn) ∈ Nn}, což jsou

takzvané monické monočleny . Pro zobrazeńı ψR plat́ı Im ψR ' R = {r · x0
1 · · ·x0

n = r · 1 | r ∈
R}, což jsou takzvané konstantńı polynomy .

Př́ıklad 1.6 (Polynomy κ komutuj́ıćıch neurčitých nad R). Bud’ κ libovolný kardinál. Uvažme
monoid G = (N(κ),+, 0̄) ' ({∏α∈κ x

kα
α | (kα) ∈ N(κ)}, ·, 1). Analogicky jako v předchoźıch

př́ıkladech dostáváme RGκ okruh polynom̊u κ-neurčitých nad R.

Poznámka 1.7. Necht’ R,R1,R2 jsou okruhy, necht’ G,G1,G2 jsou monoidy, necht’ ϕ : R1 → R2

je okruhový homomorfismus a necht’ ϕ′ : G1 → G2 je monoidový homomorfismus. Krásnou
vlastnost́ı konstrukce monoidového okruhu je to, že se z ϕ resp. ϕ′ dá snadno udělat okruhový
homomorfismus ϕ̄ : R1G→ R2G, resp. ϕ̄′ : RG1 → RG2. A to následovně:

ϕ̄ : R1G → R2G∑

g∈G
rgg 7→

∑

g∈G
ϕ(rg)g

a

ϕ̄′ : RG1 → RG2∑

g∈G
rgg 7→

∑

g∈G
rgϕ

′(g)

Ověřte jako cvičeńı, že se skutečně v obou př́ıpadech jedná o okruhový homomorfismus.
Pokud si za G2 zvoĺıme {e} a za ϕ′ zvoĺıme ϕe : G1 → {e}, g 7→ e, dostaneme okruhový

homorfismus z RG1 do R:

ϕ̄e : RG1 → R{e} = R∑

g∈G
rgg 7→

∑

g∈G
rg

Jeho jádrem je přirozeně ideál a tento ideál má sv̊uj název (protože se s ńım často pracuje) a
ř́ıká se mu fundamentálńı ideál .

Př́ıklad 1.8 (Grupové okruhy). Pokud G je dokonce grupa a necht’ R je okruh, pak okruh RG
nazýváme grupovým okruhem grupy G nad okruhem R.

Věta 1.9. Necht’ G je grupa, K komutativńı těleso a 1 ≤ n ∈ N. Pak existuje vzájemně
jednoznačná korespondence mezi tř́ıdami ekvivalence reprezentaćı grupy G stupně n nad K a
tř́ıdami izomorfism̊u levých KG-modul̊u jejichž K-dimenze je n.

D̊ukaz. Uvedeme pouze náznak d̊ukazu. Nejdř́ıvě poznamenejme, že d́ıky vnořeńıK ↪→ KG je
každý KG-modul i K-modul, takže skutečně můžeme požadovat, aby K-dimenze KG-modulu
byla n. Nyńı ke tř́ıdě ekvivalentńıch reprezentaćı najdeme KG-modul. Mějme tedy T tř́ıdu
ekvivalentńıch reprezentaćı stupně n nad K. Poznamenejme, že se jedná o tř́ıdu zobrazeńı
ϕ : G → GL(n,K). Jako nosič modulu M si vezmeme aritmetický prostor n-tic prvk̊u z K,
tedy M = K(n). Definujeme levé násobeńı prvky z KG následovně:

(
∑
g

kgg) ·



k1
...
kn


 def.

=
∑
g

kg · ϕ(g)×



k1
...
kn
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A nyńı ke KG-modulu, jekož K-dimeze je n najdeme reprezentaci grupy G stupně n nad K.
Necht’ tedy N ∈ KG-Mod, dimK N = n a necht’ B je báze N jako K-modulu. Definujme
reprezentaci

ϕ : G → GL(n,K)
g 7→ Ag

kde Ag je matice následuj́ıćıho automorfismu ag modulu N vzhledem k bázi B.

ag : N → N

n 7→ g · n
ag je tedy násobeńı zleva prvkem g. ¤
Př́ıklad 1.10. Bud’ G konečná grupa, |G| = n,K bud’ komutativńı těleso. Označme ϕ regulárńı
reprezentaci G nad K. Užijeme-li značeńı z věty ??, má ϕ následuj́ıćı tvar:

ϕ : G → GL(n,K)
g 7→ ψ(b ◦ Lg ◦ b−1)

Pod́ıvejme se ještě jak vypadá odpov́ıdaj́ıćı levý KG-modul. Jako nosič si vezmeme množinu
M = Kn, což je lineárńı aritmetický prostor dimenze n a násobeńı zleva prvky z KG je
definováno následovně:

(
∑

g∈G
kgg) ·



k1
...
kn


 =

∑
g

kg · ψ(b ◦ Lg ◦ b−1)×



k1
...
kn


 .

Definice 1.11. Necht’ R je okruh a necht’ R[x1, . . . , xn] znač́ı okruh polynomů n-neurčitých
nad R. Z př́ıkladu 1.5 v́ıme, že f ∈ RG ⇔ f =

∑
(k1,...,kn)∈Nn

r(k1,...,kn)x
k1
1 · · ·xkn

n . Definujeme

nosič polynomu f jako supp (f) = {(k1, . . . , kn) | r(k1,...,kn) 6= 0}. Polynom f se dá tedy zapsat
také jako f =

∑
(k1,...,kn)∈supp (f)

r(k1,...,kn)x
k1
1 · · ·xkn

n . Již by mělo být zřejmé, že nosič libovolného

polynomu je konečná množina.

Definice 1.12. Na množině Nn definujeme lexikografické uspořádáńı <LEX klasickým zp̊usobem:
pro (k1, . . . , kn) 6= (l1, . . . , ln) je (k1, . . . , kn) <LEX (l1, . . . , ln), právě když pro i nejmenš́ı
takové, že ki 6= li plat́ı, že ki < li. Definujeme též neostrou verzi tohoto uspořádáńı.

Definice 1.13. Bud’ f =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

r(k1,...,kn)x
k1
1 · · ·xkn

n nenulový polynom z R[x1, . . . , xn].

Každému členu r(k1,...,kn)x
k1
1 · · ·xkn

n ve formálńım zápise polynomu f se ř́ıká monočlen, pokud
nav́ıc r(k1,...,kn) = 1, mluv́ıme o monickém monočlenu. Dále definujeme:

(i) Stupeň polynomu f jako deg (f) = max {∑n
i=1 ki | (k1, . . . , kn) ∈ supp (f)}inN.

Stupeň nulového polynomu definujeme jako −1.
(ii) Výšku polynomu f jako ht (f) = maxLEX {(k1, . . . , kn) | (k1, . . . , kn) ∈ supp (f)} ∈

Nn.
(iii) Vedoućı monočlen polynomu f jako lm (f) = xk11 · · ·xkn

n , kde (k1, . . . , kn) = ht (f).
(iv) Vedoućı koeficient polynomu f jako lc (f) = r(k1,...,kn), kde (k1, . . . , kn) = ht (f).

Př́ıklad 1.14. Uvažme okruh Q[x1, . . . , xn] a polynom f = 3x2
1x5 + 10x12

2 x4 + x7
3. Pak plat́ı

deg (f) = 13, ht (f) = (2, 0, 0, 0, 1), lm (f) = x2
1x5 a lc (f) = 3.
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Př́ıklad 1.15. Uvažme okruh R[x] a libovolný nenulový polynom f =
∑k

n=0 anx
n, ak 6= 0 z

tohoto okruhu. Pak plat́ı deg (f) = k, ht (f) = (k), lm (f) = xk, lc (f) = ak.

2. Mocninné řady

Definice 2.1. Necht’ G = (G,¯, e) je monoid. Řekneme, že monoid G je finitárńı, pokud
každé g ∈ G má jen konečně mnoho vyjádřeńı tvaru g = h¯ h′, h, h′ ∈ G.

Poznámka 2.2. V př́ıkladech 1.4, 1.5 a 1.6 byly monoidy G (definičńı obory zobrazeńı z RG)
finitárńımi monoidy. Dále zřejmě plat́ı, že grupa G je finitárńım monoidem, právě když je to
konečná grupa.

Definice 2.3. Necht’ G = (G,¯, e) je finitárńı monoid a R = (R,+,−, 0, ·, 1) je okruh. Pak
definujeme okruh formálńıch mocninných řad 〈RG〉 = (RG,+,−,0, ·,1), kde RG je množina
všech zobrazeńı z G do R a operace na RG jsou definovány stejně jako v př́ıpadě monoidového
okruhu.

Poznámka 2.4. Zřejmě RG je podokruhem v 〈RG〉.
Př́ıklad 2.5. (1) V př́ıpadě, kdy G = N se 〈RG〉 znač́ı R〈x〉 a prvk̊um tohoto okruhu

ř́ıkáme formálńı mocninné řady a často je zapisujeme ve tvaru
∑∞

0 rnx
n.

(2) V př́ıpadě, kdy G = Nn se 〈RG〉 znač́ı R〈x1, . . . , xn〉 a prvk̊um tohoto okruhu ř́ıkáme
formálńı mocninné řady neurčitých x1, . . . , xn a často je zapisujeme ve tvaru

∑
(k1,...,kn)∈Nn r(k1,...,kn)x

k1
1 . . . xkn

n .
(3) Aby grupa G byla finitárńım monoidem, muśı být konečná. Pokud ale G je konečný

monoid, pak 〈RG〉 = RG. Čili v př́ıpadě kdy G je grupa, nepřinese konstrukce okruhu
formálńıch mocninných řad oproti grupovému okruhu nic nového.

3. Obory integrity

Lemma 3.1. Pokud R je nav́ıc obor integity, pak pro libovolné dva nenulové polynomy f , g
z R[x1, . . . , xn] plat́ı:

(i) lm (f · g) = lm (f) · lm (g)
(ii) lc (f · g) = lc (f) · lc (g)
(iii) ht (f · g) = ht (f) + ht (g)
(iv) deg (f · g) = deg (f) · deg (g).

D̊ukaz. Ověřte jako snadné cvičeńı. ¤
Lemma 3.2. Necht’ R je obor integrity. Pak i R[x1, . . . , xn] je obor integrity.

D̊ukaz. Mějme dva nenulové polynomy zR[x1, . . . , xn]. Potřebujeme dokázat, že i jejich součin
je nenulový polynom. To je však snadným d̊usledkem 3.1. ¤
Lemma 3.3. Necht’ R je obor itegrity, f, g ∈ R[x], g 6= 0 a necht’ lc (g) je invertibilńı v R. Pak
existuj́ı jednoznačně určené polynomy p, q ∈ R[x] takové, že f = q · g + p a deg (p) < deg (g).

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokážeme existenci polynomů p a q. Pokud je deg (f) < deg (g), vezmeme
jako p polynom f a jako q nulový polynom. Necht’ tedy deg (f) = deg (g)+k, k ≥ 0. Polynomy
f a g můžeme vyjádřit v následuj́ıćım tvaru:

f =
m+k∑

n=0

anx
n, g =

m∑

n=0

bnx
n
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kde am+k 6= 0 a bm je invertibilńı v R. Důkaz existence p a q provedeme indukćı dle k. Pokud
je k rovno nule, zvoĺıme p a q následovně:

q = amb
−1
m

p = f − q · g = f − amb
−1
m (

m∑

n=0

bmx
m)

Zřejmě plat́ı, že f = q · g + p a deg (p) < m = deg (g). Necht’ nyńı je k > 0. Položme
f1 = f − am+kb

−1
m xkg, pak deg (f1) < m + k. Polynomy f1 a g splňuj́ı indukčńı předpoklad,

takže existuj́ı q1 a p1 ∈ R[x] takové, že f1 = q1 · g + p1 a deg (p1) < deg (g). Dostáváme:

f = f1 + am+kb
−1
m xkg = (q1 + am+kb

−1
m xk)g + p1

Volbou q = (q1 + am+kb
−1
m xk) a p = p1 máme f = q · g + p a deg (p) < deg (g). Zbývá ukázat

jednoznačnost p a q. Necht’ tedy f = q1 · g + p1 = q2 · g + p2, deg (pi) < deg (g) pro i = 1.2.
Úpravou předchoźıho dostáváme:

(q1 − q2)g = p2 − p1

Předpokládejme pro spor, že (q1− q2) 6= 0. Nyńı spoč́ıtáme stupně polynomů na levé a pravé
straně rovnosti: deg ((q1−q2)g) = deg ((q1−q2))+deg (g) ≥ deg (g), ale deg (p2−p1) < deg (g),
z čehož plyne, že q1 = q2, takže p1 = p2, č́ımž je dokázána jednoznačnost polynomů p a q. ¤
Definice 3.4. Necht’ R je okruh. Potom R je obor integrity hlavńıch ideál̊u (OIHI), pokud
R je obor integrity a každý ideál v R je hlavńı (tj. generovaný jedńım prvkem).

Př́ıklad 3.5. Uved’me pár př́ıklad̊u obor̊u integrity hlavńıch ideál̊u.
(1) Okruh Z je oborem integrity hlavńıch ideál̊u. Ideály vZ jsou právě všechny podmnožiny

tvaru n · Z, n ∈ N, tedy vždy generované jedńım prvkem n.
(2) Každé komutativńı těleso K je jistě oborem integrity hlavńıch ideál̊u, nebot’ K ob-

sahuje právě dva ideály a to 0 = 0 ·K a K = 1 ·K.

Věta 3.6. Necht’ K je komutativńı těleso, pak R = K[x] je obor integrity hlavńıch ideál̊u
(OIHI).

D̊ukaz. Necht’ I je vlastńı ideál v R. Označme n0 minimálńı prvek množiny {n ∈ N | ∃ f ∈
I : f 6= 0∧deg (f) = n} a f0 př́ıslušný polynom z I. Dokážeme, že I = Rf0 = {g · f0 | g ∈ R}.
Zřejmě Rf0 ⊆ I nebot’ I je ideál. Naopak pro libovolný polynom h ∈ I existuj́ı podle lemmatu
3.3 polynomy p a q ∈ R takové, že h = q ·f0+p a deg (p) < deg (f0). Jelikož polynomy h a q ·f0

jsou z ideálu I, je i polynom p z I. Stupeň polynomu f0 byl minimálńı ze všech nenulových
polynomů z I, z čehož plyne, že p je nulový polynom. Takže máme h = q · f0, což dokazuje
opačnou inkluzi. ¤
Př́ıklad 3.7. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že d̊usledek 3.6 nelze zobecnit na okruh polynomů
v́ıce než jedné proměnné. Necht’ R = K[x1, x2], kde K je komutativńı těleso. Uvažme vlastńı
ideál I = R · x1 + R · x2, ukážeme, že tento ideál neńı hlavńı. Pro spor předpokládejme, že
R ·x1 +R ·x2 = R ·f . Pro polynomy x1 a x2 tedy existuj́ı polynomy g1 a g2 tak, že x1 = g1 ·f
a x2 = g2 · f . Z 3.1 dostáváme náleduj́ıćı rovnost:

x1 = lm (x1) = lm (g1) · lm (f)

Ze které plyne, že f = x1 nebo f = 1. Obdobně:

x2 = lm (x2) = lm (g2) · lm (f)
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Z čehož plyne, že f = x2 nebo f = 1. Takže f = 1 a tedy I = R, což je spor nebot’ ideál I
je jistě vlastńı. Tento př́ıklad zároveň ukazuje, že vlastnost okruhu být OIHI se nepřenáš́ı na
okruh polynomů jedné proměnné (d̊ukaz sporem: pokud by se vlastnost být OIHI přenášela
z okruhu R na okruh R[x], měli bychom, že pokud je R OIHI, je j́ım i R[x] a protože
(R[x1])[x2] ' R[x1, x2], je OIHI i R[x1, x2], což je ale spor s naš́ım př́ıkladem).

4. Noetherovské okruhy

Definice 4.1. Okruh R je noetherovský , pokud v R neexistuje nekonečný ostře rostoućı
řetězec ideál̊u (ostře rostoućım řetězcem se mysĺı posloupnost tvaru I1 ( I2 ( I3 ( . . . ).

Lemma 4.2. Okruh R je noetherovský právě, když každý ideál v R je konečně generovaný.

D̊ukaz. Předpokládejme, žeR je noetherovský a pro spor předpokládejme dále, že vR existuje
ideál I, který nemá konečnou podmnožinu generátor̊u. Jelikož I nemá konečnou podmnožinu
generátor̊u, můžeme postupně vyb́ırat prvky r1, r2, · · · ∈ I tak, abychom dostali následuj́ıćı
ostře rostoućı řetězec ideál̊u

0 ( Rr1 ( Rr2 ( · · · ( I ⊆ R.

Což je ale spor s t́ım, že R je noetherovský okruh.
Předpokládejme nyńı, že každý ideál v R je konečně generovaný a pro spor předpokládejme

dál, že R neńı noetherovský okruh, tedy, že v R existuje následuj́ıćı nekonečný ostře rostoućı
řetězec ideál̊u

I1 ( I2 ( · · · ( In ( In+1 ( · · · ( R.

Položme I =
⋃
n<∞ In. Je snadné ověřit, že I je ideál (pro libovolné dva prvky a, b ∈ I

existuje n ∈ N tak, že a ∈ In a b ∈ In, takže i a± b ∈ In ⊆ I a r ·a ∈ In ⊆ I, z čehož plyne, že
I s restrikcemi operaćı z R je ideál). Necht’ tedy {r1, . . . , rn} ⊆ I je jeho konečná podmnožina
generátor̊u. Jistě pro každé ri existuje jri ∈ N tak, že ri ∈ Ijri

. Položme j = maxi=1,...,k jri .
Pak ale I ⊆ Ij , čili I = Ij , což je spor s t́ım, že Ij+1 ) Ij . ¤
Věta 4.3 (Hilbertova o bázi). Necht’ R je noetherovský okruh. Pak okruh R[x1, . . . , xn] je
také noetherovský.

D̊ukaz. V prvńı řadě si uvědomı́me, že tvrzeńı stač́ı dokázat jen pro př́ıpad n = 1, zbytek
totiž plyne z isomorfismu okruh̊u R[x1, x2] ' (R[x1])[x2]. Dále dle 4.2 stač́ı ukázat, že každý
ideál okruhu R[x1] je konečně generovaný. Označme S = R[x1].

Necht’ I je ideál v S. Pro každé n ≥ 0 přirozené definujme množinu Jn = {r ∈ R | ∃ 0 6=
fr ∈ I : lc (fr) = r,deg (fr) = n}∪{0}. Ukážeme, že Jn jsou ideály v R a že máme následuj́ıćı
řetězec ideál̊u v R

J0 ⊆ J1 ⊆ · · · ⊆ Jn ⊆ Jn+1 ⊆ · · · ⊆ R.

• Jistě 0 ∈ Jn. Pokud r, r′ ∈ Jn, pak i r + r′ ∈ Jn, nebot’ lc (fr + f ′r) = r + r′ (pokud
r + r′ 6= 0). Pokud r ∈ Jn, pak i −r ∈ Jn, nebot’ lc (−fr) = −r. Pokud 0 6= s ∈ R a
zároveň 0 6= r ∈ Jn, pak i sr ∈ Jn, nebot’ lc (sfr) = sr.

• Pokud 0 6= r ∈ Jn, pak r ∈ Jn+1, nebot’ deg (xfr) = n+ 1 a lc (xfr) = r.
Podle předpokladu je R noetherovský okruh, tedy existuje m ≥ 0 přirozené takové, že se
řetězec u Jm zastav́ı, tedy takové m, že Jm+k = Jm pro každé k ≥ 0 přirozené. Dále všechny
ideály Jn jsou konečně generované dle 4.2. Označme {ri,0, . . . , ri,ki

} konečnou generuj́ıćı podmnožinu
ideálu Ji. Ukážeme, že konečná množina F polynomů

{fr0,0 , . . . , fr0,k0
, fr1,0 , . . . , fr1,k1

, . . . , frm,0 , . . . , frm,km
} = F ⊆ I
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generuje I
Zřejmě

∑
f∈F Sf ⊆ I, protože I je ideál. Pro opačnou inkluzi předpokládejme pro spor,

že existuje nenulový polynom g ∈ I \ ∑
f∈F Sf . Vyberme takové g minimálńıho stupně a

označme n = deg (g), r = lc (g). Rozlǐsme dva připady
n ≤ m: Máme r ∈ Jn, proto r = rn,0r

′
0 + · · ·+rn,knr

′
kn

pro nějaké r′0, . . . r
′
kn
∈ R. Tedy lc (g) =

lc (frn,0)r
′
0 + · · ·+lc (frn,kn

)r′kn
. Pak ale g′ = g−frn,0r

′
0 + · · ·+frn,kn

r′kn
∈ I \∑

f∈F Sf
a nav́ıc deg (g′) < deg (g), což je spor s předpokladem, že g je minimálńıho stupně.

n > m: Máme r ∈ Jn, proto r = rn,0r
′
0 + · · ·+rn,knr

′
kn

pro nějaké r′0, . . . r
′
kn
∈ R. Tedy lc (g) =

lc (frn,0)r
′
0 + · · ·+ lc (frn,kn

)r′kn
. Pak ale g′ = g − xn−mfrn,0r

′
0 + · · ·+ xn−mfrn,kn

r′kn
∈

I\∑f∈F Sf a nav́ıc deg (g′) < deg (g), což je spor s předpokladem, že g je minimálńıho
stupně.

Dokákzali jsme že v R[x1] je každý ideál konečně generovaný, dle 4.2 je R[x1] noetherovský
okruh. ¤

Nyńı se opět budeme věnovat výhradně obor̊um integrity, tedy komutativńım okruh̊um, ve
kterých plat́ı ab = 0 ⇒ (a = 0 ∨ b = 0)

Lemma 4.4. Necht’ R je obor integrity hlavńıch ideál̊u, pak R je noetherovský obor integrity.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že v R existuje nekonečný ostře rostoućı řetězec ideál̊u
I1 ( I2 . . . In ( In+1 ( . . . . Uvažme množinu I =

⋃
n∈N In. Je snadné ověřit, že I je ideál.

Protože I je ideál, existuje r ∈ R takové, že I = R · r, ale zároveň muśı existovat i n ∈ N
takové, že r ∈ In. Protože In je ideál, plat́ı, že R · r ⊆ In, což implikuje I ⊆ In ⊆ I. Takže
dostáváme I = In = In+1, což je spor s t́ım, že řetězec ideál̊u byl ostře rostoućı. ¤

5. Gaussovy obory integrity a obory integrity jednoznačných rozklad̊u
(UFD)

Definice 5.1. Necht’ R je obor integrity, a, b ∈ R. Řekneme, že a děĺı b (a je dělitelem b),
pokud ∃ c ∈ R tak, že b = ac (ekvivalentně Rb ⊆ Ra). Značeńı a | b. Pokud nav́ıc Rb ( Ra,
řekneme, že a je vlastńım dělitelem b. Dále řekneme, že a je asociováno s b, pokud a | b a
zároveň b | a (ekvivalentně Ra = Rb). Značeńı a ‖ b. Relace být asociován je relace ekvivalence
na množině R.

Př́ıklad 5.2. Necht’ R je obor integrity, r ∈ R. Pak r ‖ 1 právě, když r je invertibilńı. Důkaz
můžeme provést např́ıklad takto: r ‖ 1 právě tehdy, když R · r = R · 1 = R, což je právě
tehdy, když existuje prvek s ∈ R takový, že s · r = 1, tedy právě tehdy, když r je invertibilńı
prvek R.

Př́ıklad 5.3. Necht’ R je obor integrity, r ∈ R. Pak r ‖ 0 právě když r = 0.

Lemma 5.4. Necht’ R je obor integrity a necht’ r a s jsou jeho dva nenulové prvky. Pak r je
asociováno s s v R, právě když v R existuje invertibilńı prvek u takový, že r = u · s.
D̊ukaz. Pokud je r asociováno s s v R, existuj́ı r1, s1 ∈ R tak, že r1 · r = s a s1 · s = r.
Dostáváme (r1 · s1) · s = s, z čehož plyne s · (1 − r1 · s1) = 0 a jelikož je dle předpokladu s
nenulové, máme r1 · s1 = 1. Hledané u je tedy s1.

Pokud v R existuje invertibilńı prvek u takový, že r = u · s, pak R · r = R · u · s = R · s, z
čehož plyne, že r a s jsou asociované. ¤



9

Definice 5.5. Necht’ R je obor integrity, r ∈ R. Řekneme, že r je ireducibilńı prvek, pokud
r 6= 0, r ∦ 1 a kdykoli s | r, pak bud’ s ‖ r nebo s ‖ 1 (tj. r nemá vlastńı dělitele).

Definice 5.6. Necht’ R je obor integrity, r ∈ R. Řekneme, že r je prvočinitel , pokud r 6= 0,
r ∦ 1 a kdykoli r | st, pak r | s nebo r | t (tj. Rr je prvoideál v R).

Poznámka 5.7. Necht’ R je obor integrity, necht’ r ∈ R je prvočinitel a necht’ s1, . . . , sn ∈ R.
Z definice prvočinitele se snadno indukćı dokáže následuj́ıćı implikace: r | (s1 · · · sk) ⇒ ∃ k ∈
{1, . . . , n} : r | sk.
Lemma 5.8. Necht’ R je obor integrity. Pak každý prvočinitel je ireducibilńı.

D̊ukaz. Necht’ r je prvočinitel. Pokud prvek s děĺı r, pak existuje prvek s′ ∈ R takový, že
r = s · s′. Jistě r | s · s′ a protože r je prvočinitel, plat́ı, že r | s nebo r | s′. Pokud nastane
prvńı možnost, jsme hotovi. Předpokládejme tedy druhou možnost, tedy s′ = r ·r′. Dostáváme
r = s ·s′ = s ·r ·r′, což implikuje r ·(1−s ·r′) = 0 a protože r je jistě nenulové, máme 1 = s ·r′,
z čehož plyne, že s ‖ 1 . ¤

Př́ıklad 5.9. PodmnožinaR5 = {a+b√5 | a, b ∈ Z} ⊆ R spolu s operacemi z R tvoř́ı okruh. Lze
ukázat, že prvek 2 je ireducibilńı, ale nejedná se o prvočinitel, nebot’ 2 | 4 = (1+

√
5)(−1+

√
5),

ale 2 neděĺı 1 +
√

5, ani −1 +
√

5.

Definice 5.10. Necht’ R je obor integrity. R splňuje podmı́nku (K) (podmı́nku konečnosti
řetězc̊u vlastńıch dělitel̊u), pokud v R neexistuje nekonečný ostře rostoućı řetězec hlavńıch
ideál̊u.

Poznámka 5.11. Zřejmě každý noetherovský obor integrity splňuje podmı́nku (K).

Definice 5.12. Necht’ R je obor integrity. R splňuje podmı́nku (D) (podmı́nku existence
nejvěťśıho společného dělitele), pokud pro každé r, s ∈ R existuje t ∈ R takové, že

(1) t | r a t | s, čili t je společný dělitel r a s, což znač́ıme t = SD (r, s),
(2) pro každé t′ ∈ R plat́ı následuj́ıćı implikace: (t′ | r ∧ t′ | s) ⇒ t′ | t, čili t je dělen

každým společným dělitelem r a s.
Toto t znač́ıme NSD (r, s) a ř́ıkáme, že je to nejvěťśı společný dělitel r a s.

Definice 5.13. Necht’ R je obor integrity. R splňuje podmı́nku (P) (prvoč́ıselnou podmı́nku),
pokud každý ireducibilńı prvek R je prvočinitelem.

Definice 5.14. Necht’ R je obor integrity. R splňuje podmı́nku (E) (podmı́nku existence ire-
ducibilńıch rozklad̊u), pokud pro každý nenulový prvek a ∈ R, který neńı asociovaný s 1 plat́ı,
že a je součinem ireducibilńıch prvk̊u (tj. ∃n ∈ N, ∃ a1, . . . an ∈ R, ai ireducibilńı pro každé i :
a = a1 · · · an).
Definice 5.15. Necht’ R je obor integrity. R splňuje podmı́nku (J) (podmı́nku jednoznačnosti
ireducibilńıch rozklad̊u), pokud plat́ı následuj́ıćı implikace. Necht’ {a1, . . . , am}, {b1, . . . , bn}
jsou dvě neprázdné množiny ireducibilńıch prvk̊u z R takové, že a1 · · · am = b1 · · · bn, pak
n = m a existuje permutace π ∈ Sm taková, že ai ‖ bπ(i) pro každé i = 1, . . . ,m.

Definice 5.16. Necht’ R je obor integrity. Pak
(i) R je Gauss̊uv , pokud R splňuje podmı́nky (K) a (D),
(ii) R je UFD (obor integrity jednoznačných rozklad̊u), pokud každé nenulové r ∈ R, pro

které plat́ı r ∦ 1, lze vyjádřit jako součin prvočinitel̊u.
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Poznámka 5.17. Necht’ R je UFD. Ukážeme, že z existence plyne jednoznačnost. Vezměme
nenulové r ∈ R, pro které plat́ı r ∦ 1. Máme r = p1 · p2 · · · pm a předpokládejme dále, že
r = q1 · q2 · · · qn. Jistě p1 | q1 · q2 · · · qn, takže existuje index i, že p1 | qi (BÚNO i = 1, jinak
můžeme prvočinitele qi přeč́ıslovat). Z definice prvočinitele máme, že nutně p1 ‖ q1. Takto
můžeme postupovat indukćı dále, až dostaneme, že m = n a ∃π ∈ Sn : pi ‖ qπ(i) pro každé
i = 1, . . . , n.

Poznámka 5.18. Nyńı dokážeme, že mezi právě definovanými podmı́nkami plat́ı následuj́ıćı
vztahy:

((K))

®¶

∧KS

®¶

(D))

®¶
((E) ∧ (P))

®¶
(J)

Lemma 5.19. Necht’ R je obor integrity. Pak plat́ı: (K) ⇒ (E).

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že máme nenulové a ∈ R, které neńı asociováno s 1 takové,
že a neńı součinem ireducibilńıch prvk̊u. Pro a tedy plat́ı, že a = a0 · a1, kde a0 a a1 jsou
vlastńı dělitelé a. Takto můžeme pokračovat dále (např. a0 = a00 ·a01) a dostaneme následuj́ıćı
nutně nekonečný strom T :

a

mmmmmmmmmmmmmmmm

QQQQQQQQQQQQQQQQ

a0

zz
zz

zz
zz

DD
DD

DD
DD

a1

zz
zz

zz
zz

DD
DD

DD
DD

a00 a01 a10

yy
yy

yy
yy

FF
FF

FF
FF

F a11

Tento strom je spočetně nekonečný a 2-větv́ıćı, takže z Konigovy věty plyne, že v T existuje
nekonečná větev, což znamená, že v R existuje následuj́ıćı nekonečný ostře rostoućı řetězec
hlavńıch ideál̊u: R · a ( R · a1 ( R · a10 ( R · a010 . . . , č́ımž jsme dostali spor s podmı́nkou
(K). ¤

Důsledek 5.20. Okruh R = K[x1, . . . , xn] splňuje podmı́nku (E).

Lemma 5.21. Necht’ R je obor integrity splňuj́ıćı podmı́nku (D) a necht’ a, b ∈ R, 0 6= d ∈ R.
Pak plat́ı následuj́ıćı implikace: c = NSD (a, b) ⇒ cd = NSD (ad, bd).

D̊ukaz. Označme e = NSD (ad, bd). Protože c = NSD (a, b), existuj́ı x, y ∈ R tak, že cx = a
a cy = b. Máme tedy cdx = ad a cdy = bd, takže cd je společným dělitelem ad a bd. Z
definice největš́ıho společného dělitele plyne, že existuje f ∈ R tak, že cdf = e. Našim ćılem
bude ukázat, že f ‖ 1 (pak totiž cd ‖ e, z čehož plyne že cd = NSD (ad, bd)). Protože
e = NSD (ad, bd), existuj́ı u, v ∈ R tak, že eu = ad a ev = bd. Dostáváme cdfu = ad a
cdfv = bd, což implikuje d(cfu − a) = 0 a d(b − cfv) = 0 a podle předpokladu věty máme
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cfu = a a cfv = b. Takže cf = SD (a, b), z čehož plyne, že cf | c a to konečně implikuje
f ‖ 1. ¤
Lemma 5.22. Necht’ R je obor integrity. Pak plat́ı: (D) ⇒ (P).

D̊ukaz. Uvažme nenulový prvek r ∈ R, který neńı asociován s 1 a je ireducibilńı, dokážeme, že
r je prvočinitel. Předpokládejme, že r | s1 · s2 a že r - s1, naš́ım ćılem je tedy ukázat, že r | s2.
Označme t = NSD (r, s1). Protože t jistě děĺı r, dostáváme z definice ireducibilńıho prvku, že
t ‖ r nebo t ‖ 1. Pokud by nastala prvńı možnost, měli bychom r | s1, což podle předpokladu
neńı možné. Plat́ı tedy druhá možnost. Z lemmatu 5.21 plyne následuj́ıćı implikace 1 =
NSD (r, s1) ⇒ s2 = NSD (r · s2, s1 · s2) a protože r | s1 · s2 máme, že r = SD (r · s2, s1 · s2), z
čehož plyne, že r | s2. ¤
Lemma 5.23. Necht’ R je obor integrity. Pak plat́ı: (P) ⇒ (J).

D̊ukaz. Dokážeme následuj́ıćı silněǰśı tvrzeńı. Necht’ {a1, . . . , am}, {b1, . . . , bn} jsou dvě neprázdné
množiny ireducibilńıch prvk̊u z R takové, že (a1 · · · am) ‖ (b1 · · · bn), pak n = m a exis-
tuje permutace π ∈ Sm taková, že ai ‖ bπ(i) pro každé i = 1, . . . ,m. Důkaz provedeme
indukćı dle k = m+ n. Pokud k = 2, je tvrzeńı triviálně splněné. Pokud k = 3, vypadá část
předpokladu silněǰśıho tvzeńı následovně: a1 ·a2 ‖ b1 (popř. a1 ‖ b1 ·b2), jenže v obou př́ıpadech
dostáváme spor s ireducibilitou prvk̊u z obou množin. Necht’ tedy je m+ n = k ≥ 4 a necht’
(a1 · · · am) ‖ (b1 · · · bn). Máme a1 · · · am = u · b1 · · · bn, kde u ‖ 1. Jistě am | (u · b1) · b2 · · · bn a
protože am je prvočinitel, existuje podle poznámky 5.7 j ∈ {1, . . . , n} (toto j označ́ıme jako
π(m)) tak, že am | bπ(m) a protože am i bπ(m) jsou prvočinitelé, plat́ı, že am ‖ bπ(m), z čehož
plyne bπ(m) = um · am, kde um ‖ 1. Dostáváme:

a1 · · · am = u · b1 · · · bn
a1 · · · am = u · b1 · · · bπ(m)−1 · (um · am) · bπ(m)+1 · · · bn

a1 · · · am−1 = (u′ · b1) · · · bπ(m)−1 · bπ(m)+1 · · · bn
kde u′ je asociováno s 1 a protože m−1+n−1 = k−2, můžeme použ́ıt indukčńı předpoklad,
ze kterého plyne m = n a existence π′ ∈ Sm−1 tak, že ai ‖ bπ′(i) pro i = 1, . . . ,m − 1.
Hledanou permutaci π ∈ Sm źıskáme z permutace π′ ∈ Sm−1 dodefinováńım na prvku m a to
následovně: π(m) = j. ¤
Lemma 5.24. Necht’ R je obor integrity. Pak plat́ı: ((E) ∧ (J)) ⇒ (K).

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že existuje následuj́ıćı ostře rosoućı řetězec hlavńıch ideál̊u:

R · a1 ( R · a2 ( R · a3 ( · · · ( R · an ( R · an+1 ( . . .

Prvek a1 jistě neńı asociován s 1, nebot’ pak by R · a1 = R a můžeme též předpokládat, že
a1 6= 0 (pokud by a1 = 0, začali bychom řetězec prvkem R · a2). Z podmı́nky (E) plyne, že
prvek a1 má ireducibilńı rozklad, tedy a1 = b1 · · · bn, n ∈ N. Z ostře rostoućıho řetězce plyne
následuj́ıćı:

a1 = a2d1 = a3d2d1 = . . . = an+1dndn−1 · · · d1 = . . .

Jak pro prvky ai, tak pro prvky di, i = 1, 2, . . . plat́ı, že jsou nenulové a nejsou asociované
s 1. Z podmı́nky (E) plyne, že prvek an+1 a každý z prvk̊u di, i = 1, 2, . . . má ireducibilńı
rozklad. Každý z těchto rozklad̊u obsahuje alespoň jeden ireducibilńı prvek, č́ımž jsme dostali
ireducibilńı rozklad prvku a1, který má alespoň n+1 člen̊u, což je spor s podmı́nkou (J). ¤
Lemma 5.25. Necht’ R je obor integrity. Pak plat́ı: ((E) ∧ (J)) ⇒ (D).
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D̊ukaz. Mějme dva prvky a, b ∈ R, chceme ukázat, že existuje jejich největš́ı společný dělitel
c. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a i b jsou nenulové a nejsou asociovány s
1. Z předpoklad̊u plyne existence následuj́ıćıch rozklad̊u:

a ‖ pk11 · · · pkm
m

b ‖ ql11 · · · qlnn
kde prvky pi, i = 1, . . . ,m a qi, i = 1, . . . , n, jsou ireducibilńı a plat́ı, že pi ∦ pj pro i 6=
j, i, j ≤ m a qi ∦ qj pro i 6= j, i, j ≤ n. Zřejmě existuje j ≤ m tak, že prvky rozklad̊u můžeme
přeuspořádat tak, aby platilo následuj́ıćı:

pi ‖ qi ∀ i ∈ {1, . . . , j}
pi ∦ qk ∀ i ∈ {j + 1, . . . ,m}, ∀ k ∈ {1, . . . , n}
qi ∦ pk ∀ i ∈ {j + 1, . . . , n}, ∀ k ∈ {1, . . . ,m}

Pro i ∈ {1, . . . , j} označme ri = min (ki, li). Nyńı dokážeme, že prvek

c =
{
pr11 · · · prjj , pokud j > 0
1, pokud j = 0

je největš́ım společným dělitelem prvk̊u a a b. Zřejmě c je společným dělitelem a a b. Mějme
libovolný společný dělitel d prvk̊u a a b, ukážeme, že d | c. Ze vztahu d = SD (a, b) plyne
exitence prvk̊u x, y ∈ R takových, že dx = a a dy = b. Z předpoklad̊u máme existenci
ireducibilńıho rozkladu d = sh1

1 · · · sht
t . Ze vztahu dx = a a podmı́nky (J) plyne, že t ≤ m a že

existuje zobrazeńı π : {1, . . . , t} → {1, . . . ,m} takové, že plat́ı si ‖ pπ(i), i = 1, . . . , t a zároveň
dostáváme, že hi ≤ ki, i = 1, . . . t. Ze vztahu dy = b a podmı́nky (J) plyne, že t ≤ n a že
existuje zobrazeńı σ : {1, . . . , t} → {1, . . . , n} takové, že plat́ı si ‖ qσ(i), i = 1, . . . , t a zároveň
dostáváme, že hi ≤ li, i = 1, . . . t. Z předchoźıch vzath̊u plyne, že qσ(i) ‖ pπ(i), což implikuje
σ(i) = π(i) ≤ j. Dostáváme, že d ‖ ph1

π(1) · · · pht

π(t) a protože hi ≤ min (ki, li) = ri, i = 1, . . . , t,
máme d | c, č́ımž je d̊ukaz hotov. ¤

Věta 5.26. Necht’ R je obor integrity. Pak následuj́ıćı je ekvivalentńı

(1) R je Gauss̊uv,
(2) R je UFD,
(3) R splňuje podmı́nky (K) a (D),
(4) R splňuje podmı́nky (E) a (J),
(5) R splňuje podmı́nky (E) a (P).

(všchny tyto podmı́nky splňuje obor integrity R = K[x], kde K je komutativńı těleso)

D̊ukaz. (1) ⇔ (3): je př́ımo definice. (1) ⇒ (4): plyne z 5.19, 5.22, 5.23. (4) ⇒ (1): plyne z
5.24, 5.25. (4) ⇒ (5): plyne z 5.25, 5.22. (5) ⇒ (4): plyne z 5.23. (2) ⇒ (5): lehké cvičeńı. ¤

Lemma 5.27. Necht’ R je obor integrity hlavńıch ideál̊u. Pak R je UFD.

D̊ukaz. V prvńı řadě, R je noetherovský okruh podle 4.4, čili 5.11 implikuje podmı́nku (K).
Zbývá dokázat, že R splňuje podmı́nku (D). Vezměme libovolná a, b ∈ R. Vı́me, že ideál
Ra + Rb je hlavńı, takže Ra + Rb = Rc pro nějaké c ∈ R. Je snadné cvičeńı ukázat, že
c = NSD (a, b). ¤
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6. Euklidovské obory integrity

Definice 6.1. Necht’ R je obor integrity. Pak R je Euklidovský obor integrity, pokud existuje
zobrazeńı ϕ : R→ Z maj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

(1) (∀ a, b ∈ R, b 6= 0): a | b⇒ ϕ(a) ≤ ϕ(b).
(2) (∀ a, b ∈ R, b 6= 0)(∃ c, d ∈ R) : a = b · c+ d ∧ ϕ(d) < ϕ(b)

Zobrazeńı ϕ se nazývá Euklidovská norma na R.

Př́ıklad 6.2. Uved’me pár př́ıklad̊u Euklidovských obor̊u integrity.
(1) Bud’ R = Z a Euklidovskou normu na R definujeme následovně:

ϕ : R → Z
z 7→ |z|

Tento př́ıklad zároveň ukazuje, že prvky c, d ∈ R z definice 6.1 nemuśı být určeny
jednoznačně (např. 5 = 3 · 2− 1 a 5 = 2 · 2 + 1).

(2) Bud’ R = K[x], kde K je komutativńı těleso a Euklidovskou normu na R definujeme
následovně:

ϕ : R → Z
0 7→ −1

f 6= 0 7→ deg (f)

(3) Bud’ R = {a + b · i | a, b ∈ Z} ⊆ C (této množině ř́ıkáme Gaussova celá č́ısla),
Euklidovskou normu na R definujeme následovně:

ϕ : R → Z
a+ b · i 7→ a2 + b2.

Dokážeme, že zobrazeńı ϕ má vlastnosti (1) a (2) z definice 6.1. Máme ϕ((a+ bi)(c+
di)) = (ac− bd)2 + (ad+ cb)2 = (a2 + b2)(c2 + d2) = ϕ(a+ bi) ·ϕ(c+ di). Nyńı pokud
r | s 6= 0, existuje nenulové r′ ∈ R tak, že s = r · r′, což implikuje ϕ(s) = ϕ(r) ·ϕ(r′) a
jelikož ϕ(r′) ≥ 1, máme ϕ(r) ≤ ϕ(s), což jsme chtěli dokázat. Mějme nyńı c = a+ bi
a 0 6= c′ = a′ + b′i, pak jistě existuje d ∈ C, d = e + fi, (e, f ∈ R) takové, že
c = c′d. Označme d′ = e′ + f ′i, (e′, f ′ ∈ Z) takový prvek R, že plat́ı: |e− e′| ≤ 1/2 a
|f − f ′| ≤ 1/2. Dále označme g = c− c′d′, což je také prvek R. Pak jistě c = c′d′ + g
a také ϕ(g) = ϕ(c− c′d′) = ϕ(c′d− c′d′) = ϕ(c′) · ϕ(d− d′) ≤ ϕ(c′) nebot’ ϕ(c′) > 0 a
ϕ(d− d′) ≤ 1/2, č́ımž je d̊ukaz hotov.

(4) Bud’ R = {a +
√

2 · b | a, b ∈ Z} ⊆ R a Euklidovskou normu na R definujeme
následovně:

ϕ : R → Z
a+

√
2 · b 7→ a2 + 2b2

Lemma 6.3. Necht’ R je Euklidovský obor integrity s Euklidovskou normou ϕ. Pak plat́ı:
(i) ∀ r ∈ R \ {0} : ϕ(0) < ϕ(1) ≤ ϕ(r)
(ii) ∀ r, s ∈ R \ {0} : r ‖ s ⇔ ϕ(r) = ϕ(s), speciálně: r je invertibilńı právě, když ϕ(r) =

ϕ(1)



14

(iii) Pro každé z ∈ Z je následuj́ıćı zobrazeńı:

ϕz : R → Z
r 7→ ϕ(r)− z

Euklidovská norma na R.

D̊ukaz. Pro každé nenulové r ∈ R plat́ı, že 1 | r, což implikuje ϕ(1) ≤ ϕ(r). Uvažme prvky 0,
1 ∈ R, pak podle definice 6.1 existuj́ı prvky c, d ∈ R takové, že 0 = 1 · c + d a ϕ(d) < ϕ(1).
Prvky c, d můžeme oba dva zvolit nulové, ćımž dostáváme ϕ(0) < ϕ(1), což dokazuje prvńı
tvrzeńı. Necht’ nyńı r ‖ s, to implikuje existenci prvku r′ ∈ R takového, že s = r · r′ a také
vztah ϕ(r) ≤ ϕ(s), ale podobně také vztah ϕ(s) ≤ ϕ(r), což implikuje ϕ(r) = ϕ(s). Pokud
naopak ϕ(r) = ϕ(s), existuj́ı prvky c, d ∈ R takové, že r = s · c + d a ϕ(d) < ϕ(s) = ϕ(r).
Máme tedy r = rr′c+d, pokud by d bylo nenulové, platilo by r(1−r′c) = d a ϕ(r) ≤ ϕ(d), což
je spor. Prvek d je tedy nulový, takže dostáváme 1 = r′c, což implikuje r′ ‖ 1, z čehož plyne
r ‖ s, č́ımž je d̊ukaz druhého tvzeńı hotov. Třet́ı tvrzeńı je snadné a proto ho přenecháme
čtenáři jako cvičeńı. ¤

Lemma 6.4. Necht’ R je Euklidovský obor integrity s Euklidovskou normou ϕ. Pak R je obor
integrity hlavńıch ideál̊u.

D̊ukaz. Uvažme libovolný vlastńı ideál I. Jistě existuje prvek r ∈ I takový, že ϕ(r) je nej-
menš́ım prvkem množiny {ϕ(s) | 0 6= s ∈ I}. Ukážeme, že R · r = {r′ · r | r′ ∈ R} = I. Inkluze
⊆ je zřejmá. Pro d̊ukaz opačné inkluze mějme libovolný nenulový prvek s ∈ I, z definice 6.1
v́ıme, že existuj́ı prvky c, d ∈ R takové, že s = r · c + d a ϕ(d) < ϕ(r). Jelikož prvky s, r · c
patř́ı do I, patř́ı do I také prvek d, což implikuje d = 0 a t́ım je d̊ukaz hotov. ¤

Poznámka 6.5. Bud’ R = {a/2 + b/2
√

19 · i | a, b ∈ Z, obě sudá nebo obě lichá}. Tento obor
integrity je oborem integrity hlavńıch ideál̊u, ale neńı Euklidovským oborem integrity.

Věta 6.6. Necht’ R je Euklidovský obor integrity s Euklidovskou normou ϕ. Předpokládejme,
že existuje algoritmus, který pro každé a, b ∈ R, b 6= 0 dává c, d ∈ R taková, že a = b · c+ d
a ϕ(d) < ϕ(b). Pak existuje algoritmus, který pro každé a, b ∈ R dává NSD (a, b).

D̊ukaz. Poṕı̌seme tzv. Euklid̊uv algoritmus. Mějme libovolné a, b ∈ R, definujme posloupnost
dvojic (an, bn) ∈ R2 následovně:

(0) n = 0, a0 = a, b0 = b
(1) Je-li definováno (an, bn) ∈ R2 a an 6= 0 i bn 6= 0, pak:

(a) Je-li ϕ(an) < ϕ(bn), pak z definice 6.1 plyne existence prvk̊u cn, bn+1 ∈ R
takových, že bn = an · cn + bn+1 a ϕ(bn+1) < ϕ(an) (čili ϕ(bn+1) < ϕ(bn)).
Dále polož an+1 = an, n = n+ 1 a jdi na (1).

(b) Je-li ϕ(bn) ≤ ϕ(an), pak z definice 6.1 plyne existence prvk̊u dn, an+1 ∈ R
takových, že an = bn · dn + an+1 a ϕ(an+1) < ϕ(bn) (čili ϕ(an+1) < ϕ(an)). Dále
polož bn+1 = bn, n = n+ 1 a jdi na (1).

(2) Je-li an = 0 nebo bn = 0, pak KONEC.
Nyńı dokážeme, že tento algoritmus skonč́ı. Z kroku (1) plyne následuj́ıćı vztah ϕ(a0)+ϕ(b0) >
ϕ(a1) + ϕ(b1) > · · · > ϕ(an) + ϕ(bn) > ϕ(an+1) + ϕ(bn+1) ≥ 2 · ϕ(0) a uvědomı́me-li si, že
obor hodnot zobrazeńı ϕ je množina celých č́ısel je d̊ukaz konečnosti Euklidova algoritmu
hotov. Nyńı dokážeme, že když algoritmus skonč́ı dvojićı (0, bn) ((an, 0)), pak bn = NSD (a, b)
(an = NSD (a, b)). K tomu zbývá ukázat, že NSD (an, bn) = NSD (an+1, bn+1) a pro to zřejmě
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stač́ı dokázat následuj́ıćı ekvivalenci: c = SD (an, bn) ⇔ c = SD (an+1, bn+1), ale ta plyne
př́ımo z definice dvojice (an+1, bn+1). ¤

7. Symetrické polynomy

Definice 7.1. Necht’ R je okruh. Polynom f ∈ R[x1, . . . , xn] je homogenńı, pokud všechny
monočleny polynomu f maj́ı stejný stupeň.

Poznámka 7.2. Zřejmě součin homogenńıch polynomů je homogenńı polynom. Součet dvou
homogenńıch polynomů obecně nemuśı být homogenńı polynom.

Definice 7.3. Pro libivolnou permutaci π ∈ Sn definujeme následuj́ıćı zobrazeńı:

π : R[x1, . . . , xn] → R[x1, . . . , xn]
0 7→ 0

0 6= f =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

ak1,...,knx
k1
1 · · ·xkn

n 7→ π(f) =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

ak1,...,knx
k1
π(1) · · ·xkn

π(n)

Poznamenejme ještě, že plat́ı následuj́ıćı rovnost:

π(f) =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

ak1,...,knx
k1
π(1) · · ·xkn

π(n) =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

akπ(1),...,kπ(n)
x
kπ(1)

1 · · ·xkπ(n)
n

Lemma 7.4. Zobrazeńı π z definice 7.3 je okruhový homomorfismus.

D̊ukaz. Zřejmě π(0) = 0 a π(1) = 1. Necht’ f =
∑

(k1,...,kn)∈Nn ak1,...,knx
k1
1 · · ·xkn

n a
g =

∑
(l1,...,ln)∈Nn bl1,...,lnx

l1
1 · · ·xlnn jsou dva polynomy z R[x1, . . . , xn], pak:

π(f + g) = π(
∑

(k1,...,kn)∈Nn

(ak1,...,kn + bk1,...,kn)xk11 · · ·xkn
n ) =

=
∑

(k1,...,kn)∈Nn

(ak1,...,kn + bk1,...,kn)xk1π(1) · · ·xkn

π(n) = π(f) + π(g)

Podobně se dokáže, že π(−f) = −π(f). Protože plat́ı následuj́ıćı rovnosti:

f · g =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

(
∑

(k1,...,kn)=
(l1,...,ln)+(m1,...,mn)

(al1,...,ln + bm1,...,mn))xk11 · · ·xkn
n

π(f) =
∑

(l1,...,ln)∈Nn

al1,...,lnx
l1
π(1) · · ·xlnπ(n)

π(g) =
∑

(m1,...,mn)∈Nn

am1,...,mnx
m1

π(1) · · ·xmn

π(n)

Dostáváme jednoduchou úpravou i následuj́ıćı vztah:

π(f · g) =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

(
∑

(k1,...,kn)=
(l1,...,ln)+(m1,...,mn)

(al1,...,ln + bm1,...,mn))xk1π(1) · · ·xkn

π(n) = π(f) · π(g)

Č́ımž je d̊ukaz hotov. ¤
Definice 7.5. Necht’ R je obor integrity a necht’ 1 ≤ n < ω. Polynom f ∈ R[x1, . . . , xn] se
nazývá symetrický , pokud π(f) = f pro každé π ∈ Sn.
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Př́ıklad 7.6. Uved’me pár př́ıklad̊u symetrických polynomů. Budeme se držet značeńı z definice
7.5.

(1) Pokud n = 1, pak každý polynom je symetrický.
(2) Pokud 1 < n < ω, označme pro každé 1 ≤ i ≤ n:

δin =
∑

1≤j1<j2···<ji≤n
xj1 · · ·xji

Polynom δin se nazývá i-tý elementárńı symetrický polynom. Pro lepš́ı představu
uved’me pár i-tých elementárńıch symetrických polynomů v explicitńım tvaru:

δ1n = x1 + x2 + · · ·+ xn

δ2n = x1x2 + x1x3 + · · ·x1xn + x2x3 + · · ·x2xn + · · ·xn−1xn

δnn = x1 · · ·xn
Pro libovolné 1 < n < ω a libovolné 1 ≤ i ≤ n plat́ı:
(a) deg (δin) = i
(b) lm (δin) = x1 · · ·xi
(c) lc (δin) = 1
(d) ht (δin) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

i×
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

(n−i)×

)

(e) δin je homogenńı polynom

Lemma 7.7. Necht’ R je okruh a necht’ (ϕi | i ∈ I) je systém okruhových homomorfism̊u R
do sebe. Označme S = {r ∈ R | ∀ i ∈ I : ϕi(r) = r} (to je právě množina všech pevných bod̊u
systému (ϕi | i ∈ I)). Pak S je nosičem podokruhu v R.

D̊ukaz. Zřejmě pro každé i ∈ I plat́ı, že ϕi(0) = 0 a ϕi(1) = 1. Mějme dále libovolné s1,
s2 ∈ S, pak pro každé i ∈ I plat́ı:

ϕi(−s1) = −ϕi(s1) = −s1
ϕi(s1 + s2) = ϕi(s1) + ϕi(s2) = s1 + s2

ϕi(s1 · s2) = ϕi(s1) · ϕi(s2) = s1 · s2
¤

Důsledek 7.8. Množina všech symetrických polynom̊u v R[x1, . . . , xn] spolu s restrikcemi
operaćı z R[x1, . . . , xn] je podokruh v R[x1, . . . , xn]. Tento podokruh znač́ıme SR[x1, . . . , xn].

D̊ukaz. V lemmatu 7.7 stač́ı položit jako okruh R[x1, . . . , xn] a jako systém (π | π ∈ Sn). Pak
množina všech pevných bod̊u tohoto systému má tvar {f ∈ R[x1, . . . , xn] | ∀π ∈ Sn : π(f) =
f} = SR[x1, . . . , xn]. ¤

Lemma 7.9. Necht’ R ≤ S jsou dva obory integrity, s1, . . . , sn ∈ S a necht’

ϕ : R → S

je okruhový homomorfismus. Pak existuje právě jeden okruhový homomorfismus

ψ : R[x1, . . . , xn] → S

takový, že ψ¹R
= ϕ a zároveň pro každé i = 1, . . . , n plat́ı, že ψ(xi) = si.
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D̊ukaz. Neǰŕıve dokážeme existenci okruhového homomorfismu ψ. Definujme ψ(0) = 0 a pro
0 6= f =

∑
(k1,...,kn)∈Nn ak1,...,knx

k1
1 · · ·xkn

n definujme:

ψ(f) =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

ϕ(ak1,...,kn)sk11 · · · skn
n ∈ S

Zřejmě ψ¹R
= ϕ a zároveň pro každé i = 1, . . . , n plat́ı, že ψ(xi) = si. Dokážeme, že ψ je

okruhový homomorfismus. Pro libovolné 0 6= g =
∑

(k1,...,kn)∈Nn bk1,...,knx
k1
1 · · ·xkn

n plat́ı:

ψ(f + g) = ψ(
∑

(k1,...,kn)∈Nn

(ak1,...,kn + bk1,...,kn)xk11 · · ·xkn
n ) =

=
∑

(k1,...,kn)∈Nn

ϕ(ak1,...,kn + bk1,...,kn)sk11 · · · skn
n = ψ(f) + ψ(g)

nebot’ ϕ(ak1,...,kn + bk1,...,kn) = ϕ(k1, . . . , kn) + ϕ(b1, . . . , bn). Podobně se dokže, že ψ(−f) =
−ψ(f) a ψ(f · g) = ψ(f) · ψ(g). Nyńı dokážeme jednznačnost ψ. Mějme okruhový homomor-
fismus ψ′ : R[x1, . . . , xn] → S takový, že ψ′¹R

= ϕ a zároveň necht’ pro každé i = 1, . . . , n plat́ı,
že ψ′(xi) = si. Pak zřejmě pro libovolné f =

∑
(k1,...,kn)∈Nn ak1,...,knx

k1
1 · · ·xkn

n plat́ı:

ψ′(f) =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

ψ′(ak1,...,kn)︸ ︷︷ ︸
ϕ(ak1,...,kn)

· ψ′(xk11 · · ·xkn
n )︸ ︷︷ ︸

ψ′(x1)k1 ···ψ′(xn)kn

=

=
∑

(k1,...,kn)∈Nn

ϕ(ak1,...,kn)sk11 · · · skn
n = ψ(f)

¤

Př́ıklad 7.10. Uved’me pár konkrétńıch př́ıklad̊u na předchoźı lemma. Budeme se držet značeńı
z lemmatu 7.9, až na jednu vyj́ımku, zobrazeńı ψ (tzv. dosazovaćı homomorfismus) budeme
značit jako ϕs1,...,sn abychom zd̊uraznili jeho závislost na zobrazeńı ϕ a n-tici s1, . . . , sn.

(1) Necht’ R ⊇ S jsou dva obory integrity, s ∈ S a ϕ = id : R ↪→ S. Pak z lemmatu 7.9
plyne existence následuj́ıćıho zobrazeńı:

ids : R[x] → S

f 7→ f(s)

(2) Necht’ R je obor integrity, S = R[x] ≥ R, p ∈ R[x] a ϕ = id : R ↪→ R[x]. Pak z
lemmatu 7.9 plyne existence následuj́ıćıho zobrazeńı:

idp : R[x] → R[x]
f 7→ f(p)

Zřejmě pokud deg (f) = m a deg (p) = n, pak deg (f(p)) = m · n.

Lemma 7.11. Necht’ R je obor integrity a necht’ u = a · xk11 · · ·xkn
n , v = b · xl11 · · ·xlnn , kde a,

b jsou libovolné nenulové prvky z R. Pak plat́ı:

(i) Necht’ f = a · δk11n · · · δkn
nn. Pak ht (f) = (

∑n
i=1 ki,

∑n
i=2 ki, . . . , kn−1 + kn, kn)

(ii) Necht’ g = b · δl1in · · · δlnnn. Pak ht (g) = ht (f) právě když ht (u) = ht (v).
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D̊ukaz. Podle poznámky 7.6 plat́ı:

ht (δin) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i×

, 0, . . . , 0)

z čehož plyne:

ht (δki
in) = ki · ht (δin) = (ki, . . . , ki︸ ︷︷ ︸

i×
, 0, . . . , 0)

Nyńı využijeme lemma 3.1 a dostáváme:

ht (δk1in ) = (k1, 0, 0, . . . , 0)

ht (δk22n) = (k2, k2, 0, . . . , 0)
...

ht (δkn
nn) = (kn, kn, kn, . . . , kn)

ht (f) = (
n∑

i=1

ki,

n∑

i=2

ki, . . . , kn−1 + kn, kn)

Dále zřejmě plt́ı, že ht (g) = ht (g), právě když:

(
n∑

i=1

li,
n∑

i=2

li, . . . , ln−1 + ln, ln) = (
n∑

i=1

ki,
n∑

i=2

ki, . . . , kn−1 + kn, kn)

což plat́ı, právě když ht (v) = (l1, . . . , ln) = (k1, . . . , kn) = ht (u) (Posledńı implikace z leva
doprava se snadno dokáže zpětnou indukćı. Nejdř́ıve si uvědomı́me, že z člen̊u nejv́ıce vpravo
obou n-tic plyne, že ln = kn, dále postupujeme směrem vlevo, až dostaneme požadované
tvrzeńı). ¤
Definice 7.12. Necht’ R ≤ S jsou dva obory integrity, s1, . . . , sn ∈ S. Prvky s1, . . . , sn
nazveme algebraicky nezávislé nad R, pokud f(s1, . . . , sn) 6= 0 pro každý nenulový polynom
f ∈ R[x1, . . . , xn]. V opačném př́ıpadě nazveme prvky s1, . . . , sn algebraicky závislé nad R.

Lemma 7.13. Necht’ R je obor integrity, dále bud’ S = R[x1, . . . , xn] a necht’ δ1n, . . . , δnn ∈ S
jsou elementárńı symetrické polynomy. Pak δ1n, . . . , δnn jsou algebraicky nezávislé nad R.

D̊ukaz. Volbou R, S = R[x1, . . . , xn], s1 = δ1n, . . . , sn = δnn ∈ S = R[x1, . . . , xn] a ϕ = idR
dostáváme z lemmatu 7.9 zobrazeńı ψ : S → S takové, že ψ¹R

= idR a zároveň pro každé
i = 1, . . . , n plat́ı, že ψ(xi) = δin. Bud’ f libovolný nenulový polynom z R[x1, . . . , xn], f =∑

(k1,...,kn)∈Nn ak1,...,knx
k1
1 · · ·xkn

n , pak f = g1 + · · · + gm, kde gj jsou monočleny f . Každé gj ,

j = 1, . . . ,m je tvaru gj = aj · xl1j

1 · · ·xlnj
n , kde aj je nenulový prvek z R. Dostáváme:

f(δ1n, . . . , δnn) = ψ(f) = ψ(g1) + · · ·+ ψ(gm)

Pro každé j = 1, . . . ,m označ́ıme polynom ψ(gj) = gj(δ1n, . . . , δnn) jako hj . Z lemmatu 7.11
plyne, že pro každé j = 1, . . . ,m plat́ı:

ht (hj) = (
n∑

i=1

lij ,
n∑

i=2

lij , . . . , ln−1,j + lnj , lnj)

Jistě existuje j ∈ {1, . . . ,m} takové, že pro každé j′ 6= j, j′ ∈ {1, . . . ,m} plat́ı:

ht (hj) >LEX ht (hj′)
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Zřejmě tedy plat́ı, že ht (hj) = ht (f(δ1n, . . . , δnn)), což implikuje f(δ1n, . . . , δnn) 6= 0. ¤

Lemma 7.14. Necht’ R je obor integrity a necht’ f je libovolný nenulový polynom z okruhu
symetrických polynom̊u SR[x1, . . . , xn] takový, že ht (f) = (k1, . . . , kn). Pak k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥
kn.

D̊ukaz. Necht’ f má následuj́ıćı tvar:

f =
∑

(l1,...,ln)∈Nn

al1,...,lnx
l1
1 · · ·xlnn

Pro spor předpokládejme, že existuje i ∈ {1, . . . , n} takové, že ki < ki+1. Uvažme π ∈ Sn
transpozici prvk̊u na pozićıch i a i+ 1. Zřejmě π(f) = f a plat́ı následuj́ıćı vztahy:

lm (f) = ak1,...,knx
k1
1 · · ·xki

i · xki+1

i+1 · · ·xkn
n

π(lm (f)) = ak1,...,knx
k1
1 · · ·xki+1

i+1 · xki
i · · ·xkn

n

ht (π(lm (f))) = (k1, . . . , ki−1, ki+1, ki, ki+2, . . . , kn) >LEX ht (f)

Posledńı vztah je ovšem spor s t́ım, že (k1, . . . , kn) je výškou polynomu f . ¤

Věta 7.15 (O symetrických polynomech). Necht’ R je obor integrity a necht’ f je libovolný
polynom z okruhu symetrických polynom̊u SR[x1, . . . , xn]. Pak existuje jednoznačně určený
polynom f ′ ∈ R[x1, . . . , xn] takový, že f = f ′(δ1n, . . . , δnn).

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokážeme existenci polynomu f ′ ∈ R[x1, . . . , xn]. Pokud f = 0, stač́ı jako
f ′ vźıt nulový polynom. Necht’ tedy f 6= 0. Tvrzeńı dokážeme indukćı podle výšky poly-
nomu f (z lemmatu 7.14 plyne, že tato indukce je na množině všech symetrických polynomů
skutečně možná). Pokud ht (f) = (0, 0, . . . , 0), pak f = a · x0

1 · · ·x0
n, kde 0 6= a ∈ R a

stač́ı zvolit f ′ = a ∈ R[x1, . . . , xn]. Necht’ tvrzeńı plat́ı pro všechny symetrické polynomy
jejichž výška je ostře menš́ı (v lexikografickém uspořádáńı) než (k1, . . . , kn) = ht (f), dále
označme a = lc (f) 6= 0. Z lemmatu 7.14 plyne, že k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn. Uvažme monočlen
u = a ·xk1−k21 xk2−k32 · · ·xkn−1−kn

n−1 ·xkn , pokud do u dosad́ıme δ1n, . . . , δnn, dostaneme polynom
g = a · δk1−k21n δk2−k32n · · · δkn−1−kn

n−1,1 · δkn
nn ∈ SR[x1, . . . , xn]. Podle lemmatu 7.11 plat́ı:

ht (g) = (k1, . . . , kn) = ht (f)
lc (g) = a = lc (f)

Položme h = f − g ∈ SR[x1, . . . , xn], zřejmě plat́ı, že ht (h) < ht (f). Podle indukčńıho
předpokladu existuje h′ ∈ R[x1, . . . , xn] takový, že h = h′(δ1n, . . . , δnn). Položme f ′ = u+h′ ∈
R[x1, . . . , xn]. Pak plat́ı:

f ′(δ1n, . . . , δnn) = ψ(f) = ψ(u) + ψ(h′) = u(δ1n, . . . , δnn)︸ ︷︷ ︸
g

+h′(δ1n, . . . , δnn)︸ ︷︷ ︸
h

= f

Nyńı dokážeme jednoznačnost. Mějme f ′, f ′′ ∈ R[x1, . . . , xn] takové, že plat́ı:

ψ(f ′) = f ′(δ1n, . . . , δnn) = f = f ′′(δ1n, . . . , δnn) = ψ(f ′′)

Máme tedy ψ(f ′) = ψ(f ′′), což implikuje ψ(f ′ − f ′′) = 0 = (f ′ − f ′′)(δ1n, . . . , δnn), z čehož
podle lemmatu 7.13 plyne, že f ′ = f ′′. ¤
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Př́ıklad 7.16. Bud’ f = x2
1x2 + x1x

2
2 + x1x2 ∈ SC[x1, x2], zřejmě ht (f) = (2, 1) a lc (f) = 1.

Budeme-li se držet značeńı z věty 7.15, máme u = x1 · x2 a g = δ12 · δ22 = (x1 + x2)(x1x2) =
x2

1x2 + x1x
2
2, zřejmě ht (g) = (2, 1) a lc (g) = 1. A jelikož f − g = x1x2 = δ22, máme h′ = x2

a tedy f ′ = x1x2 + x2 ∈ C[x1, x2].

Př́ıklad 7.17 (Aplikace teorie symetrických polynomů). Necht’ R ≤ S jsou dva obory integrity,
mějme polynom f ∈ R[x], f =

∑n
i=0 aix

i takový, že prvek an je invertibilńı v R a pro
s1, . . . , sn ∈ S plat́ı:

f = an(x− s1) . . . (x− sn)

Tedy polynom f se v SR[x1, . . . , xn] rozkládá na součin lineárńıch činitel̊u. Dále mějme sy-
metrický polynom g ∈ SR[x1, . . . , xn]. Naš́ım ćılem bude spoč́ıtat hodnotu g(s1, . . . , sn) ∈ S
pouze na základě znalosti prvk̊u a1, . . . , an a polynomu g. Z věty 7.15 plyne existence poly-
nomu g′ ∈ R[x1, . . . ] takového, že plat́ı:

g = g′(δ1n, . . . , δnn)

Dále využijeme dobře známých Vietových vztah̊u, které vypadaj́ı následovně:

an−1 = an(−1)(s1 + · · ·+ sn) = an(−1)δ1n(s1, . . . , sn)
an−2 = anδ2n(s1, . . . , sn)

...
a0 = an(−1)nδnn(s1, . . . , sn)

Nyńı je již velmi snadné spoč́ıtat hodnotu g(s1, . . . , sn), máme totiž:

g(s1, . . . , sn) = g′(δ1n(s1, . . . , sn)︸ ︷︷ ︸
−an−1

an

, . . . , δnn(s1, . . . , sn)︸ ︷︷ ︸
(−1)n a0

an

) = g′(−an−1

an
, . . . , (−1)n

a0

an
) ∈ S

Př́ıklad 7.18. Budeme se držet značeńı z př́ıkladu 7.17. Bud’ R = S = C, f = x2+ax+b ∈ C[x]
a g = x2

1x2 + x1x
2
2 + x1x2 ∈ SC[x1, x2]. Necht’ s1, s2 ∈ C jsou kořeny rovnice f(x) = 0 v C.

Spočtěme hodnotu g(s1, s2). Z př́ıkladu 7.16 plyne, že g = g′(δ12, δ22), kde g′ = x1x2 + x2.
Máme tedy:

g(s1, s2) = g′(−a, b) = −ab+ b ∈ C

8. Derivace a násobnost kořen̊u

Lemma 8.1 (o dosazovaćım homomorfismu). Necht’ R,S jsou komutativńı okruhy, ϕ : R→ S
je okruhový homomorfismus a s ∈ S. Pak existuje právě jeden okruhový homomorfismus
ϕs : R[x] → S, takový, že ϕs ¹ R = ϕ a ϕs(x) = s. (ϕs se nazývá dosazovaćı homomorfismus
př́ıslušný ϕ a s)

D̊ukaz.

R

ϕ

²²

⊆ R[x]

ϕ̄
wwnnnnnnnnnnnnnnn

S
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Homomorfismus ϕs : R[x] → S definujeme následovně: ϕs(0) = 0 a ϕs(f) =
∑m

n=0 ϕ(an)sn,
kde f =

∑m
n=0 anx

n. Dokážeme, že se jedná o okruhový homomorfismus. Označme g =∑m′
n=0 a

′
nx

n. Snadno ověř́ıte, že ϕs(f + g) = ϕs(f) + ϕs(g). Pro součin máme

ϕs(f · g) = ϕs(
m+m′∑

n=0

(
n∑

k=0

aka
′
n−k)x

n) =
m+m′∑

n=0

ϕ(
n∑

k=0

aka
′
n−k)s

n =
m+m′∑

m=0

n∑

k=0

ϕ(ak)ϕ(a′n−k)s
n

ϕs(f) · ϕs(g) = (
m∑

n=0

ϕ(an)sn ·
m′∑

n=0

ϕ(a′n)s
n =

m+m′∑

m=0

n∑

k=0

ϕ(ak)ϕ(a′n−k)s
n.

A triviálně ϕs(1) = ϕ(1) · a0 = 1.
Předpokládejme, že ϕ′ : R[x] → S je dosazovaćı homomorfismus př́ıslušný ϕ a s ∈ S,

tedy ϕ′(x) = s a ϕ′(a) = ϕ(a) pro každé a ∈ R. Z vlastnost́ı homomorfismů snadno
plyne, že ϕ′(xn) = sn a dále ϕ′(anxn) = ϕ(an)sn. Tedy ϕ′(

∑m
n=0 anx

n) =
∑m

n=0 ϕ(an)sn =
ϕs(

∑m
n=0 anx

n), neboli ϕ′ = ϕs. ¤

Věta 8.2. Necht’ R,S jsou komutativńı okruhy, ϕ : R → S je okruhový homomorfismus a
ρ = (si | i ∈ I) je posloupnost prvk̊u z S. Pak existuje právě jeden okruhový homomorfismus
ϕρ : R[xi | i ∈ I] → S, takový, že ϕρ ¹ R = ϕ a pro každé i ∈ I plat́ı ϕρ(xi) = si. (ϕρ se
nazývá dosazovaćı homomorfismus př́ıslušný ϕ a ρ)

D̊ukaz. Jedná se o zobecněńı d̊ukazu předchoźıho lemmatu. ¤

Př́ıklad 8.3. (1) Pokud ϕ = idR : R → S (R je podokruhem v S) a s ∈ S. Pak ϕs =
ids : R[x] → S a Ker ids = {f ∈ R[x] | f(s) = 0} je ideál v R[x]. Speciálně, je-li
R komutativńı těleso, je Ker ids hlavńı ideál a jeho monický generátor se nazývá
minimálńı polynom s nad R.

(2) Pokud R = S, ϕ = idR a s ∈ S. Pak se ϕs = ids nazývá polynomiálńı funkce nad R.
(3) Pokud S = R[x] a s ∈ S. Pak dosazovaćı homomorfismus ϕs = ids : R[x] → R[x] dělá

to, že do polynomů z R[x] dosazuje polynom s.

Definice 8.4. Necht’ R ⊆ S jsou obory integrity.

(i) Necht’ f ∈ R[x], s ∈ S. Pak s je kořenem polynomu f v S, pokud f(s) = 0 (neboli
ids(f) = 0, pro f = 0 je kořenem každé s ∈ S.

(ii) Prvek s ∈ S se nazývá algebraický nad R, pokud existuje 0 6= f ∈ R[x] takové,že s je
kořenem f (f(s) = 0). V opačném př́ıpadě se s nazývá transcendentńı nad R.

(iii) S je algebraickým rozš́ıřeńım R, pokud každé s ∈ S je algebraickým prvkem nad R.
(iv) S je transcendentńım rozš́ıřeńım R, pokud každý prvkek s ∈ S \R neńı algebraickým

prvkem nad R.

Př́ıklad 8.5. (1) Každý prvek s ∈ R je algebraický nad R, nebot’ f(s) = 0 pro f = x−s ∈
R[x].

(2) S = R[x] je transcendentńım rozš́ı̌reńım R, nebot’ pokud 0 6= f ∈ R[x], s ∈ R[x] \R,
pak f(s) 6= 0, nebot’ když deg (f) = 0 (f je konstantńı nenulový polynom), pak jistě
f(s) 6= 0 a když deg (f) ≥ 1, pak deg (f(s)) = deg (f) · deg (s) ≥ 1, čili opět f(s) 6= 0.

Lemma 8.6. Necht’ R ⊆ S jsou obory integrity, f ∈ R[x], deg (f) = n ≥ 0. Potom f má v S
nejvýše n r̊uzných kořen̊u.
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D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı dle stupně polynomu f , čili podle n. Pro n = 0 je tvrzeńı
triviálńı. Předpokládejme, že deg (f) = n ≥ 0. Pokud f nemá v S kořen, jsme hotovi.
Předpokládejme tedy, že f má v S kořen s. Z 3.3 v́ıme, že si polynom f můžeme napsat
jako f = (x − s)f ′ + g v oboru integrity S[x]. Ukážeme, že g je nutně nulový polynom. V
prvńı řadě máme

0 = ids(f) = ids((x− s)f ′ + g) = ids(x− s) · ids(f ′) + ids(g) = g(s)

a dále z 3.3 v́ıme, že 1 = deg (x− s) > deg (g), takže deg (g) = 0. Takže nezbývá nic jiného,
než, že g = 0 a tedy f = (x − s)f ′ v oboru integrity S[x] a nav́ıc deg (f ′) = n − 1. Dle
indukčńıho předpokladu má polynom f ′ v S[x] nejvýše n− 1 kořen̊u a je snadné si rozmyslet,
že z toho plyne, že f má v S[x] nejvýše n kořen̊u (jediný kořen, který má f nav́ıc je prvek
s). ¤
Definice 8.7. Necht’ R je obor integrity. Operátorem derivováńı v R[x] rozumı́me zobrazeńı
D(−) : R[x] → R[x], které definujeme následovně:

(i) D(f) = 0, je-li deg (f) ≤ 0,
(ii) D(f) =

∑m−1
n=0 (n+ 1)an+1x

n, kde f =
∑m

n=0 anx
n.

Pokud je stupeň polynomu f roven m, je stupeň výsledného polynomu D(f) menš́ı nebo roven
m−1 a pokud charR 6= m, je stupeň polynomu D(f) roven m−1. Dále definujeme pro každé
přirozené n ≥ 1 operátor

Dn(−) = D(. . . (D︸ ︷︷ ︸
n-krát

(−)) . . . )

a dále definujeme D0(−) = id(−). Dn(f) se nazývá n-tá (formálńı) derivace polynomu f a
D(f) = D1(f) se též nazývá (formálńı) derivace polynomu f . (Pokud si za R představ́ıte
těleso reálných č́ısel, dostanete přesně ten operátor na který jste zvykĺı z matematické analýzy.)

Lemma 8.8. Necht’ R je obor integrity, f, g ∈ R[x]. Pak pro každé přirozené n ≥ 0 máme
(1) Dn(f + g) = Dn(f) +Dn(g)
(2) Dn(f · g) =

∑n
k=0

(
n
k

)
Dk(f)Dn−k, pokud char (R) = 0 (Leibnitzova formule)

(3) D(fn) = n · fn−1 ·D(f), pokud n ≥ 1.

D̊ukaz. Vztahy (1) a (2) se dokáž́ı indukćı podle n ze vztah̊u D(f + g) = D(f) + D(g) a
D(f · g) = f · D(g) + g · D(f) (u vztahu (2) využijeme identitu z kombinatoriky

(
n+1
k+1

)
=(

n
k+1

)
+

(
n
k

)
).

Vztah (3) se také dokáže indukćı podle n. Pro n = 1 je tvrzeńı triviálńı. Pokud n ≥ 2,
máme z indukčńıho předpokladu

D(fn) = D(fn−1 · f) = D(fn−1) · f + fn−1 ·D(f) = n · fn−1 ·D(f)

. ¤
Definice 8.9. Necht’ R ⊆ S jsou obory integrity, s ∈ S, f ∈ R[x], deg (f) ≥ 1 a n ≥ 0 necht’
je přirozené č́ıslo. Pak s je n-násobným kořenem polynomu f v S, pokud existuje polynom
g ∈ S[x] takový, že f(x) = (x − s)n · g(x) a s neńı kořenem polynomu g v S. Pokud s je
1-násobným kořenem polynomu f v S, ř́ıkáme, že s je jednoduchý kořen polynomu f v S.

Poznámka 8.10. V oborech integrity je n určeno jednoznačně. Pro spor předpokládejme, že
f(x) = (x − s)n · g(x) = (x − s)m · h(x) v S[x] a BÚNO n < m. Pak (x − s)n(g(x) − (x −
s)m−n · h(x)) = 0 v S[x]. Protože S[x] je obor integrity a (x − s)n neńı nulový polynom,
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nutně g(x) = (x − s)m−n · h(x). Dosazeńım x = s źıskáme g(s) = 0 · h(s) = 0, což je spor s
předpokladem, že s neńı kořenem polynomu g.

Věta 8.11. Necht’ R ⊆ S jsou obory integrity, s ∈ S, f ∈ R[x], deg (f) ≥ 1. Pak plat́ı:
(1) s je kořenem f v S, právě když existuje 1 ≤ n ≤ deg (f) takové, že s je n-násobným

kořenem f v S (a toto n je jednoznačně určené, dle 8.10).
(2) je-li char (R) = 0 nebo deg (f) < char (R), pak s je n-násobným kořenem f v S právě

tehdy, když s je kořenem polynom̊u f,D(f), . . . Dn−1(f) v S, ale s neńı kořenem
polynomu Dn(f)v S.

D̊ukaz. (1) Implikace zprava doleva je trviálńı. Ukážeme obrácenou implikaci. Jelikož
deg (f) ≥ 1 a S[x] je Eukleidovský obor integrity, existuj́ı polynomy p, q ∈ S[x] takové,
že f(x) = q(x)(x− s) + p(x) v S[x] a deg (p) < deg (x− s) = 1. Dosazeńım kořene s
do předchoźıho vyjádřeńı zjist́ıme, že f(x) = q(x)(x− s) v S[x]. Dále je bud’ q(s) 6= 0
(s je jednoduchý kořen f v S) a jsme hotovi nebo q(s) = 0 a v takovém př́ıpadě
opakujeme předchoźı úvahu. Jelikož deg (q) = deg (f) − 1, zastav́ıme se po nejvýše
deg (f) kroćıch.

(2) Necht’ f = (x− s)ng, g(s) 6= 0. Pak pro m ≥ 1 máme

Dm(f) = Dm((x− s)ng) =
m∑

k=0

(
m

k

)
Dk((x− s)n) ·Dn−k(g)

a pro každé k ≤ n plat́ı

Dk((x− s)n) = Dk−1(n · (x− s)n−1 ·D((x− s)) =

= Dk−1(n · (x− s)n−1) = n · (n− 1) . . . (n− k + 1) · (x− s)n−k

Tedy, je-li k ≤ m < n, pak Dk((x− s)n)(s) = 0 a tud́ıž Dm(f)(s) = 0. Pokud m = n,
pak Dn(f)(s) = n!g(s) 6= 0, protože g(s) 6= 0 dle předpokladu a n! 6= 0 též dle
předpokladu, tentokráte ale dle předpokladu o charakteristice oboru integrity S.

Pro implikaci zprava doleva máme v prvńı řadě z části (1), že existuje m ≤ deg (f)
takové, že s je m-násobný kořen polynomu f v S. Podle právě dokázané implikace z
části (2) máme, že s je kořenem f,D(f) . . . Dm−1(f) v S, ale s neńı kořenem Dm(f)
v S. Z předpokladu v́ıme, že s je kořenem f,D(f) . . . Dn−1(f) v S a s neńı kořenem
Dn(f) v S, proto muśı platit m = n.

¤
Důsledek 8.12. Necht’ R ⊆ S jsou obory integrity, f ∈ R[x], deg (f) ≥ 1, char (R) = 0.
Potom f má v S jen jednoduché kořeny právě, když f a D(f) nemaj́ı v S žádné společné
kořeny.

D̊ukaz. Dle 8.11 je prvek s kořenem f v S právě, když f = (x− s)g pro nějaké g ∈ S[x]. Dále
D(f) = D((x−s)g) = g+D(g)(x−s) v S[x]. Takže s je jednoduchým kořenem polynomu f v
S právě, když g(s) 6= 0, což je právě, když D(f)(s) 6= 0, což je právě, když s neńı společným
kořenem polynomů f a D(f). ¤
Definice 8.13. Necht’ T je komutativńı těleso, f ∈ T [x]. Pak řekneme, že polynom f je
separabilńı, pokud f má jen jednoduché kořeny v každém rozš́ı̌reńı K ≥ T (K je taktéž
komutativńı těleso). Dále řekneme, že těleso T je perfektńı, pokud každý ireducibilńı polynom
f ∈ T [x] je separabilńı.

Důsledek 8.14. Každé komutativńı těleso charakteristiky 0 je perfektńı.
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D̊ukaz. Chceme, že každý ireducibilńı polynom f ∈ T [x] stupně alespoň 1 má jen jednoduché
kořeny v libovolném nadtělese K ⊇ T . Uvažme tedy takový polynom f a libovolné nadtěleso
K ⊇ T . Jistě f,D(f) ∈ T [x]. Označme g ∈ T [x] jejich největš́ıho společného dělitele v T [x]
(který existuje, protože T [x] je Gauss̊uv obor integrity). Z Eukleidova algoritmu dokonce
v́ıme, že g je též NSD (f,D(f)) v K[x]. Jelikož f je ireducibilńı, je bud’ g = 1 a tedy f a D(f)
jsou nesoudělné v K[x], nebo g = f , což nelze, protože by to znamenalo, že f děĺı D(f), ale
deg (D(f)) < deg (f). D(f) a f tedy jistě nemaj́ı žádné společné kořeny v K[x], což podle
8.12 znamená, že f má v K pouze jednoduché kořeny. ¤

9. Kořenová a rozkladová nadtělesa

Lemma 9.1. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa. Necht’ a ∈ K je algebraický prvek nad
T . Potom existuje právě jeden polynom 0 6= f ∈ T [x] takový, že

(i) a je kořenem f
(ii) f je monický a ireducibilńı v T [x]
(iii) je-li g ∈ T [x] a a je kořenem g, pak f děĺı g (tj. Rf ⊇ Rg)

D̊ukaz. Definujeme množinu Ma = {h ∈ T [x]|h(a) = 0, deg (h) > 0}. V této množině existuje
f̄ , jehož stupeň je minimálńı. Označme f̄ =

∑k
n=0 anx

n, kde k ≥ 1 a ak 6= 0. Pak polynom
f = a−1

k f̄ je monický, f(a) = 0 a deg (f) je minimálńı (naše hledané f).
Kdyby f = g · g′, pak f(a) = g(a) · g′(a), tedy g(a) nebo g′(a) je rovno 0, předpokládejme,

že g(a). Stupeň f je minimálńı, proto deg (f) = deg (g). Tedy g′ je invertibilńı (je to prvek
T ) a polynom g je tedy asociován s polynomem f v T [x]. Polynom f je tedy ireducibilńı.

Necht’ g(a) = 0, pak při děleńı se zbytkem v T [x] źıskáme g = qf+p, kde deg (p) < deg (f).
Dosazeńım a vyjde 0 = g(a) = q(a) f(a)︸︷︷︸

=0

+p(a), tud́ıž p = 0 a f děĺı h (Rf ⊇ Rg).

(Jednoznačnost f) Necht’ f i f ′ maj́ı požadované vlastnosti. Podle předchoźıho f děĺı f ′
a naopak f ′ děĺı f . Polynomy f a f ′ jsou tedy asociované. Zároveň jsou oba monické, takže
f = f ′. ¤
Definice 9.2. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa, a ∈ K je algebraický prvek nad T .
Polynom f z věty 9.1 se nazývá minimálńı polynom prvku a nad T a znač́ı se ma,T .

Př́ıklad 9.3. Minimálńım polynomem prvku a ∈ T je ma,T = x− a ∈ T [x].

Lemma 9.4. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa, a ∈ K. Označme T (a) pr̊unik všech
podtěles K, která obsahuj́ı T i prvek {a} (tj. T (a) =

⋂
T⊆T ′⊆K,a∈T ′ T

′). Je-li prvek a alge-
braický nad T , je T (a) = {f(a)|f ∈ T [x]} ⊆ K.

D̊ukaz. Označme množinu S = {f(a)|f ∈ T [x]}. Ukážeme, že S je nejmenš́ı podtěleso
(myšleno s operacemi z K) tělesa K, které obsahuje těleso T a prvek a a t́ım dokážeme
tvrzeńı. Množina S zřejmě obsahuje prvek a i těleso T (dosazeńı prvku a do polynomu f = x
a do konstantńıch polynomů ft = t, t ∈ T ). Je-li T ′ podtěleso K obsahuj́ıćı T a a, zřejmě
plat́ı, že T ′ ⊇ S = {f(a)|f ∈ T [x]}, nebot’ pro b = f(a) =

∑m
n=0 ana

n máme všechna an i an

prvky tělesa T ′, takže i b ∈ T ′.
Stač́ı tedy pouze ověřit, že S je nosičem podtělesa K. Jistě f(a) + g(a) = (f + g)(a) ∈ S

a f(a) · g(a) = (f · g)(a) ∈ S, tedy S je podokruh K. Ukážeme, že každý nenulový prvek
S je invertibilńı. Vezměme 0 6= f(a) ∈ S. Minimálńı polynom prvku a, ma,T jistě neděĺı f ,
tedy (ma,T je ireducibilńı polynom) NSD (ma,T , f) = 1 ∈ T [x]. Dle 3.6 je T [x] obor integrity
hlavńıch ideál̊u, takže ideál Tf+Tma,T muśı být tvaru Tf+Tma,T = Tg pro nějaký polynom
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g ∈ T [x]. Protože ale NSD (ma,T , f) = 1 je g ∈ T , takže Tf + Tma,T = T . Dostáváme, že
existuj́ı polynomy g, h ∈ T [x] takové, že gf+hma,T = 1 v T [x]. Po dosazeńı prvku a dostáváme
1 = g(a)f(a). Každý nenulový prvek f(a) z S je tedy invertibilńı a S je tedy těleso. ¤
Definice 9.5. Těleso T (a) z předchoźıho lemmatu se nazývá těleso vzniklé adjunkćı alge-
braického prvku a k tělesu T .

Definice 9.6. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa. Pak řekneme, žeK je rozš́ıřeńı konečného
stupně nad T (nebo zkráceně K je konečného stupně nad T ), pokud dimT (K) < ∞, kde
dimT (K) znamená dimenzi vektorového prostoru K na tělesem T , která se též znač́ı i jako
[K : T ].

Věta 9.7. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa. Je-li K rozš́ıřeńı konečného stupně nad T ,
pak K je algebraickým rozš́ıřeńım tělesa T . (Pozn.: Obrácená implikace neplat́ı.)

D̊ukaz. Vezměme libovolný prvek a ∈ K, ukážeme, že je algebraický nad T . Označme n =
dimT (K), máme, že n <∞ a proto je množina {1, a, a2, . . . , an} T -lineárně závislá (obsahuje
n+ 1 prvk̊u). Tud́ıž existuj́ı prvky t0, . . . , tn ∈ T , takové, že alespoň jeden z nich je nenulový
a t0 · 1 + t1 · a+ · · ·+ tn · an = 0. Označme f(x) =

∑i=n
i=0 tix

i ∈ T [x]. Máme f(a) = 0, a proto
je prvek a alegbraický nad tělesemT . ¤
Věta 9.8. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa a necht’ je a ∈ K je algebraický prvek nad
T . Pak T (a) je rozš́ıřeńı konečného stupně nad K a [T (a) : T ] = deg (ma,T ). Speciálně, T (a)
je algebraickým rozš́ıřeńım tělesa T .

D̊ukaz. Označme n = deg (ma,T ) ≥ 1. Ukážeme, že B = {1, a, a2, . . . an−1} je T -báze (je
T -nezávislá) tělesa T (a).

Nejprve dokážeme lineárńı nezávislost množiny B. Necht’
∑n−1

i=0 tia
i = 0. Pak polynom

f =
∑n−1

i=0 tix
i má kořen a, tedy ma,T |f . Zároveň je ovšem deg (f) ≤ n− 1 < n = deg (ma,T ).

To je možné pouze pro f = 0 a t0 = . . . tn−1 = 0, množina B je tedy lineárně nezávislá.
Ověřeńı, že B je generuj́ıćı podmnožina T (a) znamená ukázat, že T (a) = {f(a)|f ∈

T [x],deg (f) < n}. Zřejmě plat́ı

T (a) 9.4= {f(a)|f ∈ T [x]} ⊇ {f(a)|f ∈ T [x], deg (f) < n}.
(Opačná inkluze) Po vyděleńı libovolného polynomu f ∈ T [x] polynomem ma,T źıskáme

vyjádřeńı f = ma,T · q + p, kde deg (p) < n. Dosazeńım a zjist́ıme, že

f(a) = ma,T (a)︸ ︷︷ ︸
=0

·q(a) + p(a) = p(a).

Pro každé b ∈ T (a) existuje polynom f , pro který f(a) = b. Podle předchoźı úvahy exis-
tuje také p, deg (p) < m, takový, že p(a) = b. T́ım je dokázána inkluze T (a) ⊆ {f(a)|f ∈
T [x],deg (f) < n} a zároveň celé tvrzeńı. ¤
Lemma 9.9. Necht’ A ⊆ B ⊆ C jsou komutativńı tělesa. Potom

[C : A] = [C : B] · [B : A].

D̊ukaz. Necht’ {bi|i ∈ I} je A-báze B a {cj |j ∈ J} je B-báze C. Stač́ı, když ukážeme, že
U = {bicj |i ∈ I, j ∈ J} je A-báze C, nebot’ mohutnost U je pak rovna [C : B] · [B : A].

Pro libovolné c ∈ C existuj́ı taková b′j ∈ B, j ∈ J , že c =
∑

j∈J b
′
jcj , protože {cj |j ∈ J} je

B-báze C. Pro každé b′j pak existuj́ı prvky aij ∈ A takové, že b′j =
∑

i∈I aijbi, tud́ıž každé
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c ∈ C lze zapsat jako c =
∑

j∈J(
∑

i∈I aijbi)cj =
∑

i∈I
∑

j∈J aij(bicj), tedy U je A-generuj́ıćı
množina.

Necht’ aij ∈ A (i ∈ I, j ∈ J) taková, že
∑

i∈I
∑

j∈J aij(bicj) = 0. Pak
∑
j ∈ J(

∑
i∈I aijbi)cj =

0. Jelikož je {cj |j ∈ J} B-nezávislá, muśı být
∑

i∈I aijbi = 0 pro každé j ∈ J . Množina
{bi|i ∈ I} je ovšem A-nezávislá, tud́ıž aij = 0 pro každé i ∈ I. Množina U je tedy A-nezávislá
a je to tedy A-báze tělesa C. ¤

Definice 9.10. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa a a1, . . . , an ∈ K necht’ jsou alge-
braické prvky nad T . Označme T (a1, . . . , an) pr̊unik všech podtěles K obsahuj́ıćıch těleso
T a prvky a1, . . . , an (neboli nejmenš́ı takové podtěleso). Toto těleso se nazývá podtěleso K
vzniklé adjunkćı algebraických prvk̊u a1, . . . an k tělesu T .

Poznámka 9.11. Zřejmě plat́ı, že T (a1, . . . , an) = (. . . (T (a1))(a2) . . . )(an).

Věta 9.12. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa. Potom K je konečného stupně nad T
právě tehdy, když existuje konečná množina algebraických prvk̊u {a1, . . . an} taková, že K =
T (a1, . . . an).

D̊ukaz. Necht’ [K : T ] = m < ∞. Indukćı dle m dokážeme tvrzeńı. Pokud m = 1, pak stač́ı
volit n = 1 a a1 = 0. Pokud m > 1, pak jistě K 6= T , takže existuje prvek a1 ∈ K \ T . Dle
9.7 je a1 algebarický prvek nad tělesem T . Máme

T ⊆ T (a) ⊆ K.

Dle 9.9 plat́ı m = [K : T ] = [K : T (a1)][T (a1) : T ] a protože deg (ma1,T ) > 1, máme, že
[K : T (a1)] < m. Dle indukčńıho předpokladu existuj́ı a2, . . . , an ∈ K algebraické nad T
takové, že (T (a1))(a2, . . . , an) = K. Levá strana rovnosti je ale rovna T (a1, . . . , an), č́ımž je
implikace zleva doprava dokázána.

Necht’ K = T (a1, . . . an), kde a1, . . . an jsou algebraické nad T . Indukćı dle n dokážeme, že
[K : T ] <∞. Pro n = 1 je K = T (a1), tedy [K : T ] = deg (ma1,T ) <∞.

Pro n > 1 je K = T (a1, . . . , an) = (T (a1, . . . an−1)(an). Dle lemmatu 9.9 je

[K : T ] = [T (a1, . . . , an−1) : T ] · [(K : T (a1, . . . , an−1)],

přičemž stupeň [T (a1, . . . , an−1) : T ] je konečný dle indukčńıho předpokladu a

[(T (a1, . . . , an−1))(an) : T (a1, . . . , an−1)] = deg (man,T (a1,...,an−1)),

takže i stupeň [K : T ] je konečný, č́ımž je dokázána i implikace zprava doleva. ¤

Definice 9.13. Necht’ T je komutativńı těleso, f ∈ T [x] polynom stupně alespoň 1. Nadtěleso
(rozš́ı̌reńı) U tělesa T se nazývá kořenovým nadtělesem polynomu f nad tělesem T , pokud v
U existuje prvek a takový, že U = T (a) a zároveň f(a) = 0.

Lemma 9.14. Necht’ T je komutativńı těleso a f ∈ T [x] polynom stupně alespoň 1. Potom
existuje komutativńı nadtěleso K ⊇ T takové, že f má v K alespoň jeden kořen.

D̊ukaz. Protože R = T [x] je Gauss̊uv (dokonce Eukleid̊uv) obor integrity (a tedy každý prvek
je součinem ireducibilńıch), stač́ı tvrzeńı dokázat pro ireducibilńı polynomy v R = T [x], nebot’
pro ireducibilńı rozklad polynomu f = f1 · · · · ·fn stač́ı naj́ıt kořen libovolného z ireducibilńıch
činitel̊u.

Jelikož R je OIHI a f1 =
∑n

i=0 aix
i je ireducibilńı, Rf1 je maximálńı (vlastńı) ideál R a

faktorový okruh R/Rf1 je komutativńı okruh bez vlastńıch ideál̊u, tedy K ′ = R/Rf1 je těleso.
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Definujeme okruhový homomorfismus (projekci) π : R→ K ′ tak, že r 7→ r+Rf1. Restrikćı
π ¹ T źıskáme okruhový homomorfismus z T do K ′ zobzazuj́ıćı t 7→ t+Rf1. Tento homomor-
fismus je prostý, nebot’ jestliže t+Rf1 = t′ +Rf1, pak t− t′ = rf1 pro nějaké r ∈ R. Protože
bud’ deg (rf1) ≥ deg (f1) ≥ 1 nebo rf1 = 0, zat́ımco deg (t− t′) ≤ 0 (t, t′ ∈ T ) a stupně obou
stran muśı být stejné, muśı být t = t′. T je tedy izomorfńı tělesu π(T ) ⊆ K ′.

Zbývá dokázat, že f ′1 =
∑n

i=0 π(ai)xi má v K ′ alespoň jeden kořen. Označme α = π(x) ∈
K ′. Pak f ′1(α) =

∑n
i=0 π(ai)π(x)i =

∑n
i=0 π(ai)π(xi) = π(f1) = 0 ∈ K ′. Prvek α ∈ K ′ je tedy

kořenem f ′1. ¤
Věta 9.15. Necht’ T je komutativńı těleso a f ∈ T [x] polynom stupně alespoň 1. Potom exis-
tuje kořenové nadtěleso polynomu f nad tělesem T . Je-li f ireducibilńı, pak všechna kořenová
nadtělesa f nad T jsou T -izomorfńı (tj. existuje mezi nimi izomorfismus, který je identita na
T ).

D̊ukaz.
T [x]

ϕ̄

²²

⊇ T

ϕ

²²

⊆ T (a)

ψ
²²

T ′[x] ⊇ T ′ ⊆ T ′(a)

Z 9.14 v́ıme, že existuje těleso K ⊇ T takové, že f má v K kořen. Položme U = T (a) ⊆ K.
Pak U je kořenové nadtěleso f nad T .

Abychom ukázali jednoznačnost kořenového rozš́ı̌reńı, dokážeme následuj́ıćı (obecněǰśı)
tvrzeńı. Necht’ T

ϕ' T ′ jsou izomorfńı tělesa a f =
∑
anx

n ∈ T [x] je ireducibilńı a tedy

také ϕ̄(f) = f ′ =
∑
ϕ(an)xn ∈ T ′[x] je ireducibilńı (protože T [x]

ϕ̄' T ′[x]). Pak jsou-li
T (a) a T ′(a′) kořenová nadtělesa polynomů f nad T a f ′ nad T ′, existuje izomorfismus
ψ : T (a) → T ′(a′) takový, že ψ|T = ϕ. Jednoznačnost kořenového nadtělesa je speciálńım
př́ıpadem tohoto tvrzeńı pro T = T ′ a ϕ = idT .

Z 9.8 v́ıme, že [T (a) : T ] = deg (ma,T ), přičemž deg (ma,T ) = deg (f), protože f(a) = 0
a polynom f je ireducibilńı. Plat́ı tedy f = c · ma,T , kde 0 6= c ∈ T , nebo-li polynom f je
asociován s polynomem ma,T v T [x]. Analogicky je [T ′(a′) : T ′] = deg (ma′,T ′) = deg (f ′) a
f ′ ‖ ma′,T ′ v T [x].

Sestroj́ıme izomorfismus ψ : T (a) → T ′(a′) takový, že ψ|T = ϕ. Z 9.4 v́ıme, že T (a) =
{g(a) | g ∈ T [x]} a T ′(a′) = {h(a′) | h ∈ T ′[x]}. Definujme homomorfismus ψ vztahem
ψ(g(a)) = ϕ̄(g)(a′) ∈ T ′(a′). Ověřme nejprve, že ψ je korektně definované zobrazeńı. Plat́ı, že
g(a) = h(a) právě tehdy, když (g − h)(a) = 0, což je právě tehdy, když ma,T | (g − h), což už
v́ıme, že je právě tehdy, když f | (g−h). Aplikaćı izomorfismu ϕ̄ máme, že předchoźı je právě
tehdy, když f ′ | (ϕ̄(g)− ϕ̄(h)). Anaogicky jako před chv́ıĺı dostáváme, že ϕ̄(g)(a′) = ϕ̄(h)(a′)
a ψ je tedy korektně definované a nav́ıc (d́ıky ekvivalenćım) máme rovnou, že ψ je prosté a
př́ımo z definice ψ se snadno ověř́ı, že je též i na. Zobrazeńı ψ je tedy bijekce.

Zbývá dokázat, že ψ je homomorfismus a že ψ|T = ϕ.

ψ(g1(a) + g2(a)) = ψ(ida(g1) + ida(g2)) = ψ(ida(g1 + g2)) =

= ψ((g1 + g2)(a)) = ϕ̄((g1 + g2))(a′) = ϕ̄(g1)(a′) + ϕ̄(g2)(a′) = ψ(g1(a)) + ψ(g2(a)).
Analogicky lze dokázat, že ψ(g1(a) · g2(a)) = ψ(g1(a)) · ψ(g2(a)).

Pro konstantńı polynom g(a) = t ∈ T je ψ(t) = ψ(g(a)) = ϕ̄(g)(a′) = ϕ(t), tedy ψ|T = ϕ
(a nav́ıc ψ(1T (a) = 1T ) = ϕ(1T ) = 1T ′ = 1T ′(a′).

Zobrazeńı ψ je tedy T -izomorfismus mezi T (a) a T ′(a′). ¤
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Př́ıklad 9.16. Předpoklad ireducibility je v předchoźı věte nutný. Plat́ı [T (a) : T ] = deg (ma,T ),
tedy je-li f = f1 · f2, kde f1, f2 jsou ireducibilńı a deg (f1) 6= deg (f2), a je-li T (a1) kořenové
nadtěleso f1 nad T a T (a2) kořenové nadtěleso f2 nad T , pak deg (f1) = [T (a1) : T ] 6= [T (a2) :
T ] = deg (f2), tedy T (a1) 6' T (a2).

Definice 9.17. Necht’ T je komutativńı těleso a f ∈ T [x] polynom stupně alespoň 1. Nadtěleso
(rozš́ı̌reńı) U ⊇ T nazveme rozkladovým nadtělesem polynomu f nad tělesem T pokud plat́ı

(i) polynom f se v U [x] rozkládá na součin lineárńıch (kořenových) činitel̊u,
(ii) kdykoli T ⊆ V ( U , pak se polynom f nerozkládá ve V [x] na lineárńı činitele (neboli

těleso U je nejmenš́ı těleso vlastnosti (i)).

Věta 9.18. Necht’ T je komutativńı těleso a f ∈ T [x] polynom stupně alespoň 1. Potom
existuje rozkladové nadtěleso polynomu f nad tělesem T a nav́ıc všechna rozkladová nadtělesa
polynomu f nad tělesem T jsou T -izomorfńı.

D̊ukaz. Indukćı podle n = deg (f) nejprve dokážeme existenci tělesa splňuj́ıćıho (i) z 9.17. Pro
n = 1 tvrzeńı zřejmě plat́ı (stač́ı položit U = T ). Pro n > 1 dle 9.14 existuje K ⊇ T takové, že
f má v K kořen a1, neboli f(x) = (x− a1)g(x) v K[x]. Stupeň g je o jedna menš́ı než stupeň
f , takže podle indukčńıho předpokladu existuje nadtěleso W ⊇ K, v němž se g rozkládá
na lineárńı (kořenové) činitele. Necht’ a2, . . . an jsou kořeny g ve W . Pak U = T (a1, . . . , an)
splňuje (i) z 9.17. Nyńı stač́ı ověřit, že toto těleso splňuje také (ii) z 9.17.

Necht’ T ⊆ V ( U . Pak jistě existuje i takové, že ai 6∈ V . Pro spor předpokládejme, že f
lze ve V [x] rozložit na kořenové činitele f = c · (x− a′1) . . . (x− a′n) ∈ V [x]. Pak ale pro každé
j = 1, . . . , n je a′j 6= ai. Tedy f(ai) = c ·∏j=n

j=1 (ai−a′j) 6= 0, nebot’ žádný z činitel̊u neńı nulový
a V [x] je obor integrity. Dostáváme spor s t́ım, že ai je kořenem polynomu f , takže těleso U
splňuje i podmı́nku (ii) z 9.17.

T ⊆ U ′

ϕ′
²²

⊆ U

T ⊆ V ′ ⊆ V

(Jednozačnost) Necht’ T ⊆ U, V jsou rozkladová nadtělesa polynomu f nad tělesem T . Pak
U = T (a1, . . . , an) a V = T (b1, . . . , bn), kde a1, . . . , an jsou kořeny polynomu f v U a b1, . . . , bn
kořeny polynomu f ve V . Definujeme množinu

M = {(U ′, ϕ′)|T ⊆ U ′ ⊆ U,ϕ′ : U ′ → V, ϕ′je prostý T -homomorfismus}
a částečné uspořádáńı ≤M na této množině tak, že (U ′, ϕ′) ≤M (U ′′, ϕ′′), pokud U ′ ⊆ U ′′
a ϕ′ = ϕ′′ ¹ U ′. Množina M je neprázdná, nebot’ (T, idT ) ∈ M. Protože v [U : T ] < ∞
nemůže v M existovat nekonečný ostře rostoućı řetězec, tedy podle Zornova lemmatu má M
vzhledem k ≤M maximálńı prvek (U ′, ϕ′).

Sporem dokážeme, že U ′ = U a že ϕ′ je surjektivńı, což bude d̊ukazem, že U
ϕ' V . Necht’

U ′ ( U = T (a1, . . . , an) je maximálńı prvekM a BÚNO necht’ a1 ∈ U \U ′. Necht’ f = g1 . . . gk
je ireducibilńı rozklad f v U ′[x] (U ′[x] je Gauss̊uv obor integrity) a BÚNO necht’ g1(a1) = 0.

Označme V ′ = Im ϕ′. Tedy U ′
ϕ′' V ′, takže také U ′[x]

ϕ̄′' V ′[x], přičemž

g1 =
m∑

i=0

tix
i 7→ ϕ̄′(g1) =

m∑

i=0

ϕ′(ti)xi
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a
f 7→ f

(ϕ′ je T -homomorfismus). Máme f = g1 · · · · · gn v U ′[x] a f = ϕ̄′(g1) · · · · · ϕ̄′(gn) ve V ′[x]
(oboj́ı jsou to ireducibilńı rozklady). Polynom ϕ̄′(g1) má ve V kořen (V je rozkladové nadtěleso
polynomu f), označme jej a′1 ∈ V . Podle 9.15 je U ′(a1) ' V ′(a′1), tud́ıž (U ′(a1), ϕ̄′) ∈M, což
je ve sporu s maximalitou (U ′, ϕ′).

Zbývá dokázat, že ϕ′ je na. Pokud neńı, pak V ′ = Im ϕ′ je nadtělesem T ve V (T ⊆ V ′ ( V )
takovým, že f se ve V ′[x] rozkládá na lineárńı (kořenové) činitele, což je ve sporu s podmı́nkou
(ii) z 9.17 pro rozkladové nadtěleseo V . ¤

10. Algebraický uzávěr

Definice 10.1. (i) Necht’K je komutativńı těleso. Řekneme, žeK je algebraicky uzavřené
těleso , pokud každý polynom f ∈ K[x] stupně alespoň 1 má v K alespoň jeden kořen
(což je tehdy a jen tehdy, když se f rozkládá na lineárńı činitele v K[x]),

(ii) Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa. Řekneme, že K je algebraickým uzávěrem tělesa
T , pokud

a) těleso K je algebraicky uzavřené,
b) K je algebraickým rozš́ı̌reńım tělesa T .

Skutečnost, že K je algebraicky uzavřené těleso symbolicky znač́ıme K = K̄ a pro algebraický
uzávěr použ́ıváme značeńı T̄ .

Př́ıklad 10.2. (1) Těleso C všech komplexńıch č́ısel je algebraicky uzavřené (toto je přesně
tvrzeńı věty s názvem základńı věta algebry).

(2) Těleso C je algebraickým uzávěrem tělesa R, stupeň toho rozš́ı̌reńı je [C : R] = 2.
(3) Uzávěrem tělesa Q všech raiconálńıch č́ısel je mezitěleso Q ( Q̄ ( C, kterému se ř́ıká

těleso algebraických č́ısel a my ho zat́ım nebudeme bĺıže specifikovat, jen doplńıme,
že stupeň rozš́ı̌reńı je v tomto př́ıpadě nekonečný [Q̄ : Q] = ∞.

(4) Necht’ T je konečné těleso (uvid́ıte později, že každé konečné těleso je komutativńı),
pak jeho algebraický uzávěr je nekonečné těleso (plyne to z 10.3). Stupeň rozš́ı̌reńı
tedy nutně je [T̄ : T ] = ∞.

Lemma 10.3. Necht’ T je komutativńı algebraicky uzavřené těleso, pak T neńı konečné.

D̊ukaz. Předpokládejme pro spor, že T = {t1, . . . , tn}. Uvažme polynom f = (x− t1)(x− t2) ·
· · (x − tn) + 1 ∈ T [x]. Tento polynom nemá v T kořen, což je spor s předpokladem, že T je
algebraicky uzavřené. Těleso T tedy nemůže být konečné. ¤
Věta 10.4. Necht’ T je komutativńı těleso. Potom existuje nadtěleso K ⊇ T takové, že každý
polynom f ∈ T [x] stupně alespoň 1 má v K alespoň jeden kořen a nav́ıc plat́ı card (K) ≤
max (ℵ0, card (T )).

D̊ukaz. ¤
Lemma 10.5. Necht’ T ⊆ K jsou komutativńı tělesa a necht’ K je algebraicky uzavřené.
Označme T ⊆ T ′ = {a ∈ K | a je algebraické nadT} ⊆ K. Potom T ′ je algebraický uzávěr
tělesa T (T ′ = T̄ ).

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokážeme, že T ′ je podtělesem K obsahuj́ıćı těleso T . Inkluze T ′ ⊆ K plyne
př́ımo z definice T ′. Jistě libovolný prvek t ∈ T je algebraický nad T , takže plat́ı i inkluze
T ⊆ T ′. Mějme libovolná a, b ∈ T ′. Pak a, b ∈ T (a, b) ⊆ K a [T (a, b) : T ] < ∞. Z posledńıho
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plyne (9.7), že všechny prvky tělesa T (a, b) jsou algebraické, čili T (a, b) ⊆ T ′ a speciálně
a+ b, a · b ∈ T ′.

Nyńı dokážeme, že každý polynom f ∈ T ′[x] stupně alespoň 1 má v T ′ alespoň jeden kořen.
Mějme polynom f =

∑m
n=0 tnx

n, t0, . . . , tm ∈ T ′ stupně alespoň 1. Těleso K je algebraicky
uzavřené, takže polynom f má v K alespoň jeden kořen a ∈ K, ukážeme, že a je algebraické
nad T , čili a ∈ T ′. Máme následuj́ıćı tři komutativńı tělesa

T ⊆ T (t0, . . . , tn) ⊆ T (t0, . . . , tn, a).

Stupeň rozš́ı̌reńı [T (t0, . . . , tn) : T ] je konečný podle 9.8. Stupeň rozš́ı̌reńı [T (t0, . . . , tn, a) :
T (t0, . . . , tn)] = deg (ma,T (t0,...,tn)) je nutně také konečný. Z 9.9 máme, že i stupeň rozš́ı̌reńı
[T (t0, . . . , tn, a) : T ] je konečný. Takže všechny prvky tělesa T (t0, . . . , tn, a) jsou algebraické
nad T , speciálně tedy i prvek a.

¤

Věta 10.6. Necht’ T je komutativńı těleso. Pak existuje nadtěleso K ⊇ T , které je alge-
braickým uzávěrem tělesa T (K = T̄ ). Toto těleso je určeno jednoznačně až na T -izomorfismus.
Nav́ıc card (K) = max(ℵ0, card (T )) (pokud T je konečné těleso, pak card (T̄ ) = ℵ0, jinak
card (T̄ ) = card (T )).

D̊ukaz. Označme K0 = T , K1 nadtěleso T (existuje dle 10.4), ve kterém má každý polynom z
K0[x] stupně alespoň 1 kořen, K2 natěleso K1, ve kterém má každý polynom z K1[x] stupně
alespoň 1 kořen atd. Pak K =

⋃
0<i<ℵ0

Ki ⊇ T je těleso. Každý polynom z K[x] stupně
alespoň 1 má koeficienty v některém Ki a tedy má kořen v Ki+1, K ⊇ T je tedy algebraicky
uzavřené těleso. Nyńı si stač́ı uvědomit, že K = {a ∈ K | a je algebraické nadT} ⊆ K a
použ́ıt 10.5. Máme tedy, že K je algebraickým uzávěrem tělesa T . Tvrzeńı o mohutnosti
plyne z 10.4.

T ⊆ T ′

ϕ′
²²

⊆ K

T ⊆ Ker ϕ′ ⊆ K ′

(Jednoznačnost) MějmeK,K ′ dva algebraické uzávěry tělesa T . Uvažme částečně uspořádanou
množinu M = ((T ′, ϕ′),≤M ), kde T ⊆ T ′ ⊆ K, ϕ′ : T ′ → K ′ je prostý T -homomorfismus
a (T ′, ϕ′) ≤M (T ′′, ϕ′′), pokud T ′ ⊆ T ′′ a ϕ′′|T ′ = ϕ′. Tato množina neńı prázdná, protože
obsahuje prvek (T, idT ). Pokud

· · · ≤M (Uα, ϕα) ≤M · · · ≤M (Uβ, ϕβ) ≤M . . .

je řetězec v M, pak (
⋃
α Uα,

⋃
α ϕα) ∈ M , můžeme tedy použ́ıt Zornovo lemma. Plyne z

něj existence ≤M -maximálńıho prvku (T ′, ϕ′). Předpokládejme pro spor, že T ′ 6= K. Pak
existuje prvek k ∈ K \ T ′ algebraický nad T a tedy i nad T ′. Označme f = mk,T ′ minimálńı
polynom prvku k nad tělesem T ′. Definujme ϕ̄′ : T ′[x] → ϕ′(T ′)[x]. Pak f 7→ ϕ̄′(f) a jelikož
f je ireducibilńı polynom nad T ′, je také polynom ϕ̄′(f) ireducibilńı nad ϕ′(T ′). Pro kořen
k polynomu f můžeme homomorfismus ϕ′ rozš́ı̌rit na T ′(k) ⊆ K, za obraz k vezmeme kořen
polynomu ϕ̄′(f), který označ́ıme k′. Máme tedy T -izomorfismus ϕ : T ′(k) → ϕ(T ′)(k′) (stejně
jako v d̊ukazu věty 9.15), což je spor s maximalitou (T ′, ϕ′), a tedy T ′ = K.

Vı́me, že T ⊆ ϕ′(K) ⊆ K ′ a ϕ′(K) je algebraicky uzavřené rozš́ı̌reńı T (protože ϕ′(K) ' K).
Je-li k′ ∈ K ′, pak existuje f ∈ T [x] : f(k′) = 0, ale f se v ϕ′(K) rozkládá na kořenové činitele
a tedy k′ ∈ ϕ′(K), takže ϕ′(K) = K ′. ¤
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11. Struktura konečných těles

Věta 11.1 (Weddenburn). Každé konečné těleso je komutativńı.

Věta 11.2 (struktura konečných těles). (i) Necht’ a je přirozené č́ıslo. Potom existuje
konečné těleso řádu a, právě tehdy, když a = pn, kde p je prvoč́ıslo a n ≥ 1. Je-li
a = pn, pak existuje (až na izomorfismus) právě jedno konečné těleso řádu a, znač́ı
se GF (pn) (Galois field) a má následuj́ıćı vlastnosti:

– jeho charakteristika je p
– jeho aditivńı grupa je izomorfńı Znp
– jeho multiplikativńı grupa je cyklická
– je rozkladovým nadtělesem polynomu xa − x ∈ Zp[x]

(ii) Necht’ T = GF (pn). Pak existuje ireducibilńı polynom f ∈ Zp[x] stupně n, že T '
Zp[x]/fZp[x]. Naopak pro každý ireducibilńı polynom g ∈ Zp[x] stupně n je Zp[x]/gZp[x]
konečným tělesem izomorfńım GF (pn).

D̊ukaz. (Část (i)) Necht’ T je konečné komutativńı těleso řádu a. Potom char (T ) je prvoč́ıslo
p (toto tvrzeńı je hezkým cvičeńım). Označme P prvotěleso tělesa T :

P = {1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . , 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p-krát

= 0} ' Zp.

Označme n = dimP (T ) = [T : P ]. Pak T má právě pn prvk̊u, a tedy a = pn. T je nav́ıc
n-dimenzionálńı vektorový prostor nad P , tedy aditivńı grupa (T,+,−, 0) ' Pn ' Znp (to
byste si měli pamatovat z lineárńı algebry).

Zaměřme se nyńı na multiplikativńı grupu G = (G = T \ {0}, ·,−1 , 1) Řád této grupy je
|G| = a−1 = pn−1 = pn1

1 pn2
2 . . . pnk

k . Podle Frobeniovy-Stickelbergerovy věty ?? se G rozkládá
na součin pi-primárńıch komponent: G = G1 × · · · × Gk, takových, že |Gi| = pmi

i . Ukážeme,
že každá Gi je cyklická grupa řádu pmi

i (což bude d̊ukaz toho, že i G je cyklická). Pro spor
předpokládejme, že grupa Gj neńı cyklická. Pro každé g ∈ Gj plat́ı, že o(g) < p

mj

j . Označme
plii = max {o(g) | g ∈ Gi} a definujme b = pl11 . . . p

lk
k , b tedy děĺı a, ale neńı s ńım asociováno

(speciálně a ≥ b+2). Uvažme polynom F = xb− 1 ∈ P [x]. Podle předpokladu je každý prvek
grupy G kořenem polynomu F (x) ∈ P [x]. Grupa G má ale a− 1 prvk̊u a stupeň polynomu f
je jen b < a− 1, což je spor s předpokladem, že grupa Gj neńı cyklická.

Nyńı dokážeme, že T je rozkladovým nadtělesem polynomu f = xa − x ∈ Zp[x]. Protože
P ' Zp můžeme BÚNO předpokládat, že Zp ⊆ T . MámeD(f) = −1, polynomy f aD(f) tedy
nemaj́ı žádné společné kořeny, z toho plyne, že f má pouze jednoduché kořeny v libovolném
nadtělese T ⊇ Zp. Na druhé straně každé g ∈ T \ {0} je kořenem f v T (ga = g a tedy
f(g) = 0). Prvek 0 ∈ T je zřejmě také kořenem polynomu f .

Polynom f má stupeň a a má v T a r̊uzných kořen̊u, tedy těleso T je rozkladovým
nadtělesem polynomu f nad Zp:

f = (x− t1)(x− t2) . . . (x− tnp ) {t1, . . . , tpn} = T

Jednoznačnost plyne z jednoznačnosti rozkladového nadtělesa.
(Část (ii)) Mějme těleso T , takové, že |T | = pn. Vı́me, že jeho multiplikativńı grupa G =

T \ {0} je cyklická. Necht’ t ∈ G je jej́ı generátor. Potom nutně Zp(t) = T , tedy T vznikne
adjunkćı prvku t k prvotělesu Zp, tud́ıž [T : Zp] = n = deg (mt,Zp), kde mt,Zp je minimálńı
polynom prvku t nad prvotělesem Zp. Nav́ıc zobrazeńı ψ : Zp[x] → Zp(t) přǐrazuj́ıćı g 7→ g(t),
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je surjektivńı okruhový homomorfismus (9.4) a Ker ψ = mt,Zp · Zp[x]. Tedy T = Zp(t) '
Zp[x]/Ker ψ = Zp[x]/mt,Zp · Zp[x]. Zbytek tvrzeńı je snadným cvičeńım. ¤

12. Svazy

Definice 12.1. Částečně uspořádaná množina (L,≤) (tj. binárńı operace ≤ je tranzitivńı,
reflexivńı a antisymetrická) se nazývá svazově uspořádanou, pokud pro každé dva prvky x, y ∈
L existuje inf(x, y) ∈ L (největš́ı dolńı závora, tj. prvek i ∈ L : (i ≤ x, y∧ (i′ ≤ x, y ⇒ i′ ≤ i)))
a sup(x, y) ∈ L (nejmenš́ı horńı závora, tj. prvek s ∈ L : (s ≥ x, y ∧ (s′ ≥ x, y ⇒ s′ ≥ s))).
Nav́ıc (L,≤) se nazývá úplně svazově uspořádaná, pokud pro každou podmnožinu X ⊆ L
existuje inf(X) ∈ L a sup(X) ∈ L.

Definice 12.2. Trojice L = (L,∧,∨), kde L je množina a ∧ a ∨ jsou binárńı operace na L
se nazývá svazem, pokud pro každé dva prvky x, y ∈ L plat́ı

(i) x ∧ x = x = x ∨ x (reflexivita),
(ii) x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x (komutativita),
(iii) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z, x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z (asociativita),
(iv) x ∧ (y ∨ x) = x = x ∨ (y ∧ x) (absorbce).

Je-li L = (L,∧,∨) svaz, je L? = (L,∨,∧) (tedy např́ıklad operace ∨ v L∗ je definována jako
a ∨ b = a ∧ b, kde ∧ je p̊uvodńı operace z L) také svaz, tzv. svaz duálńı ke svazu L.

Lemma 12.3. Zobrazeńı
ϕ : (L,≤) → (L,∧,∨),

kde a ∧ b je definováno jako inf(a, b) a a ∨ b je definováno jako sup(a, b) a zobrazeńı

ψ : (L,∧,∨) → (L,≤),

kde definujeme x ≤ y, pokud x ∧ y = x (nebo ekvivalentně: (x ∨ y) = y) jsou navzájem
inverzńı bijekce tř́ıdy všech svazově uspořádaných množin a tř́ıdy všech svaz̊u. Proto mezi
svazově uspořádanou množinou a svazem nerozlǐsujeme.

D̊ukaz. Ověřit, že zobrazeńı ϕ a ψ jsou korektně definována je velice užitečné cvičeńı, a proto
ho přenecháme čtenáři. Ukážeme, že ψ ◦ ϕ = id. Uvažme svazově uspořádanou množinu
(L,≤), zobraźıme j́ı zobrazeńım ϕ a dostaneme svaz (L,∧,∨), ten zobraźıme zobrazeńım ψ
a dostaneme svazově uspořádanou množinu (L,≤′). Muśıme ukázat, že pro každé x, y ∈ L
plat́ı x ≤′ y ⇔ x ≤ y. Máme, že x ≤′ y právě, když x ∧ y = x, což je právě tehdy, když
inf(x, y) = x, což je právě tehdy, když x ≤ y.

Ukážeme, že i ϕ◦ψ = id. Uvažme svaz (L,∧,∨), ten zobraźıme zobrazeńım ψ a dostaneme
svazově uspořádanou množinu (L,≤), tu zobraźıme zobrazeńım ϕ a dostaneme svaz (L,∧′,∨′).
Muśıme ukázat, že pro každé x, y ∈ L plat́ı x∧′ y = x∧ y a x∨′ y = x∨ y. Ukážeme jen prvńı
rovnost, druhou přenecháme čtenáři jako cvičeńı. Máme, že x ∧′ y = inf(x, y), ukážeme, že
inf(x, y) = x ∧ y. Jistě inf(x, y) ≥ x ∧ y. Dále, protože inf(x, y) ≤ x a zároveň inf(x, y) ≤ y
máme, že inf(x, y)∧(x∧y) = (inf(x, y)∧x)∧y = inf(x, y)∧y = inf(x, y), tedy inf(x, y) ≤ x∧y,
tedy inf(x, y) = x ∧ y. Dokázali jsme, že ϕ i ψ jsou bijekce a jsou navzájem inverzńı. ¤
Př́ıklad 12.4. (1) Je-li M množina, pak částečně uspořádaná množina P = (P (M),⊆)

všech podmnožin množiny M je úplně svazově uspořádaná množina. Dále plat́ı, že
inf(x, y) = x ∩ y a sup(x, y) = x ∪ y. Tedy P = (P (M),∩,∪) je úplný svaz (svaz
nazýváme úplným, pokud je jeho odpov́ıdaj́ıćı svazově uspořádaná množina úplně
svazově uspořádaná).
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(2) Je-liM ∈ Mod-Rmodul (nad libovolným okruhem), pak částečně uspořádaná množina
L = (L(M),⊆) všech podmodul̊u modulu M je úplně svazově uspořádaná množina.
Dále plat́ı, že inf(x, y) = x∩ y a sup(x, y) = x+ y (podmodul generovaný podmoduly
x a y). Tedy L = (L(M),∩,+) je úplný svaz.

(3) Je-li G grupa (ne nutně komutativńı), pak částečně uspořádaná množina L = (L(G),⊆
) všech podgrup grupy G je úplně svazově uspořádaná množina. Dále plat́ı, že inf(x, y) =
x ∩ y a sup(x, y) = x + y (podgrupa generovaná podgrupami x a y). Tedy L =
(L(G),∩,+) je úplný svaz.

(4) Necht’ částečne uspořádaná množina S = ({x1, x2, . . . },≤) je nekonečný ostře ros-
toućı řetězec (tedy plat́ı x1 � x2 � x3 � · · · � xn � xn+1 � . . . ). Pak S je sva-
zově uspořádaná množina, ale S neńı úplně svazově uspořádaná množina, protože
sup({x1, x2, . . . }) neexistuje.

Definice 12.5. Necht’ L,L′ jsou svazy. Zobrazeńı ϕ : L → L′ je svazový homomorfismus,
pokud pro každé x, y ∈ L plat́ı, že ϕ(x ∧ y) = ϕ(x) ∧′ ϕ(y) a ϕ(x ∨ y) = ϕ(x) ∨′ ϕ(y). Je-li ϕ
prosté zobrazeńı, řekneme, že ϕ je svazový monomorfismus, je-li ϕ zobrazeńı na, řekneme, že ϕ
je svazový epimorfismus a je-li ϕ zobrazeńı bijektivńı, řekneme, že ϕ je svazový izomorfismus.

Př́ıklad 12.6. Je-li M množina, pak již v́ıme, že P = (P (M),∩,∪) je svaz. Zobrazeńı

ϕ : P → P?
N 7→ M \N

je svazový izomorfismus svazu P a duálńıho svaz P? a dále plat́ı, že ϕ ◦ ϕ = idM .

Definice 12.7. Necht’ L je svaz a necht’ L′ ⊆ L. Řekneme, že podmnožina L′ spolu s re-
strikcemi operaćı z L na L′ je podsvaz svazu L, pokud je L′ uzavřená na operace ∧ a ∨, tedy
pokud pro každé x, y ∈ L′ plat́ı, že x ∧ y ∈ L′ a x ∨ y ∈ L′.
Př́ıklad 12.8. Necht’ L je svaz a necht’ x, y ∈ L jsou takové, že x ≤ y. Pak množina [x, y] =
{z ∈ L|x ≤ z ≤ y} (spolu s operacemi z L) je podsvaz svazu L. Tento speciálńı tvar podsvazu
se nazývá interval ve svazu L určený prvky x a y.

Definice 12.9. Necht’ L je svaz. Řekneme, že svaz L je modulárńı, pokud pro každé dva
prvky x, y ∈ L plat́ı, že je-li z ∈ L, z ≤ x, pak x∧ (y∨ z) = (x∧ y)∨ z (této implikaci se často
ř́ıká slabá distributivita).

Poznámka 12.10. Svaz L je modulárńı právě tehdy, když je duálńı svaz L? modulárńı.

Př́ıklad 12.11. (1) Všechny svazy z 12.4, kromě svazu všech podgrup, jsou vždy modulárńı,
v př́ıpadech (1) a (4) jsou operace dokonce distributivńı (x∧(y∨z) = (x∧y)∨(x∧z)).
V př́ıpadech (2) a (3) vždy plat́ı, že x ∧ (y ∨ z) ≥ (x ∧ y) ∨ z: pro Z ⊆ X máme
X ∩ (Y + Z) ⊆ (X ∩ Y ) + Z, nebot’ pokud x ∈ X a x ∈ Y + Z, tedy x = y + z, pak
jistě y ∈ X. Takže x = y + z ∈ (X ∩ Y ) + Z.

(2) Svaz N5 (viz. obrázek 1, tomuto svazu se ř́ıká pentagon) neńı modulárńı. Např. x ∧
(y ∨ z) = x 6= z = (x ∧ y) ∨ z.

Věta 12.12. Svaz L je modulárńı, právě tehdy, když neobsahuje podsvaz izomorfńı se svazem
N5.

D̊ukaz. Když L obsahuje podsvaz izomofńı se svazem N5, pak svaz L neńı modulárńı podle
12.11 části (2). Opačnou implikaci dokážeme nepř́ımo. Necht’ svaz L neńı modulárńı. Pak
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Obrázek 1. Svaz N5

existuj́ı prvky x, y, z takové, že z ≤ x a x ∧ (y ∨ z)  (x ∧ y) ∨ z (pod́ıvejte se na 12.11
část (1)). Nyńı najdeme podsvaz L izomorfńı se svazem N5. Definujme a = x ∧ (y ∨ z),
b = y a c = (x ∧ y) ∨ z. Pak a ∨ b = (x ∧ (y ∨ z)) ∨ y ≤ (y ∨ z) ∨ y = z ∨ y a zároveň
a ∨ b = (x ∧ (y ∨ z)) ∨ y ≥ (z ∧ (y ∨ z)) ∨ y absorbce= z ∨ y, takže

a ∨ b = z ∨ y.
Dále c ∧ b = ((x ∧ y) ∨ z) ∧ y ≤ ((x ∧ y) ∨ x) ∧ y = x ∧ y a zároveň c ∧ b = ((x ∧ y) ∨ z) ∧ y ≥
((x ∧ y) ∨ z) ∧ (x ∧ y) absorbce= x ∧ y, takže

c ∧ b = x ∧ y.
Dále ještě c ∨ b = (x ∧ (y ∨ z) ∨ y = z ∨ y a a ∧ b = x ∧ (y ∨ z) ∧ y = x ∧ y.

Nyńı stač́ı ukázat, že b 6≤ c,c 6≤ b, b 6≤ a a a 6≤ b. Kdyby b ≤ c, neboli b ∧ c = b, pak by
podle již dokázaných vztah̊u platilo x ∧ y = y, tedy y ≤ x. Dále z předpoklad̊u máme z ≤ x.
Pak ovšem x∧ (y ∨ z) = y ∨ z = (x∧ y)∨ z, což je ve sporu s volbou x, y a z. Platnost daľśıch
vztah̊u dokážeme analogicky. Našli jsme tedy podsvaz L izomorfńı se svazem N5. ¤

Obrázek 2. Uspořádáńı a, b, c

Definice 12.13. Necht’ L je svaz. Řekneme, že svaz L je distributivńı, pokud pro každé
x, y, z ∈ L plat́ı x ∧ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∧ z). Dále řekneme, že svaz L je komplementárńı,
pokud existuj́ı prvky 0, 1 ∈ L takové, že pro každé x ∈ L je 0 ≤ x ≤ 1 a existuje x′ ∈ L
takové, že x ∧ x′ = 0 a x ∨ x′ = 1. Svaz, který je distributivńı a zároveň komplementárńı se
nazývá booleovský svaz.

Poznámka 12.14. Zřejmě každý distributivńı svaz je modulárńı.



35

Př́ıklad 12.15. (1) Svaz P(M) = (P (M),∩,∪) je booleovský svaz. Máme 0 = ∅, 1 = M
a X ′ = M \ X. Tento booleovský svaz je krásným př́ıkladem, nebot’ plat́ı, že každý
konečný booleovský svaz je izomorfńı svazu P(M) pro nějakou množinu M .

(2) Nekonečný ostře rostoućı řetězec S = ({x1, x2, . . . },≤) je zřejmě distributivńı svaz,
ale pokud obsahuje alespoň tři prvky, pak tento svaz neńı komplementárńı.

(3) Svaz M5 (viz. obrázek 3, tomuto svazu se ř́ıká diamant) je komplementárńı, ale neńı
disributivńı (a ∧ (b ∨ c = a 6= 0 = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)) a podle 12.12 je modulárńı.

(4) Svaz N5 neńı distributivńı ani komplementárńı ani modulárńı.

Obrázek 3. Svaz M5

Věta 12.16. Svaz L je distributivńı právě tehdy, když svaz L? je distributivńı, tj. pro každé
x, y, z ∈ L? plat́ı x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).
D̊ukaz. Je-li svaz L distributivńı, pak

(x ∨ y) ∧ (x ∨ z) distr.= ((x ∨ y) ∧ x) ∨ ((x ∨ y) ∧ z) absorbce= x ∨ ((x ∨ y) ∧ z) distr.=

= x ∨ (x(x ∧ z) ∨ (y ∧ z)) absorbce= x ∨ (y ∧ z).
Dokázali jsme, že je-li svaz L distributivńı, je i svaz L? distibutivńı. Naopak, jestliže je svaz
L? distributivńı, je distributivńı i svaz L??. Jelikož ale L?? = L, dokázali jsme také opačnou
implikaci. ¤
Poznámka 12.17. Svaz L je distributivńı právě tehdy, když neobsahuje podsvaz izomorfńı
svazu N5 nebo svazu M5.
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nadtěleso
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norma
Euklidovská, 13
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rozš́ı̌reńı
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polynomu, 4

svaz, 32
booleovský, 34
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výška
polynomu, 4
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