Bonusové cviceni 12. 1. 2012

Algebra A nad télesem K je okruh, ktery je zaroven vektorovy prostor. Napiiklad
matice nad R jsou algebra nad R (matici lze ndsobit ¢islem).

Algebra (KG) cest grafu G (Piiklad 2.7 ze skript) mé za svou bdzi jako
vektorovy prostor vSechny cesty v grafu G, tj. prvky jsou formdini linedrni
kominace cest. Nasobeni odpovida skladéni cest za sebe, kde vychazi 0, pokud
skldddni neddvéd smysl. Algebry cest jsou dobré jako (proti)piiklady algeber
(jsou pochopitelngjsi nez iplné abstraktn{ algebry).

Ideal P okruhu R se nazyva prvoidedl, pokud plati pg e P=pec PVge P
a P # R. Lokalizace R v prvoidedlu P (znacend R p) je podilovy okruh, kde
sjmenovatelé zlomku“ mohou byt pravé vSechny prvky mimo P (Definice 2.35).

Pi#iklad 1. Ovéite, ze R[z] je algebra nad R.

Priklad 2. Kterym znamym algebram jsou isomorfni{ algebry cest nasledujicich
grafu?
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Priklad 3. Bud K téleso, G graf. Jak vypada jednotkovy prvek v (KG)?

Piiklad 4. Bud K téleso, G graf. Kdy m4 (KG) koneénou dimenzi jako vek-
torovy prostor?

Piiklad 5. Rozhodnéte, zda je prvoidedl:
1. 7Z~v Z
2. 15Zv Z
3. zR[z] v R[z]
4. (22 4+1)C[z] v Clx]
Piiklad 6. Bud P = 13Z v Z.
1. Dokazte, ze P je prvoideal.

2. V Z(py najdéte vSechny invertibilni prvky (tj. prvky, ke kterym existuje
multiplikativn{ invers).



3. V Z(py najdéte aspon jedno feseni (rizné od (0, 1), (1,0)) rovnice 2° 4y =
1

4. Ma v Zp) teseni rovnice 13x = 57

P#iklad 7. Bud S = {1,z,22,...}. Uvazme podilovy okruh R[z]S~! (ra-
ciondln{ lomené funkce se jmenovatelem z S). Dokazte, Ze tento okruh je iso-
morfni okruhu Laurentovych polynomu nad R, tj. vyrazu tvaru

n
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kde a; € R am < n € Z (tj. povolujeme i zdporné exponenty) se s¢itdnim a
nasobenim jako bézné algebraické vyrazy.



