
Bonusové cvičeńı 12. 1. 2012

AlgebraA nad tělesemK je okruh, který je zároveň vektorový prostor. Např́ıklad
matice nad R jsou algebra nad R (matici lze násobit č́ıslem).

Algebra 〈KG〉 cest grafu G (Př́ıklad 2.7 ze skript) má za svou bázi jako
vektorový prostor všechny cesty v grafu G, tj. prvky jsou formálńı lineárńı

kominace cest. Násobeńı odpov́ıdá skládáńı cest za sebe, kde vycháźı 0, pokud
skládáńı nedává smysl. Algebry cest jsou dobré jako (proti)př́ıklady algeber
(jsou pochopitelněǰśı než úplně abstraktńı algebry).

Ideál P okruhu R se nazývá prvoideál, pokud plat́ı pq ∈ P ⇒ p ∈ P ∨ q ∈ P

a P 6= R. Lokalizace R v prvoideálu P (značená R(P ) je pod́ılový okruh, kde

”
jmenovatelé zlomk̊u“ mohou být právě všechny prvky mimo P (Definice 2.35).

Př́ıklad 1. Ověřte, že R[x] je algebra nad R.

Př́ıklad 2. Kterým známým algebrám jsou isomorfńı algebry cest následuj́ıćıch
graf̊u?

G G′ G′′

Př́ıklad 3. Bud’ K těleso, G graf. Jak vypadá jednotkový prvek v 〈KG〉?

Př́ıklad 4. Bud’ K těleso, G graf. Kdy má 〈KG〉 konečnou dimenzi jako vek-
torový prostor?

Př́ıklad 5. Rozhodněte, zda je prvoideál:

1. 7Z v Z

2. 15Z v Z

3. xR[x] v R[x]

4. (x2 + 1)C[x] v C[x]

Př́ıklad 6. Bud’ P = 13Z v Z.

1. Dokažte, že P je prvoideál.

2. V Z(P ) najděte všechny invertibilńı prvky (tj. prvky, ke kterým existuje
multiplikativńı invers).
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3. V Z(P ) najděte aspoň jedno řešeńı (r̊uzné od (0, 1), (1, 0)) rovnice x2+y2 =
1

4. Má v Z(P ) řešeńı rovnice 13x = 5?

Př́ıklad 7. Bud’ S = {1, x, x2, . . . }. Uvažme pod́ılový okruh R[x]S−1 (ra-
cionálńı lomené funkce se jmenovatelem z S). Dokažte, že tento okruh je iso-
morfńı okruhu Laurentových polynomů nad R, tj. výraz̊u tvaru

n∑

i=m

aix
i,

kde ai ∈ R a m ≤ n ∈ Z (tj. povolujeme i záporné exponenty) se sč́ıtáńım a
násobeńım jako běžné algebraické výrazy.


