
Domáćı úkol č́ıslo 5

Bud’ R = (R,⊕,⊖, 0, ·, 1) množina s operacemi taková, že:

1. 0 6= 1

2. (R,⊕,⊖, 0) je grupa (nemůžete ale předpokládat, že je komutativńı)

3. (R, ·, 1) je monoid

4. Pro všechny a, b, c ∈ R plat́ı distributivńı zákony

(a⊕ b)c = ac⊕ bc

a(b⊕ c) = ab⊕ ac

Dokažte, že pak je nutně ⊕ komutativńı, tedy R je okruh.

Řešeńı 1 Chceme ukázat, že pro každé dva prvky r, s ∈ R plat́ı r ⊕ s = s ⊕ r.
Uvažme tedy dva takové prvky (přinesl nám je nepř́ıtel).

Výraz (r ⊕ 1)(s ⊕ 1) lze použit́ım distributivńıho zákona vyhodnotit dvěma
zp̊usoby. Bud’ jako

(r ⊕ 1)(s⊕ 1) = r(s⊕ 1)⊕ 1(s⊕ 1) = rs⊕ r ⊕ s⊕ 1,

nebo jako

(r ⊕ 1)(s⊕ 1) = (r ⊕ 1)s⊕ (r ⊕ 1)1 = rs⊕ s⊕ r ⊕ 1,

Tyto dva výrazy se muśı rovnat:

rs⊕ r ⊕ s⊕ 1 = rs⊕ s⊕ r ⊕ 1

Protože R je na ⊕ grupa, m̊užeme na tuto rovnost zap̊usobit zleva ⊖rs a zprava
⊖1, abychom dostali

r ⊕ s = s⊕ r,

což jsme ale právě chtěli.
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