Resent dloh 8. 12. 2011

Piiklad 1. Ovéfte, ze nasledujici struktury jsou moduly (po vhodném doplnén{
zobrazen{ ,-r“ pro r € R):

1.
2.
3.
4.
d.

Vektorovy prostor V nad télesem K je pravy K-modul,
kazdy okruh R je sam nad sebou pravy R-modul,
pokud je I pravy idedl R, tak je I pravy R-modul,
prostor R™ je pravy M, (R)-modul,

kazda komutativni grupa je pravy Z-modul.

Resend: Vynechdm ovéren{ axiomu modulu, popiSu jenom pusobeni (tj. operace
-r; je mozné, ze nékdy lze operaci -r definovat i jinak, ale tyhle jsou nejvic ,na
rané“):

1.

Pro v € V bude v - r je bézné zndmé ndsobeni vektoru skaldrem (tim je
vektorovy prostor vybaven uz z definice)

. Pro s € R vyhodnotime s - r jako nésobeni v R

. Totéz jako vyse (je potfeba ale ovérit, ze I je na operaci -r uzavieny, coz

je pravé vlastnost pravého idedlu)

. Abychom dostali pravy modul, musf platit (v-A) - B = v (AB), tedy

potifebujeme chapat v jako fadkovy vektor a - jako nasobeni vektoru matici
(alternativné muze v byt sloupcovy a polozime v - A = ATv, kde druhé
ndsobeni je bézné nisobeni vektoru matici).

. Pro n € Z polozime g - n rovno souc¢tu n kusu g (pokud n < 0, tak —n

kusi —g).

Piiklad 2. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny tvoif podmoduly Z2 uvazovaného
jako Z-modul. Pokud ano, popiste vznikly faktormodul:

1.
2.

{(m,n) :m=n}

{(m,n) : mn =0}



3. {(83m,4n) : m,n € Z}
Resent:

1. Tvoif podmodul, nebot obsahuje nulu (0,0) a je uzaviend na séitdni,
od¢itani i nasobeni celymi ¢isly. Faktormodul je isomorfni Z, staci poslat
(m,n) = m —n a pouzit prvnf vétu o isomorfismu pro moduly.

2. Zna¢me tuto mnozinu N. Pak N netvoii podmodul, protoze naptiklad
(0,1),(1,0) € N, ale (1,1) ¢ N.

3. Tvoif podmodul, nebot opét obsahuje nulu, je uzaviend na séitdni, odéftani
i ndsoben{ celymi ¢isly. Faktorokruh bude isomorfni Z3 x Z4 (volme zob-
razen{ (k,1) — (k (mod 3),1 (mod 4))).

Priklad 3. Najdéte (co nejmensi) mnozinu generdtoru pro C uvazované jako
R-modul.

Reseni: Protoze R-moduly a vektorové prostory nad R jsou totéz, vime, ze ndm
sta¢i najit néjakou bazi C nad R, ¢ili napiiklad {1,}.

Piiklad 4. Dokazte, Ze mnozina vSech polynomu nad R uvazovand jako R-
modul neni konecné generovand.

Reseni: Necht existuje koneéns (neprézdnd) mnozina B polynomi, kterd ge-
neruje R[x] jako vektorovy prostor. Bud n maximdlni stupefi polynomu v B.
Potom pomoci linearnich kombinaci prvka z B nejsme schopni dostat zadny
polynom stupné n + 1, spor.



