
Řešeńı úloh 8. 12. 2011

Př́ıklad 1. Ověřte, že následuj́ıćı struktury jsou moduly (po vhodném doplněńı
zobrazeńı

”
·r“ pro r ∈ R):

1. Vektorový prostor V nad tělesem K je pravý K-modul,

2. každý okruh R je sám nad sebou pravý R-modul,

3. pokud je I pravý ideál R, tak je I pravý R-modul,

4. prostor Rn je pravý Mn(R)-modul,

5. každá komutativńı grupa je pravý Z-modul.

Řešeńı: Vynechám ověřeńı axiomů modulu, poṕı̌su jenom p̊usobeńı (tj. operace
·r; je možné, že někdy lze operaci ·r definovat i jinak, ale tyhle jsou nejv́ıc

”
na

ráně“):

1. Pro v ∈ V bude v · r je běžně známé násobeńı vektoru skalárem (t́ım je
vektorový prostor vybaven už z definice)

2. Pro s ∈ R vyhodnot́ıme s · r jako násobeńı v R

3. Totéž jako výše (je potřeba ale ověřit, že I je na operaci ·r uzavřený, což
je právě vlastnost pravého ideálu)

4. Abychom dostali pravý modul, muśı platit (v · A) · B = v · (AB), tedy
potřebujeme chápat v jako řádkový vektor a · jako násobeńı vektoru matićı
(alternativně může v být sloupcový a polož́ıme v · A = AT v, kde druhé
násobeńı je běžné násobeńı vektoru matićı).

5. Pro n ∈ Z polož́ıme g · n rovno součtu n kus̊u g (pokud n < 0, tak −n

kus̊u −g).

Př́ıklad 2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny tvoř́ı podmoduly Z
2 uvažovaného

jako Z-modul. Pokud ano, popǐste vzniklý faktormodul:

1. {(m,n) : m = n}

2. {(m,n) : mn = 0}
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3. {(3m, 4n) : m,n ∈ Z}

Řešeńı:

1. Tvoř́ı podmodul, nebot’ obsahuje nulu (0, 0) a je uzavřená na sč́ıtáńı,
odč́ıtáńı i násobeńı celými č́ısly. Faktormodul je isomorfńı Z, stač́ı poslat
(m,n) 7→ m− n a použ́ıt prvńı větu o isomorfismu pro moduly.

2. Značme tuto množinu N . Pak N netvoř́ı podmodul, protože např́ıklad
(0, 1), (1, 0) ∈ N , ale (1, 1) 6∈ N .

3. Tvoř́ı podmodul, nebot’ opět obsahuje nulu, je uzavřená na sč́ıtáńı, odč́ıtáńı
i násobeńı celými č́ısly. Faktorokruh bude isomorfńı Z3 × Z4 (volme zob-
razeńı (k, l) 7→ (k (mod 3), l (mod 4))).

Př́ıklad 3. Najděte (co nejmenš́ı) množinu generátor̊u pro C uvažované jako
R-modul.

Řešeńı: Protože R-moduly a vektorové prostory nad R jsou totéž, v́ıme, že nám
stač́ı naj́ıt nějakou bázi C nad R, čili např́ıklad {1, i}.

Př́ıklad 4. Dokažte, že množina všech polynomů nad R uvažovaná jako R-
modul neńı konečně generovaná.

Řešeńı: Necht’ existuje konečná (neprázdná) množina B polynomů, která ge-
neruje R[x] jako vektorový prostor. Bud’ n maximálńı stupeň polynomu v B.
Potom pomoćı lineárńıch kombinaćı prvk̊u z B nejsme schopni dostat žádný
polynom stupně n+ 1, spor.


