
Bonusové cvičeńı 12. 1. 2012

Př́ıklad 1. Ověřte, že R[x] je algebra nad R.

Řešeńı: Pro r ∈ R definujeme r · (anx
n + · · · + a0) jako ranx

n + · · · + ra0 a
ověř́ıme axiomy algebry.

Př́ıklad 2. Kterým známým algebrám jsou isomorfńı algebry cest následuj́ıćıch
graf̊u (nad R)?

G G′ G′′

Řešeńı: Prvńı grafová algebra je jednodimenzionálńı vektorový prostor, jehož
prvky můžeme psát jako av pro a prob́ıhaj́ıćı R. Násobeńı je přitom defino-
vané jako (av) · (bv) = (ab)v, tedy snadno ověř́ıme, že zobrazeńı av 7→ a je
isomorfismus 〈RG〉 s R.

Prvky 〈RG′〉 vypadaj́ı jako au + bv a násob́ı se
”
po složkách“, tj. (au +

bv)(a′u+ b′v) = aa′u+ bb′v. Proto bude fungovat isomorfismus au+ bv 7→ (a, b)
na algebru R× R s násobeńım po složkách.

Prvky 〈RG′′〉 vypadaj́ı jako au + bv + ce a vzorec pro násobeńı zńı: (au +
bv+ ce)(a′u+ b′v+ c′e) = aa′u+ bb′v+(ac′+ cb′)e. Vymyslet tady isomorfismus
dá v́ıce práce, ale bude fungovat zobrazeńı do algebry horńıch trojúhelńıkových

matic, které prvku au+ bv + ce přǐrad́ı matici

(

a c

0 b

)

.

Př́ıklad 3. Bud’ K těleso, G graf. Jak vypadá jednotkový prvek v 〈KG〉?

Řešeńı: Bud’ V (G) množina vrchol̊u G. Potom volme j =
∑

v∈V (G) 1 · v. Z
definice násobeńı se potom snadno ověř́ı, že j · p = p · j = p pro každou cestu v
G, tedy i pro každou lineárńı kombinaci cest.

Př́ıklad 4. Bud’ K těleso, G graf. Kdy má 〈KG〉 konečnou dimenzi jako vek-
torový prostor?

Řešeńı: Dimenze je rovna počtu cest, tedy konečná dimenze nastane právě když
neexistuje v G orientovaný cyklus (který by bylo možné prob́ıhat stále dokola).
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Př́ıklad 5. Rozhodněte, zda je prvoideál:

1. 7Z v Z

2. 15Z v Z

3. xR[x] v R[x]

4. (x2 + 1)C[x] v C[x]

Řešeńı: Všechny uvažované množiny jsou ideály; zbývá tedy rozhodnout, zda
plat́ı pq ∈ I ⇒ p ∈ I ∨ q ∈ I.

1. Je, protože 7 je prvoč́ıslo a 7|pq implikuje 7|p nebo 7|q.

2. Neńı, protože 3 · 5 ∈ 15Z, ačkoli 3, 5 6∈ 15Z.

3. Množina xR[x] je právě množina všech polynomů s nulovým absolutńım
členem. Pokud p, q jsou polynomy a pq má nulový absolutńı člen, pak
nutně aspoň jeden z p, q muśı mı́t nulový absolutńı člen.

4. Neńı prvoideál, nebot’ (x− i)(x+ i) = x2 + 1 ∈ (x2 + 1)C[x], ačkoli x± i

nelež́ı v (x2 + 1)C[x].

Př́ıklad 6. Bud’ P = 13Z v Z.

1. Dokažte, že P je prvoideál.

2. V Z(P ) najděte všechny invertibilńı prvky (tj. prvky, ke kterým existuje
multiplikativńı invers).

3. V Z(P ) najděte aspoň jedno řešeńı (r̊uzné od (0, 1), (1, 0)) rovnice x2+y2 =
1

4. Má v Z(P ) řešeńı rovnice 13x = 5?

Řešeńı:

1. Č́ıslo 13 je prvoč́ıslo, tedy 13|pq implikuje 13|p nebo 13|q.

2. Okruh Z(P ) sestává ze zlomk̊u, jejichž jmenovatel neńı dělitelný 13. Uvažme
jeden takový zlomek a

b
. Jak by mohl vypadat inverzńı prvek? Rovnost

a

b

c

d
= 1 je z definice pod́ılového okrhuhu splněna právě tehdy, když ac =

bd.

Pokud a neńı násobek 13, můžeme volit c = b, d = a a dostat tak inverzńı
prvek b

a
. Naopak pokud a = 13e, tak rovnost ac = bd implikuje, že 13 děĺı

bd, tedy 13|d. To je ale spor s definićı Z(P ), kde jmenovatelé nemohou být
dělitelńı 13.

3. Z(P ) je podokruh Q, funguje tedy např́ıklad řešeńı x = 4
5 , y = 3

5 . Naopak

nefunguje (kv̊uli dělitelnosti jmenovatele 13) řešeńı x = 12
13 , y = 5

13 .



4. Necht’ tato rovnice má řešeńı x = a

b
. Potom 13a

b
= 5 implikuje 13a = 5b,

tedy nutně 13|b. To je ale spor, protože a

b
má ležet v Z(P ). Rovnice tedy

nemá řešeńı.

Př́ıklad 7. Bud’ S = {1, x, x2, . . . }. Uvažme pod́ılový okruh R[x]S−1 (ra-
cionálńı lomené funkce se jmenovatelem z S). Dokažte, že tento okruh je iso-
morfńı okruhu Laurentových polynomů nad R, tj. výraz̊u tvaru

n
∑

i=m

aix
i,

kde ai ∈ R a m ≤ n ∈ Z (tj. povolujeme i záporné exponenty) se sč́ıtáńım a
násobeńım jako běžné algebraické výrazy.

Řešeńı: Označme R = R[x]S−1. Prvky R jsou racionálńı lomené funkce se jme-

novatelem tvaru xk. Uvažme zobrazeńı φ, které zlomku alx
l+···+a0

xk přǐrad́ı Lau-
rent̊uv polynom

alx
l + · · ·+ a0

xk
= alx

l−k + · · ·+ a0x
−k.

Toto zobrazeńı je dobře definované (výsledek se nezměńı při rozš́ı̌reńı zlomku),
prosté a na. Zobrazeńı φ také pośılá jednotku na jednotku, nulu na nulu, za-
chovává součty i součiny (ověřit to posledńı dá trochu práce s indexy). Proto je
φ hledaný isomorfismus.


