
Cvičeńı 1. 3. 2012

Pro n přirozené č́ıslo definujeme grupu Z
⋆
n sestávaj́ıćı z č́ısel mezi 1 a n ne-

soudělných s n s operaćı násobeńı modulo n. Dá trochu práce dokázat, že je to
grupa, ale je tomu tak. Počet prvk̊u grupy Z

⋆
n označme φ(n) (Eulerova funkce).

Č́ıslo φ(n) lze spoč́ıtat z prvoč́ıselného rozkladu n (viz 5. př́ıklad).
Plat́ı Eulerova věta: Pokud je a celé č́ıslo nesoudělné s n, tak aφ(n) ≡ 1

(mod n).

Př́ıklad 1 (Mini-verze č́ınské zbytkové věty). Bud’te k, l 6= 0 nesoudělná celá
č́ısla. Dokažte, že potom kl|n, právě když k|n a zárověň l|n.

Př́ıklad 2. Dokažte, že:

1. 16|580 − 1

2. 198|1362 + 29

3. 112|(8355 + 6)18 − 1

Př́ıklad 3. Spočtěte 520 (mod 26), 9128 (mod 48).

Př́ıklad 4. Dokažte, že č́ıslo tvaru 4k + 3, k ∈ N nejde vyjádřit jako součet
čtverc̊u (tj. ve tvaru a2 + b2, kde a, b jsou celá).

Př́ıklad 5. Dokažte, že pokud n = pa1

1 · · · pak

k je prvoč́ıselný rozklad n, tak

φ(n) = pa1−1
1 · · · pak−1

k (p1 − 1) · · · (pk − 1).

Př́ıklad 6. Dokažte:

1. Malou Fermatovu větu (Eulerova věta, kde n je prvoč́ıslo)

2. Eulerovu větu.

Př́ıklad 7. Dokažte, že č́ıslo 19 · 8n + 17 je složené pro každé n.
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