
Cvičeńı 8. 3. 2012

Bud’ R komutativńı okruh. Řekneme, že prvek r děĺı prvek s (a naṕı̌seme r|s),
pokud existuje t ∈ R, že rt = s. Dělitelnost je reflexivńı a tranzitivńı relace.
Prvky a, b ∈ R nazveme asociované, pokud a|b a zároveň b|a.

Prvek r ∈ R je invertibilńı, pokud existuje s ∈ R, že rs = 1. Prvek r ∈ R\{0}
je ireducibilńı, pokud r neńı invertibilńı a r = st implikuje r|s nebo r|t. Prvek
r ∈ R \ {0} je prvočinitel, pokud neńı invertibilńı a r|st implikuje r|s nebo r|t.

Okruh R je:

• Obor integrity, pokud má komutativńı násobeńı a z rs = 0 plyne r = 0
nebo s = 0.

• Obor integrity hlavńıch ideál̊u, pokud je obor integrity a každý ideál je
tvaru rR pro nějaké r ∈ R.

• Euklidovský, pokud je obor integrity a funguje rozumné děleńı se zbytkem:
Existuje funkce φ : R → N0, že

1. φ(0) = 0 a φ(x) > 0 jinak,

2. φ(a) ≤ φ(b) kdykoli a|b, b 6= 0,

3. (to hlavńı) kdykoli a, b ∈ R, b 6= 0, tak existuj́ı r, s ∈ R, že φ(s) < φ(b)
a a = br + s.

Pokud je okruh R euklidovský, tak funguje Euklid̊uv algoritmus, všechny ire-
ducibilńı prvky jsou prvočinitelé a každý prvek r ∈ R \ {0} lze psát jako součin
prvočinitel̊u jednoznačně až na pořad́ı a asociovanost. (Obrácená implikace ale
neplat́ı.)

Př́ıklad 1 (opakováńı). Dokažte, že 13|270 + 370.

Př́ıklad 2. Okruh R[x] je euklidovský. Pomoćı Euklidova algoritmu najděte
největš́ıho společného dělitele polynomů:

1. p = x3 + 2x+ 1, q = x2 + 3

2. p = x2 − 1, q = x− 1

3. p = 4x4 + 6x3 + x2 + 1, q = x2 + 4x+ 3

Př́ıklad 3. Rozložte v R[x] na součin prvočinitel̊u:

1. x2 − 3x+ 2
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2. x3 + x

3. x4 − 2x2 + 1

Př́ıklad 4. Bud’ R obor integrity. Dokažte, že a, b jsou asociované právě tehdy
když existuje invertibilńı r ∈ R, že a = rb. Co to znamená pro R = Z a
R = R[x]?

Př́ıklad 5. Množina 2Z neńı okruh (nemá jednotku), ale můžeme na ńı defi-
novat dělitelnost. Popǐste ireducibilińı prvky a prvočinitele 2Z a najděte na 2Z
prvek, který nemá jednoznačný rozklad na prvočinitele.

Př́ıklad 6. Dokažte, že Z[i] = {a + ib : a, b ∈ Z} ⊂ C je euklidovský obor
integrity.

Př́ıklad 7. Dokažte, že v okruhu {a +
√
5b : a, b ∈ Z} existuje ireducibilńı

prvek, který neńı prvočinitel.

Př́ıklad 8. Bud’ p > 2 prvoč́ıslo. Dokažte, že p děĺı čitatele zlomku

1 + 1/2 + · · ·+ 1/(p− 1).


