
Cvičeńı 5. 4. 2012

Pro poč́ıtáńı kvadratický zbytk̊u modulo obecné složené č́ıslo se nám hod́ı znát
č́ınskou zbytkovou větu a strukturu grup (Zpn)? (viz ukázka na tabuli).

Pro p liché prvoč́ıslo je (Zpn)? ' Zpn−1(p−1), pro dvojku máme Z?
2 triviálńı,

Z?
4 dvouprvkovou a v ostatńıch př́ıpadech

(Z2n) ' Z2 × Z2n−2 .

Pro n > 2 lze každý prvek Z2n psát ve tvaru (−1)a5b.
Proto pro liché n = p1 . . . pn definujeme Jacobiho symbol:(

a
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)
=
∏
i

(
a
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)
.

Jacobiho symboly zobecňuj́ı ty Legendreovy a lze je použ́ıt ve výpočtech (viz
ukázka), ale z

(
m
n

)
= 1 už neplyne, že m je kvadratický zbytek modulo n.

S Jacobiho symboly jde poč́ıtat podobně jako s těmi Legendreovými:

1. Pokud a ≡ b (mod n)p, tak
(
a
n

)
=
(
b
n

)
,

2. plat́ı
(
ab
n

)
=
(
a
n

)
·
(
b
n

)
,

3. plat́ı
(−1

n

)
≡ (−1)(p−1)/2 (mod p) ,

4.
(
2
n

)
= 1 pro n ≡ 1, 7 (mod 8) a −1 pro n ≡ 3, 5 (mod 8).

5. Pokud m,n jsou lichá, tak opět plat́ı kvadratická reciprocita(
m

n

)(
m

n

)
= (−1)

(m−1)(n−1)
4 .

(Tj. napravo vycháźı −1, právě když m,n ≡ 3 (mod 4), jinak vyjde 1.)

Př́ıklad 1. Najděte všechny involuce (prvky řádu 2) v Z?
80.

Př́ıklad 2. Spočtěte pomoćı Legendreových symbol̊u
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)
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)
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)
Př́ıklad 3. Kolik řešeńı (modulo 45) má rovnice x2 + 4x + 4 ≡ 0 (mod 45)?

Př́ıklad 4. Najděte m,n, že
(
m
n

)
= 1, ale m neńı kvadratický zbytek modulo

n. Je možné, aby
(
m
n

)
= −1, ale m byl kvadratický zbytek modulo n?

Př́ıklad 5. Dokažte, že pro každé n ≥ 1 plat́ı 52
n−3 ≡ 1 + 2n−1 (mod 2)n. Co

z toho plyne pro řád prvku 5 v grupě Z?
2n?

Př́ıklad 6. Bud’ n > 1. Dokažte, že grupa Z?
n je cyklická, právě když n má tvar

2, 4, pm nebo 2pm pro p liché prvoč́ıslo.


