
Cvičeńı 8. 3. 2013

Pro n přirozené definujeme grupu Z?
n sestávaj́ıćı z č́ısel mezi 1 a n nesoudělných

s n s operaćı násobeńı modulo n. Bud’ a celé č́ıslo nesoudělné s n.
Počet prvk̊u grupy Z?

n označme φ(n) (Eulerova funkce). Č́ıslo φ(n) lze spoč́ıtat
z prvoč́ıselného rozkladu n = pa1

1 · · · p
ak

k jako

φ(n) = pa1−1
1 · · · pak−1

k (p1 − 1) · · · (pk − 1).

Řád prvku a ∈ Z?
n je nejmenš́ı m > 0 takové, že am ≡ 1 (mod n). Lagran-

geova věta nám ř́ıká, že m |φ(n).
Pokud se situace zdá beznadějná, vzpomeňte si na č́ınskou zbytkovou větu.

Př́ıklad 1. Nakreslete prvky Z36 uspořádané dělitelnost́ı. Vyznačte na obrázku
podgrupy a řády prvk̊u v grupě (Z36,+). Co vid́ıte? Dokážete to zformulovat a
dokázat jako větu?

Př́ıklad 2. Najděte n, a takové, že a ∈ Z?
n, a 6= 1 a prvek a má řád ostře menš́ı

než φ(n).

Př́ıklad 3. Dokažte, že:

1. 16 | 580 − 1

2. 198 | 1362 + 29

Př́ıklad 4. Spočtěte 520 (mod 26), 9128 (mod 48), 23
45

67

(mod 9).

Př́ıklad 5. Vyřešte v Z rovnici

x6 + x+ xy ≡ 1 (mod 7)

Př́ıklad 6. Kolik existuje v grupě Zn prvk̊u k takových, že 〈k〉 = Zn?

Př́ıklad 7. Bud’ p prvoč́ıslo. Kolik existuje v grupě Z?
p prvk̊u řádu 2?

Př́ıklad 8. Bud’ n = pa1
1 · · · p

ak

k . Dokažte, že:

1. Okruh Zn je isomorfńı Zp
a1
1
× Zp

a2
2
× · · · × Zp

ak
k

,

2. grupa Z?
n je isomorfńı Z?

p
a1
1
× Z?

p
a2
2
× · · · × Z?

p
ak
k

.

Př́ıklad 9. Spočtěte

lim sup
n→∞

φ(n),

lim inf
n→∞

φ(n).
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Kreativńı úlohy

Př́ıklad 10 (Wilsonovo kritérium). Dokažte, že č́ıslo p je prvoč́ıslo, právě když
plat́ı

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Př́ıklad 11 (návrat těžké úlohy). Bud’ p > 2 prvoč́ıslo. Dokažte, že p děĺı
čitatele zlomku

1 + 1/2 + · · ·+ 1/(p− 1).


