
Cvičeńı 22. 3. 2013

Dı́ky č́ınské zbytkové větě v́ıme:
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Pro p liché prvoč́ıslo je (Zpn)⋆ ≃ Zpn−1(p−1), pro dvojku máme Z
⋆
2 triviálńı,

Z
⋆
4 dvouprvkovou a v ostatńıch př́ıpadech

(Z2n) ≃ Z2 × Z2n−2 .

Pro n > 2 lze každý prvek Z2n psát ve tvaru (−1)a5b. Tyto skutečnosti maj́ı
mnoho praktických použit́ı.

Př́ıklad 1 (z minule). Najděte všechna M taková, že M7 ≡ M (mod 141).

Př́ıklad 2. Sestrojte isomorfismus grup:

1. Z15 a Z3 × Z5,

2. Z
⋆
13 a Z12,

3. Z
⋆
7 a Z6,

4. Z
⋆
75 a Z2 × Z4 × Z5.

Př́ıklad 3. Najděte všechny prvky, které generuj́ı grupy:

1. Z
⋆
7,

2. Z
⋆
11,

3. Z
⋆
18,

4. Z
⋆
16.

Př́ıklad 4 (Eulerova věta neńı optimálńı). Jaké nejmenš́ı e ∈ N můžeme zvolit,
aby platila věta:

”
Pro každé a nesoudělné s 91 plat́ı ae ≡ 1 (mod 91)“?

Př́ıklad 5. Č́ıslo n se nazývá Carmichaelovo č́ıslo, pokud n neńı prvoč́ıslo, ale
plat́ı ∀a, (a, n) = 1 ⇒ an−1 ≡ 1 (mod n). Dokažte, že č́ıslo 3 · 11 · 17 = 561 je
Carmichaelovo č́ıslo.
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Př́ıklad 6 (opakováńı z přednášky). Dokažte, že pro každé n ≥ 1 plat́ı

52
n−3

≡ 1 + 2n−1 (mod 2n).

Co z toho plyne pro řád prvku 5 v grupě Z
⋆
2n?

Kreativńı úlohy

Př́ıklad 7. Bud’ n > 1. Dokažte, že grupa Z
⋆
n je cyklická, právě když n má tvar

2, 4, pm nebo 2pm pro p liché prvoč́ıslo.
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