
Poč́ıtačová algebra

Cvičeńı
27. b̌rezna 2020

Problém 1. Spočtěte pomoćı FFT algoritmu v tělese Z13 hodnotu

FFT(4, 8; 1, 1, 2, 3)

(tj. n = 4, ω = 8 a polynom je 1 + x + 2x2 + 3x3).

Řešeńı.
FFT (n = 4, ω = 8, (1, 1, 2, 3)) :

b0, b1?
FFT (n = 2, ω = −1, (1, 2)) :

b = FFT (n = 1, ω = 1, 1) = 1
c = FFT (n = 1, ω = 1, 1) = 2
d0 = b + ω0c = 3, d1 = b− ω0c = −1

vrátili jsme se z rekurze, máme b0 = 3, b1 = −1
c0, c1?
FFT (n = 2, ω = −1, (1, 3)) :

b = FFT (n = 1, ω = 1, 1) = 1
c = FFT (n = 1, ω = 1, 3) = 3
d0 = b + ω0c = 4, d1 = b− ω0c = −2

vrátili jsme se z rekurze, máme c0 = 4, c1 = −2
dopoč́ıtáme nejvyšš́ı úroveň:
d0 = b0 + ω0c0 = 3 + 4 = 7, d2 = b0 − ω0c0 = 3− 4 = −1 = 12
d1 = b1 + ω0c1 = −1 + 8 · (−2) = 9, d3 = b1 − ω0c1 = −1− 8 · (−2) = 2

Výsledek je (7, 9, 12, 2).
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Problém 2. Pomoćı FFT rychle vynásobte v Z[x] polynomy x + 1 a x2 − 1.
Primitivńı odmocninu si bud’ vezměte z C, nebo poč́ıtejte modulo velké prvoč́ıslo
(Jak velké? Str. 66 v učebnici vám odpov́ı.).

Řešeńı. Výsledný polynom má stupeň 3, je tedy určen n = 4 koeficienty. Bu-
deme poč́ıtat v C, jako primitivńı čtvrtou domocninu z jedné si vezmeme ω = i.

Spoč́ıtáme FFT polynomu x + 1:
n = 4, ω = i, (1, 1, 0, 0) :

n = 2, ω = −1, (1, 0)
=⇒ b0 = 1 + 0 = 0, b1 = 1− 0 = 0
Druhé rekurzivńı voláńı je totožné, tedy
c0 = c1 = 1
d0 = 1 + 1 = 2 d2 = 1− 1 = 0
d1 = 1 + i d3 = 1− i

Výsledek je (2, 1 + i, 0, 1− i).

Spoč́ıtáme FFT polynomu x2 − 1:
n = 4, ω = i, (−1, 0, 1, 0) :

n = 2, ω = −1, (−1, 1) :
=⇒ b0 = −1 + 1 = 0, b1 = −1− 1 = −2
Druhé rekurzivńı voláńı poč́ıtá s nulama, tedy
c0 = c1 = 0
d0 = 0 + 0 = 0 d2 = 0− 0 = 0
d1 = −2 + 0i = −2 d3 = −2− 0i = −2

Výsledek je (0,−2, 0,−2).

Pokud obě modulárńı reprezentace vynásob́ıme po složkách dostaneme

(2, 1 + i, 0, 1− i) · (0,−2, 0,−2) = (0,−2− 2i, 0,−2 + 2i).

Na tento výsledek budeme cht́ıt aplikovat inverzńı DFT. Budeme tedy poč́ıtat
1
4FFT (n = 4, ω = i−1 = −i, (0,−2− 2i, 0,−2 + 2i)):

Prvńı rekurzivńı voláńı poč́ıtá s nulama, tedy
b0 = 0, b1 = 0
n = 2, ω = −1, (−2− 2i,−2 + 2i):
=⇒ c0 = (−2− 2i) + (−2 + 2i) = −4 c1 = (−2− 2i)− (−2 + 2i) = −4i
d0 = 0 + (−4) = −4 d2 = 0− (−4) = 4
d1 = 0 + (−i)(−4i) = −4 d3 = 0− (−i)(−4i) = 4

Výsledek je 1
4 (−4,−4, 4, 4) = (−1,−1, 1, 1) neboli polynom x3 + x2 − x− 1.
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Problém 3. Proč nejde modulárńı metoda násobeńı použ́ıt i na děleńı poly-
nomů se zbytkem (třeba v Z[x])? Ukažte na př́ıkladu, že to nefunguje.

Řešeńı. Př́ıklad je např́ıklad (x2 + 1) : x v bodech 0, 1,−1. Dojde tam k děleńı
nulou a i kdyby nedošlo, tak vyjdou nesmyslné polynomy.

Pro modulárńı násobeńı polynomů jsme využ́ıvali fakt, že

(f · g)(a) = f(a) · f(a),

(prvńı násobeńı je v T [x], druhé v T ). Jak bychom vztah upravili např. pro
mod? Něco jako

(f mod g)(a)
?
= f(a) mod g(a)

neplat́ı (už třeba proto, že v tělese jsou všechny prvky dělitelné přesně - ne se
zbytkem).
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Problém 4 (Schönhage-Strassen̊uv trik). Dokažte podrobně, že 2u je 2k-tá
primitivńı odmocnina z 1 v Z

22k−1u+1
.

Řešeńı. Jde o 2k
√

1, protože (2u)2
k

= 2u2
k−1·2 = (2u2

k−1

)2 = (−1)2 = 1.
Předpokládejme pro spor, že 2u neńı primitivńı odmocnina, tedy, že (2u)2

c

= 1
pro c < k. Potom

1 = 12
k−1−c

= ((2u)2
c

)2
k−1−c

= 2u2
k−1−c2c = 2u2

k−1

= −1.

Problém 5 (Barto, Stanovský, cv. 1 na str. 74). Najděte inverzńı mocninnou
řadu k x2 + x + 1.

Řešeńı. Hledáme b0, b1, b2, . . . t.ž.

(1x0 + 1x1 + 1x2)(b0x
0 + b1x

1 + b2x
2 + . . . ) = 1.

Ze vzorce pro násobeńı mocninných řad máme podmı́nky

1 = 1 · b0
0 = 1 · b0 + 1 · b1
0 = 1 · b0 + 1 · b1 + 1 · b2
0 = 1 · b1 + 1 · b2 + 1 · b3
0 = 1 · b2 + 1 · b3 + 1 · b4
0 = 1 · b3 + 1 · b4 + 1 · b5
...

neboli

b0 = 1

b1 = −b0 = −1

b2 = −b0 − b1 = 0

b3 = −b1 − b2 = 1

b4 = −b2 − b3 = −1

b5 = −b3 − b4 = 0

...

Dostáváme, že

(x2 + x + 1)−1 =

∞∑
i=1

x3i − x3i+1.
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Problém 6 (Barto, Stanovský, cv. 2 na str. 74). Spočtěte pomoćı inverzńıch
mocninných řad pod́ıl x4 + 2x3 + 2 : x3 − x v Z[x].

Řešeńı.

f = x4 + 2x3 + 2, n = 4

g = x3 − x, m = 3

f∗ = 2x4 + 2x + 1

g∗ = −x2 + 1

Potřebujeme určit prvńıch n −m + 1 = 2 člen̊u řady, kterou když vynásob́ıme
s g∗, dostaneme 1. Jej́ı konstatńı člen muśı být 1 a koeficient u x muśı být 0.
To je vše co potřebujeme.
Polož́ıme tedy

h = 1

a poč́ıtáme

w = f∗ · h mod xn−m+1 = 2x4 + 2x + 1 mod x2 = 2x + 1.

Obrát́ıme pořad́ı koeficient̊u u w a dostaneme

q = x + 2.

Nyńı již snadno dopoč́ıtáme zbytek

r = f − gq = x2 + 3x + 2.
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