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Co bylo: Algoritmus 21

Data: f , g ∈ Z[x ] primitivńı polynomy
Result: NSDZ[x](f , g)

1 d := NSDZ(lc(f ), lc(g));
2 p := nejmenš́ı prvoč́ıslo > 2d · LM(f , g);

3 h := NSDZp [x](f %p, g%p), aby lc(h) = d%p;

4 h := pp(h);
5 if h|f , g then
6 return h;
7 else
8 zvol věťśı prvoč́ıslo p, jdi na 3;
9 end

Algoritmus funguje, ale neńı snadné ukázat časovou složitost

Je to nepraktické, protože naše prvoč́ıslo bude hodně velké

Vylepšeńı: Mı́sto jednoho p budeme poč́ıtat modulo několik malých p;
chceme součit > 2d · LM(f , g)

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 22. května 2020 2 / 16
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2 p := nejmenš́ı prvoč́ıslo > 2d · LM(f , g);

3 h := NSDZp [x](f %p, g%p), aby lc(h) = d%p;

4 h := pp(h);
5 if h|f , g then
6 return h;
7 else
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8 zvol věťśı prvoč́ıslo p, jdi na 3;
9 end
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Algoritmus 22

Data: f , g ∈ Z[x] primitivńı polynomy
Result: NSDZ[x](f , g)

1 d := NSDZ(lc(f ), lc(g));
2 p := nejmenš́ı dosud nepoužité použitelné prvoč́ıslo;
3 h := NSDZp [x](f %p, g%p), že lc(h) = d%p;

4 if deg h = 0; // Stupeň NSD je ≤ 0
5 then
6 return 1;
7 end
8 H := h, P := p; // H je odhad NSD, počı́táme modulo P
9 while P ≤ 2d · LM(f , g) do
10 p := nejmenš́ı dosud nepoužité použitelné prvoč́ıslo; // Pozorovánı́: P, p jsou nesoudělná

11 h := NSDZp [x](f %p, g%p), že lc(h) = d%p;

12 if deg h < deg H; // Všechna předchozı́ prvočı́sla byla smolná

13 then
14 jdi na 4
15 end
16 if deg h = deg H; // Zkombinujeme h,H do odhadu modulo P · p
17 then
18 Spočti H′, aby H′ ≡ H (mod P) a H′ ≡ h (mod p); // Hodı́ se Garnerův algoritmus pro ČZV

19 H := H′, P := P · p; // Pro nové H, P platı́: H je NSDZP [x](f %P, g%P), lc(H) = d (mod P)

20 end

21 end
22 h := pp(H);
23 if h|f , g then
24 return h;
25 else
26 jdi na 2;
27 end
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ČZV pro koeficienty polynomů

Lemma

Necht’ p,P ∈ Z jsou nesoudělná. Necht’ f ∈ Z[x ] h, r ∈ Zp[x ],
H,R ∈ ZP [x ], H ′ ∈ ZpP [x ] jsou taková, že p,P 6 | lc(H ′) a

H = H ′%P f %P = HR

h = H ′%p f %p = hr

Potom H ′|f %(Pp).

ČZV nám dává isomorfismus okruhů ZP × Zp a ZPp; použijeme ji na
dvojice koeficient̊u Ri , ri .

Dostaneme polynom R ′ ∈ ZPp[x ], že R ′%p = r , R ′%P = H

Ze vzorečku pro násobeńı polynomů a ismomorfismu H ′R ′ = f

Pozorováńı: deg h = degH ′ = degH, proto Algoritmus 22 porovnává
stupně
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ČZV pro koeficienty polynomů
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ČZV pro koeficienty polynomů
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Správnost Algoritmu 22

Pokud na řádku 4 vrát́ıme 1, bylo to proto, že NSDZp [x](f , g) má
stupeň 0 pro p použitelné, tedy NSDZ(f , g) je konstantńı

Pokud na řádku 8 zvolené P je věťśı než 2d · LM(f , g), je to jako
Algoritmus 21

Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvěťśıho stupně mezi
děliteli f , g modulo P, že lc(H) ≡ d (mod P)

Pozor: ZP neńı obor integrity
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Správnost Algoritmu 22

Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvěťśıho stupně mezi
děliteli f , g modulo P, že lc(H) ≡ d (mod P)

Důkaz indukćı: d (mod Pp) je unikáńı řešeńı ČZV úlohy d%p = d%p
a d%P = d%P

H ′|f , g podle lemmatu o slajd ďŕıv

Pokud Q|f , g a lc(Q) = d , tak Q%p|f %p, tedy
deg(Q%p) = deg(Q) ≤ deg h

Až while cyklus skonč́ı: H|f , g a poč́ıtáme modulo P > 2d ·ML(f , g),
tedy se lze vrátit do Z[x ]

Na konci opět trik s primitivńı část́ı

Jako v Alg 21 testujeme, zda všechna prvoč́ısla nebyla smolná a
stupeň H moc velký
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Pokud Q|f , g a lc(Q) = d , tak Q%p|f %p, tedy
deg(Q%p) = deg(Q) ≤ deg h
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tedy se lze vrátit do Z[x ]
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děliteli f , g modulo P, že lc(H) ≡ d (mod P)
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stupeň H moc velký
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Př́ıklad

f = x3 − x2 + x − 1, g = x3 + 2x2 − x − 2, LM(f , g) = 16

d := 1

p := 2

h := x2 + 1, H := x2 + 1, P := 2

p := 3, h := x − 1

deg h < degH, tedy 2 bylo smolné

H := x − 1,P := 3

p := 5, h := x2 + x − 2

deg h > degH, voĺıme nové p

p := 7, h := x − 1

H := x − 1,P = 3 · 7 = 21
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p := 5, h := x2 + x − 2

deg h > degH, voĺıme nové p

p := 7, h := x − 1

H := x − 1,P = 3 · 7 = 21
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H := x − 1,P := 3

p := 5, h := x2 + x − 2

deg h > degH, voĺıme nové p
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Př́ıklad dokončený

H := x − 1,P = 3 · 7 = 21

2d · LM(f , g) = 32

p = 11, h = x − 1

H = x − 1,P = 11 · 21 = 221 > 32

Všimněme si, že jsem mohli skončit ďŕıv, kdybychom měli odvahu
otestovat H pro P = 21

Možná heuristika: Pokud H = H ′, tak testuj, zda pp(H)|f , g a pokud
ano vrat’ pp(H)

Protože degH ≥ deg NSDZ[x ](f , g), tak to neovlivńı korektnost

Ale děleńı polynomů je drahé, tak to nechcem zkoušet bezhlavě
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otestovat H pro P = 21
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Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 22. května 2020 8 / 16
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Složitost Algoritmu 22 (velmi zhruba)

Značme n = deg f ≥ deg g (búno)

Lze dokázat složitost O(n3(log n + l)2, kde l = max(mc(f ),mc(g)

My naznač́ıme složitost O(n3 log2(n)) pro l malé

Pro jednoduchost p̌redpokládáme, že smolná prvoč́ısla jsou vzácná

Odhadneme LM(f , g) = O(2n
√
n)

P roste v́ıc než exponenciálně, tedy while cyklus proběhne zhruba
O(log2(LM(f , g)) = O(n)-krát

n-té prvoč́ıslo je asi n log n, tedy `(p) = O(log n)

NSD v Zp . . . O(n2`(p)2) = O(n2 log(n)2)

ČZV p̌res Garnera O(n2 log n)

While cyklus tedy stoj́ı O(n · n2 log(n)2)

pp(H) je asi n NSD v Z pro č́ısla délky O(n), tedy O(n3) celkem

Test h|f , g je O(n3) (koeficienty h jsou délky O(n))

Celkem O(n3 log(n)2)
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ČZV p̌res Garnera O(n2 log n)

While cyklus tedy stoj́ı O(n · n2 log(n)2)
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Složitost Algoritmu 22 (velmi zhruba)
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O(log2(LM(f , g)) = O(n)-krát
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Složitost Algoritmu 22 (velmi zhruba)
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My naznač́ıme složitost O(n3 log2(n)) pro l malé
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My naznač́ıme složitost O(n3 log2(n)) pro l malé
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NSD v R[x , y ] (orientačně)

Reprezentujeme R[x , y ] jako (R[y ])[x ]

Stupeň je stupeň v x

Koeficienty (vč. vedoućıho členu) jsou polynomy v y

Modulárńı metoda tu v́ıtěźı nad pseudoděleńım

Poč́ıtáme modulo polynom z R[x ]

Malá prvoč́ısla ↔ malé ireducibilńı polynomy y − α
Vzpomeňme si f (x , y)%(y − α) = f (x , α)

Př́ıklad: (x + x2y + y2)%(y − 7) = x + 7x2 + 49

ČZV bude věta o interpolaci polynomu
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NSD v R[x , y ] (orientačně)
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Př́ıklad: (x + x2y + y2)%(y − 7) = x + 7x2 + 49
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NSD v R[x , y ] (orientačně)
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Př́ıklad: (x + x2y + y2)%(y − 7) = x + 7x2 + 49
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Př́ıklad

f = yx2 + (1− y2)x − y = (xy + 1)(x − y)

g = yx2 + (1 + y2)x + y = (xy + 1)(x + y)

Stupeň f , g v y (bacha!) je 2, tedy poč́ıtáme modulo
y − α1, y − α2, y − α3

Volme α1 = 1, NSD(x2 − 1, x2 + 2x + 1) = x + 1

Volme α2 = 2, NSD(2x2 − 3x − 2, 2x2 + 5x + 1) = 2x + 1

Volme α3 = 3, NSD(3x2 − 8x − 3, 3x2 + 10x + 3) = 3x + 1

Ted’ to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + c0(y), kde c0, c1

jsou nejvýš kvadratické

c0(1) = c0(2) = c0(3) = 1

c1(1) = 1, c1(2) = 2, c1(3) = 3

Je vidět řešeńı xy + 1

Polynom y − 0 by byl nepoužitelný: Děĺı vedoućı členy f i g
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Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 22. května 2020 11 / 16
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y − α1, y − α2, y − α3

Volme α1 = 1, NSD(x2 − 1, x2 + 2x + 1) = x + 1

Volme α2 = 2, NSD(2x2 − 3x − 2, 2x2 + 5x + 1) = 2x + 1

Volme α3 = 3, NSD(3x2 − 8x − 3, 3x2 + 10x + 3) = 3x + 1

Ted’ to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + c0(y), kde c0, c1

jsou nejvýš kvadratické

c0(1) = c0(2) = c0(3) = 1

c1(1) = 1, c1(2) = 2, c1(3) = 3
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c0(1) = c0(2) = c0(3) = 1

c1(1) = 1, c1(2) = 2, c1(3) = 3
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y − α1, y − α2, y − α3

Volme α1 = 1, NSD(x2 − 1, x2 + 2x + 1) = x + 1

Volme α2 = 2, NSD(2x2 − 3x − 2, 2x2 + 5x + 1) = 2x + 1

Volme α3 = 3, NSD(3x2 − 8x − 3, 3x2 + 10x + 3) = 3x + 1

Ted’ to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + c0(y), kde c0, c1
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Št’astná to hodnota

Hodnota α ∈ R je použitelná pro f , g ∈ (R[y ])[x ], pokud
x − α 6 |NSDR[y ](lc(f ), lc(g))

Opět poťrebujeme dokázat (vynecháme), že pro použitelné hodnoty je

NSDR[x ,y ](f , g)(x , α)|NSDR[x](f (x , α), g(x , α))

Použitelná hodnota je št’astná, pokud

degNSDR[x ,y ](f , g)(x , α) = degNSDR[x](f (x , α), g(x , α))

Použitelná hodnota je smolná, pokud

degNSDR[x ,y ](f , g)(x , α) < degNSDR[x](f (x , α), g(x , α))

Smolných hodnot je jen konečně mnoho (důkaz vynecháme)
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Kolik poťrebujeme št’astných hodnot?

At’ nejvyš̌śı stupeň f , g v y je k

Protože chceme interpolovat koeficienty – polynomy v R[y ], tak
poťrebujeme k + 1 št’astných hodnot

Toto je analogie Landau-Mignottovy meze a je snadná

Smolné hodnoty daj́ı vysoké stupně v x , tedy se daj́ı snadno otestovat
(obzvlášt’, pokud známe aspoň jednu št’astnou hodnotu)

Co se naopak oproti Z[x ] zhořśı je problém vedoućıho koeficientu
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Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 22. května 2020 13 / 16



Problém v p̌ŕıkladu

f = yx2 + (1− y2)x − y = (xy + 1)(x − y)

g = yx2 + (1 + y2)x + y = (xy + 1)(x + y)

Volme α1 = 1, NSD(x2 − 1, x2 + 2x + 1) = x + 1

Volme α2 = 2, NSD(2x2 − 3x − 2, 2x2 + 5x + 1) = −2x − 1

Volme α3 = 3, NSD(3x2 − 8x − 3, 3x2 + 10x + 3) = 3x + 1

Ted’ to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + c0(y)

”
Řešeńı“ (4y2 − 15y + 12)x + (2y2 − 8y + 7)

Uff. . .

Pro správný výpočet v Z[x , y ] muśıme vědět, jak volit ±; máme 2k+1

možnost́ı
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Ted’ to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + c0(y)

”
Řešeńı“ (4y2 − 15y + 12)x + (2y2 − 8y + 7)

Uff. . .

Pro správný výpočet v Z[x , y ] muśıme vědět, jak volit ±; máme 2k+1

možnost́ı
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Co lze dokázat

Modulárńı algoritmus v Z[x , y ] lze zformulovat tak, aby měl složitost
O(n5(log n + l)2), kde l je maximálńı koeficient f , g

Pro v́ıce proměnných máme stále polynomiálńı algoritmus, ale
exponenty v odhadu složitosti rostou
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Hlavńı poučeńı

Na detailech implementace zálež́ı

Př́ımočarý postup nemuśı být ten nejrychleǰśı

Fourierova transformace je skvělá

Teoretické vhledy (nap̌r. ČZV) nám daj́ı lepš́ı algoritmy

Metoda rozděl a panuj se hod́ı (i pro analýzu algoritmu)

Způsob posuzováńı algoritmu zálež́ı na situaci (nap̌r. dvě metody pro
poč́ıtáńı složitosti pro polynomy)

Pokud vám to nestačilo, je tu Poč́ıtačová algebra 2

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 22. května 2020 16 / 16
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Fourierova transformace je skvělá
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poč́ıtáńı složitosti pro polynomy)
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