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Opakováńı: NSD polynomů v Z[x ], Q[x , y ] atd.

Gaussovo lemma – souvislost NSD v R[x ] a Q[x ]

Euklidův algoritmus ⇒ nár̊ust koeficient̊u

Oprava z minule: Euklid nad Q[x ] nevede k exponenciálńımu r̊ustu,
jenom asi kvadratickému

Pseudoděleńı bez kráceńı ale dá exponenciálńı nár̊ust (základ asi
1 +
√

2)

Děleńı mezivýsledk̊u pomoćı αi udrž́ı velikost koeficient̊u na uzdě

res(f , g) = det(M(f , g))
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Rezultant

res(f , g) = det



fn 0 0 . . . gm 0 0 . . . 0
fn−1 fn 0 . . . gm−1 gm 0 . . . 0
fn−2 fn−1 fn . . . gm−2 gm−1 gm . . . 0

...
. . .

f0 f1 f2
. . .

. . .
...

0 f0 f1
. . .

. . .

0 0 f0
. . . g0 g1 g2 . . . gn−1

0 0
. . . 0 g0 g1 . . . gn−2

. . .
. . .

0 0 0 f0 0 0 0 . . . g0


Determinant má smysl i nad obecným oborem integrity!

Netriviálńı p̌ŕıklad: Q[y ][x ]; prvky matice jsou polynomy v y
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Rezultant

Theorem (Sylvesterovo kritérium)

Bud’ R gaussovský, Q jeho pod́ılové těleso, f , g stupně > 1 nad R.
PNTJE

1 f , g jsou soudělné v Q[x ]

2 res(f , g) = 0

Důkaz ⇓: Z minule v́ıme, že existuj́ı netriviálńı řešeńı rovnice
uf + vg = 0

To je homogenńı lineárńı soustava daná matićı M(f , g)T , tedy
res(f , g) = det(M(f , g)) = 0

⇑ Pokud je determinant nula, existuj́ı netriviálńı u, v (malého stupně),
že uf + vg = 0

Minule jsme si ukázali, že to jde jen pro f , g soudělné v Q[x ]
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V́ıce o rezultantu a Sylvesterově matici

Theorem

Bud’ R obor integrity, f , g ∈ R[x ] nekonstantńı. Pak ∃u, v ∈ R[x ] \ {0}, že
deg u < deg g , deg v < deg f a

res(f , g) = uf + vg

Jemněǰśı výsledek než Sylvesterovo kritérium

Důkaz: Vzpomeňte si v lineárńı algeb̌re na adjungovanou matici

Prvky adj(A) jsou determinanty podmatic A

A adj(A) = det(A)E

Toto lze dokázat bez děleńı – tedy plat́ı to ve všech okruźıch
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res(f , g) = uf + vg

Volme A = M(f , g)T . Máme

M(f , g)T adj(M(f , g)T )


0
0
...
0
1

 = det(M(f , g))


0
0
...
0
1

 =


0
0
...
0

det(M(f , g))


Značme

adj(M(f , g)T )


0
0
...
0
1

 =



um−1
...
u0

vn−1
...
v0
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res(f , g) = uf + vg

Z rovnost́ı z p̌redchoźıho slajdu máme:

M(f , g)T



um−1
...
u0

vn−1
...
v0


=


0
0
...
0

det(M(f , g))

 =


0
0
...
0

res(f , g)



Přepneme z vektor̊u na polynomy

Levá strana je uf + vg , pravá strana je konstantńı polynom res(f , g)
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Souvislost rezultantu s kǒreny polynomů

Minule: f , g soudělné v Q[x ] právě když f , g maj́ı společný kǒren v Q

Rezultant je určený kǒreny a vedoućımi koeficienty!

Theorem (bez důkazu)

Bud’ R obor integrity, Q jeho pod́ılové těleso, f , g polynomy stupň̊u
n,m ≥ 1 z R[x ]. Necht’ α1, . . . , αn jsou kǒreny f , β1, . . . , βm kǒreny g
(násobné kǒreny vyjmenujeme v́ıckrát; kdyby kǒreny chyběly, tak Q
rozš́ı̌ŕıme). Potom

res(f , g) = lc(f )m lc(g)n
∏

i=1,...n
j=1,...,m

(αi − βj)

Důsledek: Rezultant je 0 ⇔ f , g sd́ıĺı kǒren
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Př́ıklad rezultantu p̌res kǒreny polynomů

Minule res(x2 − 5x + 6, x − 6) = 12 z definice

x2 − 5x + 6 má kǒreny 2, 3; vedoućı koeficient 1

x − 6 má kǒren 6; vedoućı koeficient 1

res(x2 − 5x + 6, x − 6) = (2− 6)(3− 6) = 4 · 3 = 12
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Subrezultanty [podle Joachim von zur Gathen: Modern
Computer Algebra]

Z M(f , g) lze vykoukat hodně věćı o Euklidově algoritmu pro f , g
(klidně s pseudoděleńım)

Stupně f , g bud’te n ≥ m ≥ 1

Značme (ai , ui , vi ) mezivýsledky v E. algoritmu

Vstupy jsou (a0, u0, v0) = (f , 1, 0), (a1, u1, v1) = (g , 0, 1)

Značme ni = deg ai ; necht’ a` 6= 0, a`+1 = 0 (tj. a` je NSD)

Normálně je ni+1 = ni − 1; ale ne vždy. . .

Kdy se č́ıslo k vyskytne v posloupnosti n0 ≥ n1 > n2 > n3 > · · · > n`?
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Souvislost stupňů ai , ui , vi

Značme ni = deg ai

Vstupy jsou (a0, u0, v0) = (f , 1, 0), (a1, u1, v1) = (g , 0, 1)

Theorem

Pro každé i = 2, . . . , ` plat́ı deg ui = m − ni−1 a deg vi = n − ni−1

Důkaz indukćı dle i

Pozorováńı: ni−1 > ni pro i ≥ 2. Tedy pokud tvrzeńı plat́ı, tak stupně
ui , vi rostou poč́ınaje i = 1

i = 2; značme q1 = f div g ; plat́ı deg q1 = n −m

u2 = 1 má stupeň 0 = m −m = m − n1

v2 = −q1 má stupeň deg q1 = n −m = n − n1

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 24. dubna 2020 11 / 17



deg ui = m − ni−1 a deg vi = n − ni−1

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro indexy ≤ i

Tedy deg ui−1 < deg ui , deg vi−1 < deg vi

Značme qi = ai−1 div ai ; stupeň ni−1 − ni

Pak ui+1 = ui−1 − qiui

V́ıme deg ui−1 < deg ui

Tedy deg ui+1 = deg(qiui ) = ni−1 − ni + m − ni−1 = m − ni

Podobně pro vi+1
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Př́ıklad

Volme f = x3 + 3x + 1, g = x2 + 3

Běh Euklida (normálńı děleńı)

(a0, u0, v0) = (x3 + 3x + 1, 1, 0), n0 = 3

(a1, u1, v1) = (x2 + 3, 0, 1), n1 = 2

(a2, u2, v2) = (1, 1,−x), n2 = 0

Přeskočili jsme stupeň 1
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Které stupně se objev́ı v Euklidovi?

Theorem

Bud Q těleso, f , g ∈ Q[x ] nekonstantńı. Bud’te 0 ≤ k ≤ m ≤ n, kde
deg f = n, deg g = m. Pak se k neobjev́ı v posloupnosti stupň̊u Euklidova
algoritmu pro f , g , právě když existuj́ı nenulové polynomy u, v , že

deg u < m − k

deg v < n − k

deg(uf + vg) < k

Pokud stupeň nulového polynomu bereme jako −1, tak pro k = 0 to
je věta, kterou jsme začali sekci 13.

Ukážeme si jenom ⇒
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Necht’ k se neobjev́ı v Euklidovi

Nejprve speciálńı p̌ŕıpad n` > k . Pak volme jako minule u = g/a`,
v = −f /a`
Bude deg u = m − n` < m − k , deg v = n − n` < n − k

Zjevně fu + gv = fg/a` − fg/a` = 0

Jinak existuje i ≥ 2, že ni < k < ni−1

Tvrd́ıme, že pak u = ui , v = vi funguj́ı

Stupně: deg ui = m − ni−1 < m − k ; deg vi = n − ni−1 < n − k

Máme fui + gvi = ai ; to má stupeň ni < k
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Př́ıklad

Pro f = x3 + 3x + 1, g = x2 + 3 chceme vyloučit jedničku

Volme u = 1, v = −x ; je n = 3,m = 2

deg u < 2− 1, deg v < 3− 1

Přitom fu + gv = 1 má stupeň 0 < 1
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Kde je rezultant?

Podḿınka

deg u ≤ m − k − 1

deg v ≤ n − k − 1

deg uf + vg ≤ k − 1

se dá zformulovat jako soustava lineárńıch rovnic pro
um−k−1, . . . , u0, vn−k−1, . . . , v0

Posledńı nerovnost naṕı̌seme jako n + m − k rovnost́ı pro nulové
koeficienty

Matice soustavy je podmatice M(f , g)T
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