Studijni material k prednasce
Numerické reseni parcialnich diferencialnich rovnic
Petr Knobloch

1 Uvod

V mnoha védeckych a technickych oblastech se setkavame s matematickymi modely
sestavajicimi z parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR). Obvykle tyto modely nelze vy-
fesit analyticky a jejich TeSeni je potfeba aproximovat pomoci numerickych metod. Za
tim ucelem bylo vyvinuto velké mnozstvi ruznych postupu. Cilem prednasky Numerické
resent parcidlnich diferencidlnich rovnic je seznamit studenty s metodou koneénych dife-
renci, k jejiz analyze postacuji zakladni védomosti z prednasek vénovanych matematické
analyze. Budou vysvétleny hlavni myslenky a prostiedky analyzy metody koneénych dife-
renci a studovany vlastnosti ruznych diskretizaci pro zdkladni piiklady PDR (transportni
rovnice, rovnice vedeni tepla, rovnice difuze). Ziskané znalosti budou uziteéné i pro ziskani
predstavy o tom, s jakymi problémy je nutno se vypotradavat pii vyvoji a aplikaci jinych
numerickych metod pro feseni PDR. Navic je metoda kone¢nych diferenci stdle béznym
prostfedkem pro aproximaci casovych derivaci v PDR, zatimco diskretizace vzhledem
k prostorovym proménnym je casto ziskdvana jinymi piistupy (napi. metodou kone¢nych
prvku). Jelikoz vsak kazda numerickd metoda vede na soustavu algebraickych rovnic, lze
nékteré poznatky z této prednésky vyuzit i pti studiu vlastnosti diskretizaci ziskanych
jinymi postupy.

1.1 Diferenc¢ni kvocienty

Metoda konecnych diferenci je zalozena na tom, ze se diferencialni rovnice uvazuje pouze
v izolovanych bodech a derivace v téchto bodech se nahradi diferen¢nimi kvocienty.
Zminéné body se ziskaji jako uzly sité pokryvajici vypocetni oblast, a proto jiny néazev
této numerické metody je metoda siti.

Meéjme funkci v : R — R. Pak jeji prvni derivace v bodé x € R je definovana vztahem

oy e v+ h) — o)
(1) v'(z) = flg% . :

Zvolime-li h > 0, pak muzeme derivaci v'(x) aproximovat vztahem

(2) o(z) o 28T h}i —ule)

Je-li funkce v dostatecné hladka, lze ocekavat, ze diferen¢ni kvocient v (2) aproximuje
v'(z) tim lépe, ¢im je h mensi. Zanedlouho uvidime, ze toto oc¢ekavéni je spravné.



Misto (1) muzeme téz psét

(3) v'(x) = lim o) = vl = h)

h—0 h ’

a tedy i (zprumérujeme-li (1) a (3))

v v v+ h)—v(@—h)
v(e) = lim 20 '

Tomu odpovidaji aproximace

v(x) —v(z —h)
h Y

v(x+h)—v(z—h)

/ ~
U(x)N 25 )

resp. V' (z) =

popr.
v(z+3§) —v(z - %)
h
Abychom zépis uvazovanych aproximaci zprehlednili, zavadime pro diference nésledujici
oznaceni (vzdy predpoklddame, ze h > 0):

V(1) &

dopredné diference: Ayv

zpétna diference: A_wv v

centrdln{ diference s dvojnésobnou délkou intervalu:  Agv(z) = 3 [v(z+h)—v(z—h)],

centralni diference: Sv(z) =v(z+2)—v(x—1).
Pak uvedené aproximace muzeme psat ve tvaru

U/NA-l-U /NA—U !

W resp. v R T resp. v

Bov L
h

) resp. (O o

Je-li v € C*(R), zjistujeme pomoci Taylorova vzorce, Ze vSechny tyto aproximace vedou
k chybé O(h) (tj. velikost chyby lze v kazdém bodé = omezit hodnotou Ch s konstantou
C nezévislou na h). Je-li v € C3(R), dostdvéame navic

AOU
h

=v' +0(h?), %U =v' +O0(h?).

Chceme-li aproximovat v”(x), pak muzeme postupovat nasledovné:

Y Sv'(z)  6%u(x

Plati
8 v(x) =v(x +h) — 2v(x) +v(z — h)

a tento vyraz se nazyva centralni diference druhého fadu. Snadno ovérime, ze
2 _ —
=A,A_=A_A,.
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Pouzitim Taylorova vzorce dostaneme pro v € C*(R)

(52

h—;} = 'U” + O(hQ) .
Podobné pro v € C%(R) je

(54

Sl = o).

Pritom

§'v(z) =v(r+2h) —4v(z + h) + 6v(x) —4v(x —h) +v(zr —2h).

1.2 Priklady diskretizaci Cauchyovy tlohy pro rovnici konvek-
ce—diftize v jedné prostorové dimenzi

Ukazme si nyni, jak pomoci metody kone¢nych diferenci lze ziskat diskretizaci Cauchyovy
ulohy pro danou parcidlni diferencidlni rovnici. Jako piiklad budeme uvazovat rovnici
konvekce—difize v jedné prostorové dimenzi. Hleddme tedy funkci v = wu(z,t) zavisejici
na prostorové proménné x € R a ¢asové proménné ¢ € Ry splitujici parcidlni diferencialn{
rovnici

(4) U = bUyy — QUL v RxR*
s pocatecni podminkou
(5) u(z,0) = u’() VreR,

kde u° je dana funkce. Parametr b piedstavuje koeficient diftize, a proto predpokldddme,
ze b > 0. Parametr a urcuje rychlost sifeni veli¢iny u vlivem konvekce (undseni). Pro
jednoduchost predpokladame, ze a a b jsou konstanty.

Jak jiz bylo zminéno vyse, zdkladem diskretizace metodou koneénych diferenci je sit
pokryvajici vypocetni oblast, v jejichz uzlech aproximujeme parcialni diferencidlni rov-
nici rovnicemi algebraickymi. Pro jednoduchost budeme nyni uvazovat rovnomérnou sit
s konstantnim prostorovym krokem h > 0 a konstantnim c¢asovym krokem 7 > 0. Definu-
jeme prostorové uzly x; = jh, j € Z, a casové hladiny ¢, = n7, n € Ny. Rovnobézky se
soufadnymi osami protinajici tyto osy v bodech z; a t,, jsou takzvané sitové piimky, které
vytvareji sit pokryvajici vypocetni oblast R x Ry . Pruseciky sifovych piimek (z;,t,), kde
j € Z an € Ny, nazveme uzly sité. Redeni u Cauchyovy tlohy (4), (5) aproximujeme
v uzlech (z;,t,) hodnotami U?'. Sitova funkce {U T} je pak piibliznym fesenfm uvazované
Cauchyovy tlohy. Pro piehlednost zavddime téz oznacenf u} := u(z;, t,).

Priblizné feseni {U]'} ziskdme tak, ze parcialni diferencidlni rovnici v uzlech sité na-
hradime diferenénim schématem. Uvazujme libovolny uzel (z;,t,) s j € Z a n € Ny.
Pak rovnici (4) muzeme s vyuzitim vztahu z predeslého oddilu aproximovat napiiklad



nasledovneé:

0 = (w—buy +auy)(xj,ty,)
ol + 1) —ulxy, th) b w(xj+ h,t,) —2u(z;, t,) +ulz; — h,ty)
- T h?
u(z; + h,t,) —u(x; — h,ty)
ta 2
_ uitt — _ b“?ﬂ —2uj +uj, +a“?+1 — Uiy
T h? 2h
n+1 n n n n n n
N Uit = Uj _ijH—QUj + U, +an+1_Ujfl
T h? 2h

Pouzijeme-li symboly pro diference, muzeme uvedené aproximace zapsat v prehlednéjsim
tvaru:

AL u? 2y Ngy u?

0= (ur —bugy +au,)(zj,t,) =~ J:i - 22] +a Oh J
ALUr  BUP A UT
~ —p 2 I

. 2 T

Nyni u symbolu pro diference vyznacujeme indexem z ¢i t, vzhledem ke které proménné
je diference definovana. Napf.

A u(z,t) =u(x, t+ 1) —u(z,t), A pu(z,t) =u(x+ h,t) —u(x,t).
Rovnici (4) tedy aproximujeme numerickym schématem

n+1 n n n n n n
v -y _p il —2UF + U, _an+1 U

- 12 57 VjeZ neNy,

(6)

které je nutno doplnit poc¢atecni podminkou

(7) U) =u’(z;) VjeL.

Jedna se o pifklad tzv. explicitniho schématu, nebot hodnotu ptiblizného feSeni v libo-
volném uzlu (z;,t,) s j € Z an € N lze ze schématu vyjafit pomoci hodnot ptiblizného
feSeni na predchazejici casové vrstve t, ;. Priblizné TeSeni tedy existuje a je urceno jed-
noznacné. Oznacime-li

T T
(8) on = ﬁb, V= ECL,
muzeme schéma (6) psét ve tvaru

n n n n n v n n
(9) Ut = U+ p(Ufy =207 + ULy) = 5 (U = Ufy)

2
ktery je v nékterych piipadech vhodnéjsi pro analyzu.
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Jelikoz existuje fada zpusobu, jak pomoci diferencnich kvocientu aproximovat de-
rivace, ziskdme ruznymi kombinacemi diferen¢nich kvocienti mnoho rozlicnych nume-
rickych schémat pro aproximaci dané parcialni diferencialni rovnice. Jak uvidime pozdéji,
takto ziskana schémata mohou mit velmi odlisné vlastnosti. Ukazme si jesté dvé schémata,
kterd lze definovat pro rovnici (4). Uvazujeme-li tuto rovnici v uzlu (z;,t,41) s j € Z a
n € Ny, muzeme provést nasledujici aproximace:

At 52yt Ag, uH
_ ~ j z Yy z
0= (Ut_burx+auw)(xj7tn+1) ~ = - h2 ta h
n+1 2 rrn+1 n+1
- A,tUj —béxUj +aAozUj
T h? h ’
coz vede ke schématu
[t _n Untl _ g pntl 4o gntt ntl _ o+l
10 J i p it J j=1 J+1 j—1 VieZ. neN
( ) - h2 a 2 h J , 1 0>

k némuz opét musime pridat pocateéni podminku (7). Nyni jiz v daném uzlu neni mozné

jednoduchym zpusobem vyjadrit hodnotu pfiblizného feseni pomoci hodnot z predchozi

casové hladiny a hodnoty priblizného feseni na nové ¢asové hladiné je nutno ziskat vytese-

nim soustavy linearnich rovnic. Jedna se o ptiklad tzv. implicitniho schématu.
Secteme-li schémata (6) a (10), ziskdme po vydéleni dvéma schéma

n+1 n 2 rrn+1 2717 n+l n+1 " i
urtt —u; :béxUj + 05 U; _an+1_Ujfl+ i1~ Ui VjeZ,neNy.
R 2 h2 4h

Toto schéma je opét implicitni a nazyva se schéma Crankovo—Nicolsonové. Jelikoz hodnoty
priblizného teseni, které toto schéma kombinuje, vykazuji symetrické uspoirdadani nejen
vzhledem k z;, ale i vzhledem k ¢,4/2 := t, + 7/2, aproximuje toto schéma parcidlni
diferencialni rovnici (4) pii h,7 — 0 s mensi chybou nez predchozi dvé schémata.

1.3 Chyba diskretizace

Chyba diskretizace je chyba, které se dopoustime, kdyz derivace v diferencidlni rovnici
nahradime diferencnimi kvocienty. Ziskame ji dosazenim presného feseni do numerického
schématu ve tvaru odpovidajicim nahrazeni derivaci diferenénimi kvocienty a ode¢tenim
pravé strany od levé.

Jako ptiklad uvazujme schéma (6) pro numerické feseni rovnice (4). Pro definici chyby
diskretizace pouzijeme tvar schématu s diferenénimi kvocienty (tj. (6)), nikoli ekvivalentni
tvar (9). Chyba diskretizace je pak ddna vztahem

n U DTN U
o u uj 1 ui g —2uf - ujy uig = Uy
J T h? 2h ’

n+l

kde u} = u(z;,t,). Tento vztah muzeme téz psat ve tvaru

n 2, n n

J T h? h




