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Vsimnéme si, ze interval [—7/h, 7/h| obsahuje v8echny frekvence, které lze na siti s krokem
h reprezentovat, nebot pro libovolné k € Z je

. 27 . R . . c e
el(§+Tk)]h _ e1§]hel27rk] _ elﬁ]h‘

Pro libovolné jednokrokové diferenéni schéma plati U™ (€) = A(€) U™(€). Vzhledem ke
vztahu (37) je tedy zddouci, aby A(€) byla dobrd aproximace e~1¢¢7. Abychom tato dvé
¢isla mohli lépe porovnat, zapiseme amplifikacni faktor ve tvaru A(€) = |A(€)|e €@,
Hodnota |A(¢)| vyjadiuje pokles amplitudy slozky ptiblizného feseni o frekvenci £ béhem
jednoho casového kroku. Jelikoz, jak jsme vidéli, pro presné feSeni libovolny Fourieruv
¢len neni tlumeny, pozadujeme, aby |A(§)| bylo blizké hodnoté 1. Veli¢ina () se nazyva
fdzovd rychlost. Je to rychlost, kterou diferenéni schéma $iti viny o frekvenci €. Pokud by
bylo a(§) = a pro vSechna &, pak by se viny sifily spravnou rychlosti, avsak s tim se obecné
nesetkdme u zadného z diferencnich schémat. Rychlost «(&) je pouze aproximaci a a je
obecné ruznd pro ruzné hodnoty &, coz se projevuje deformaci tvaru reseni diferenéniho
schématu. Jev, kdy se vlny o ruznych frekvencich pohybuji ruznymi rychlostmi, se nazyva
disperze. Rozdil a — a(§) se nazyva fdazovd chyba.
Fazovou rychlost muzeme urcit ze vztahu

~Im A(€)
tan(§ (&) 1) = Ror(E)
Je-li [A(§)] = 1, plati sin(§ (&) 7) = —Im A(€). Fazovou chybu je vhodné vysetiovat

zejména pro malé hodnoty |£ h|, nebot viny s takovymito frekvencemi lze na siti s krokem
h dobfe aproximovat. Pritom muzeme vyuzit nasledujici vztahy pro poc¢itani s malymi
cisly:
1
1+z

2 2
=1-2+0(2?), sinxzx(l—%+0(m4)), cosle—%—i—O(:LA),

1’2 4 —1 y2 4
tanz = x 1—|—§+O(x) : tan "y =y 1—§+O(y) .

Priklad 1 Vysetreme fazovou chybu pro schéma (34).

Reseni: Podle (35) a vyse uvedenych vztahu je

vsinen)  vER(1- ST ro(en)

T 1=l feos€h) 1 — [ €2 L o((e )

—veni- (5= 1) €n2 v oenn).

tan(§ a(&) 7)
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z ¢ehoz plyne (je vEh=EaT)
@ =a 1= (§-15) €n2+orem] (1- % nr +oten)
1oL
6

_a[

Vidime, ze fdzovéd chyba je Fédu (£ h)? a znaménko zavisi na v. Pro [v| € (3,1) dochézi k
predbihdni a pro |v| € (0, 1) ke zpozdovan{ faze. Pro |v| = § dostaneme z (35)

(1 ) (1 —2v]) (€nY? +0<<£h>4>] |

AE) = % 1+ cos(¢h) — 12 sin(¢ h)] = % (14 cos(2vEh) — i sin(2u & b))

= % [1 4 cos*(vEh) —sin*(vEh) —i2 sin(vEh) cos(vE b))

= cos(v&h) [cos(vEh) —isin(vEh)] = cos (%) emigar

a tudiz chyba faze je nulova. Pro |v| = 1 vime, Zze schéma dava presné feseni, coz plyne i
z toho, ze podle (35) je

&) = cos(ERh) —iv sin(€h) = cos(vER) —isin(vEh) = e 1407,

Ukazme si to napi. pro v = 1. Pak U"(&) = A(€)" U(&) = e 1€ U0(¢), a tudiz

Ur —
! \/27r /_w/h

=u’(zr; —at,) = u(z;,t,).

St "hd£ UO —uo(x] n):uo(xj—nh)

Ze vztahu (36) vidime, ze kromé piipadu |v| = 1 dochdzi u upwind schématu (34)
vzdy k chybé v amplitudé fddu (£h)? v jednom casovém kroku, coz vede ke globélni
chybé fadu £ h (na daném casovém intervalu [0,77]). Pro vétsinu problému je takovéto
tlumeni neptijatelné.

V pripadé Laxova—Friedrichsova schématu (33) je

ME) = cos(€h) — v sin(€h), NP =1 (1— %) sin(¢h).
Schéma je tedy stabilni pro |v| < 1, tj. opét pro ty hodnoty v, pro néz je splnéna CFL
podminka. Tlumeni je stejného Fadu jako u schématu (34), avsak pokles amplitudy je

vice nez dvojnésobny (v jednom ¢asovém kroku zhruba (1 + |v|)(1 — |v|)(£ h)? namisto
lv|(1 = [v])(€h)? u schématu (34)). Analogicky jako vyse dostaneme

0(€) =a |1+ 5 (1 =) (€n)? + O((E")]

Kromeé piipadu |v| = 1, kdy Laxovo—Friedrichsovo schéma je totozné se schématem (34)
a dava tedy presné feseni, dochézi podle uvedeného vztahu vzdy k predbihani faze.
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3.3 Diskrétni princip maxima pro Cauchyovy ulohy
Uvazujme Cauchyovu tlohu najit funkci v = u(z,t) definovanou pro x € R at > 0 a
splnujici

u+Lu=0 vRxR", u(z,0) =u’(z) proz €R,

kde 1 je zadana pocdtecni podminka a L je linedrni diferencidlni operator s konstantnimi
koeficienty tvaru

Obecné jednokrokové schéma pro tuto tlohu na stejnomeérné siti s uzly (z;,t,), kde x; =
jh,t,=nT1,j €7Zan € Ny, ma tvar

M
(38) > e Ul = Z B:Uls  VJ€EZ, neN,
s=—M
(39) U) = u’(x;) V JEL.

Budeme predpokadat, ze ag > 0, as <0 Vs#0,5, >0 Vsa

M M
(40) Z ozs:z Bs>0.
s=—M s=—M

Poznamka 2 Je-li schéma (38) ve tvaru s diferencnimi kvocienty, pak

M
> sty - Z Butfy = (e + Lu)( tur)
s=—M

kde 6 € [0, 1]. Je rozumné poZadovat, aby tato aproximace byla presnd, pokud u je linedrni
funkce (polynom pruniho stupné v x at). Volbou u(x,t) =1 a u(z,t) =t pak dostivame
podminku (40).

Pro libovolnou sitovou funkei {U"} ez nen, zavedeme oznaceni
j Joesy,melNg

n
Umln

=sup U}, n € Npy.
JEZ

max

inf U un
jez I

Véta 4 (Diskrétni princip maxima) Necht {Uf}jez je pro kazdé n € Ny omezené a
splriuge vztah (38). Pak

(41) U UMY <UL, Vj€EZ, neNy.
Pokud misto (38) je pouze
M
(42) > Ul < Z B UM, Vj€Z, neNy,
M
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plati

(43) Uurtt<up,. Vjie€eZ,neN.
Pokud
M M
(44) Yo oa Ul = > BUN, V€L, neN,
s=—M s=—M
plat?
(45) Upn <UM VijieZ, nelN.

Diikaz. Necht plati (42). Pak pro libovolné j € Z a n € Ny je

M

Un+1< Z Ujrirsl_'_ Z ﬁs ]Jrs—UrTrLl;rXI Z ( Qg +Ur7rllax Z Bs
s=—M
s;éO s#0

Oznacime-li A = 3" 3., plyne z této nerovnosti diky (40)

o U < (a0 — A) Upx + AU
a tedy i (43). Je-li splnéno (44), pak —U? splituje (42), a tudiz pro vSechna j € Z an € Ny
e —U}H'l < supgez (—UJ) = —Uliy, ti. plati (45). Plati-li (38), plati dle predchoziho (43)

a (45), a tudiz i (41). O

Diskrétni princip maxima (41) zarucuje, ze se v priblizném feseni neobjevi narustajici
oscilace pozorované u nékterych metod ve cviceni 1. Navic lze diky diskrétnimu principu
maxima odhadnout chybu aproximace pomoci odhadu chyby diskretizace. Ukazme si to
na piikladu schématu (29). Pro toto schéma je chyba diskretizace ddna vztahem

n+1 n n n

U — U (s — U

+1

E;L— J J +a J J

T h ’

kde opét u? = u(zj,t,). Je-li u dvakrdt spojité derivovatelné, pak pouzitim Taylorova
vzorce ziskdme

1

a
(46) 5? - § Uyt ($ja 77) T+ 5 Ugzx (6, tn) h

kde £ € (z;,x; + h) an € (ty,t, + 7). Jednd se tedy o schéma prvniho fadu pfesnosti
v prostoru i v ¢ase. Chyba aproximace €7 = U — u v ptipadé schématu (29) spliiuje
(47) et =(1+4v)el —vel, —Tel.

Schéma (29) spliuje predpoklady pouzité k dukazu diskrétniho principu maxima prave
tehdy, kdyz 1 +v > 0 a —v > 0, tj. v € [—1,0]. Tato podminka zarucuje platnost CFL
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