podminky i stabilitu ve smyslu von Neumannovy analyzy a jeji platnost budeme nadaéle
predpoklddat. Uvazujme rovnici (26) pouze na ¢asovém intervalu (0,77, kde T" > 0 je
dany pevné zvoleny cas, tj. uvazujme tlohu

u+au, =0 vRx(0,T], u(z,0) = u’(z) prox cR.

Schéma (29) tedy uvazujeme pro n =0,..., Ny — 1, kde Ny je dolni celd ¢ést ¢isla T'/7.
Pro n = 0 spliuje priblizné feseni vztah (39). Chyba aproximace pak spliuje rovnici (47)
a e? = 0 pro j € Z. Piedpokladejme, ze druhé derivace ., a uy jsou v mnoziné R x [0, T
omezeny v absolutni hodnoté konstantou K a polozme D = K (7+ah)/2. Pak podle (46)
jelefl < DprojeZan=0,...,Nr— 1. Z (47) tudiz dostavame

sup |7 < [1+v|sup |ef|+|v|sup |e}|+7D  Vn=0,...,Np—1.
jez j€z jez
Ponévadz |1+ v| =1+ v a |v| = —v, plyne odtud nerovnost
(48) sup |7t <7D +sup |e]| Vn=0,...,Np—1.
jez jez
Jelikoz €9 = 0 pro j € Z, dostavame sup;y |e}| <n7D pron =0,..., Ny, a tudiz

1
U} —uj| < 5 KT(r+ah) Vj€Z, n=0,.. Nr.

To je pozadovany odhad chyby aproximace, ktery ukazuje, ze chyba priblizného feSeni
konverguje stejnomérné (dokonce linearné v h a 7) do nuly pro h,7 — 0.

7 uvedeného odvozeni neni ziejmé, jak odhad chyby aproximace souvisi s diskrétnim
principem maxima. Ukazme si proto nyni formalni odvozeni vztahu (48), které platnost
diskrétniho principu maxima explicitné vyuziva. Nejprve definujme tzv. srovndvaci funkci
Q7 =t,Dproje€Zan=0,...,Nr. Pak

M = (14v)®) —v®', +7D Vje€Z, n=0,...,Nr—1.
S piihlédnutim k (47) zjistujeme, ze sitovd funkce VJ* = e — @7 spliuje

n+1 n n
Vit <140V —vV]

]+l VJEZ, n:O,...,NT_l

Podobné sitova funkce Wi = —ej — @7 spliuje
W< (1+v)Wp—vW, VjeZ, n=0,... Np—1.

Jelikoz jsou pro v € [—1, 0] splnény predpoklady pro platnost diskrétniho principu maxima
formulované v ¢asti 3.3 a predchozi dvé nerovnosti odpovidaji nerovnosti (42), plati podle
véty 4 nerovnost (43), tj.

‘/;n+1 S Vn

max ’

Wt <wyp VieZ, n=0,...,Np—1.

max

21



Prvni z téchto nerovnosti implikuje, ze pro libovolné j € Zan =0,..., Np — 1

et <t 1D+ V!

j max

=tp1 D +sup (e —t, D) =7 D +sup e}
JEL JEZ

<7D +sup |e]].
jez

Podobné druha nerovnost implikuje, ze

—ef ™ <ty D+ Wi =ty D +sup (—€f —t, D) = 7D +sup (—€f)
=4 JEL

<7D +sup |e]].
jez

Posledni dvé nerovnosti implikuji, ze

|2t < 7D +sup |e]] VjeZ, n=0,...,Np—1,
jez

z ¢ehoz plyne nerovnost (48).

Poznamenejme nakonec, ze analyza zalozena na chybé diskretizace a diskrétnim prin-
cipu maxima ma u tuloh pro parcidlni diferencidlni rovnice prvniho fadu jen omezenou
pouzitelnost, nebot pifslusné derivace obvykle neexistuji v celé vypocetni oblasti. Uve-
deny postup je tak uzitecny pouze pro lokdlni analyzu.

3.4 Numerické okrajové podminky

Dosud se nase teoretické uvahy tykaly pouze numerického reseni Cauchyovych uloh. V pra-
xi ovSem obvykle fesime parcialni diferencialni rovnice na omezenych prostorovych oblas-
tech. Na jejich hranicich (¢i jejich ¢astech) pak obvykle predepisujeme okrajové podminky.
Muze se vsak stat, ze pouzité numerické schéma vyzaduje okrajovou podminku na c¢asti
hranice, kde parcialni diferencidlni rovnice zadnou okrajovou podminku nevyzaduje. V ta-
kovém pripadé je nutno predepsat tzv. numerickou okrajovou podminku.

Uvazujme rovnici (26) na omezeném prostorovém intervalu (A, B). Je-li a > 0 kon-
statni, pak charakteristiky vychézejici z bodu lezicich na tseéce (A, B) x {0} protinaji
polopiimku {B} x R, av8ak nikoliv polopfimku {A} x RT. Na polopiimce {A} x RT je
proto nutno predepsat okrajovou podminku, zatimco na polopiimce { B} x R je feSeni u
urceno pocateéni podminkou a okrajovou podminkou na { A} x R*. Je-li a < 0 konstatni,
pak je situace opacnd: okrajovou podminku je tieba predepsat na polopifmece { B} x R,
zatimco na polopiimce {A} x RT je feSeni u uréeno pocéateéni podminkou a okrajovou
podminkou na {B} x R*. Pokud a neni konstantni, muze napt. kazdy bod polopiimek
{A} x R" a {B} x R" lezet na né&jaké charakteristice vychézejici z bodu na (A, B) x {0},
a tudiz zadnou okrajovou podminku nelze predepsat. Nebo naopak zadna charakteristika
zminéné poloptimky neprotind a pak na obou poloptimkéch je potieba predepsat okrajové
podminky.

Vypocetni oblast [A, B] x Ry pokryjme rovnomérnou siti s prostorovym krokem h a
¢asovym krokem 7. Predpokladdme, 7e h = |B — A|/J, kde J € N. Pak sit obsahuje uzly
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(xj,t,), kdex; = A+jh,t, =n71,j=0,...,J,n €Ny Vuzlech (z;,t,)sj=1,...,J—1
a n € Ny uvazujme Laxovo—Friedrichsovo schéma (33). Toto schéma vyzaduje hodnoty
Uy a UY, bez ohledu na to, zda rovnice (26) umoziuje tyto hodnoty predepsat. Je-li
napt. a > 0 konstatni, pak, jak jsme jiz uvedli, rovnice (26) neumoziuje predepsat okra-
jovou podminku podél polopifmky { B} x R, a je tedy nutno piedepsat numerickou okra-
jovou podminku v uzlech (z,,t,). Piiklady numerickych okrajovych podminek v uzlech
(x,t,) jsou nasledujici vztahy:

(49) Uy = Uy,
(50) Uj = 2U}, — Ups,
(51) Uy = Uyl

(52) Uy =203~ Uy},

Vztahy (49) a (50) jsou jednoduché extrapolace pfiblizného feseni z vnitinich uzla na
hranici. Vztahy (51) a (52) se nékdy nazyvaji kvazicharakteristické extrapolace, nebot
vyuzivaji hodnot piiblizného teSeni v uzlech lezicich na piimkach prochézejicich uzly
(xj-1,tn-1) & (x,t,), jejichz smér piiblizné odpovidd sméru charakteristik.
Alternativou k vyse uvedenému postupu je zavést fiktivni uzly (x_q,t,) a (z541,t,), do
nichz extrapolujeme ptiblizné feseni z puvodnich uzlu sité, a ve vSech puvodnich uzlech sité
(tj. 1 hrani¢nich) pouzit schéma (33). Pouzijeme-li k extrapolaci vztah (50), pak ziskdme

U?H - % (U§+1 + Uffl—l) +a Uf}H - U?—l
T 2h

:07 U;L+1:2U;L_U§L71,

z ¢ehoz plyne
Ut -y, U= U
T h
Vidime tedy, ze extrapolace do fiktivnich uzlu je v tomto pripadé ekvivalentni aproximaci
diferencialni rovnice v hrani¢nich uzlech pomoci jednostrannych diferenci, coz je dalsi typ
numerické okrajové podminky. Casto je vsak jednodussi pouzit néktery z extrapolaénich
vztaht (49)—(52) nez zavadet fiktivni uzly nebo jednostranné diference.

Je dulezité zduraznit, ze nékteré numerické okrajové podminky mohou pro dané sché-
ma zpusobit nestabilni chovéni, které se projevi narustajicimi oscilacemi v priblizném
feSeni. Pritom numerickd okrajova podminka, kterou lze pouzit s danym numerickym
schématem, muze byt s jinym schématem nestabilni a naopak. Pro kazdou zvolenou kom-
binaci schématu a numerické okrajové podminky je proto potfeba stabilitu vysetrovat
zv14st.

=0.

3.5 Laxovo—Wendroffovo schéma

Z jednokrokovych schémat, kterd jsme dosud analyzovali, jsou pro feSeni rovnice (26)
pouzitelnd (pii libovolném znaménku a) pouze schémata (33) a (34). Obé tato schémata
jsou pouze prvniho fadu presnosti (v piipadé schématu (33) za podminky h = O(7)).
Nasim cilem je nyni odvodit schéma druhého fadu presnosti v prostoru i v ¢ase. Pro
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jednoduchost budeme opét uvazovat konstantni rychlost a. Bude vSak poucné schéma
odvodit pro nenulovou pravou stranu f = f(z,t). Resime tedy rovnici

(53) w+au,=f v RxRT
s po¢éatecni podminkou (27).
Piedpoklddejme, ze u € C*(R x RJ). Pak pro (z,t) € R x R je

(54) w(z,t+7) =u(z,t) +u(z, t) T+ %utt(x, )72+ O(T%).

Derivace u; a uy ziskdme z rovnice (53). V piipadé u,; je to trividlni. Abychom ziskali
uy, zderivujeme rovnici (53) podle t. Tim vznikne ¢len wu,, ktery ziskdme z rovnice (53)
zderivovanim podle . Mame tedy

utt:ft_aumt:ft_a(fm_aux:v)_a Ugy — afac+ft

Dosazenim do (54) obdrzime

2 7_2 a 7_2 7.2

u(SC,t+T):u—aTux—i-Tf—i-Tsz_fo‘f‘?ft‘i‘O(TS)a

kde ¢leny na pravé strané jsou uvazovany v bodé (z,t). Jelikoz

Ao, 52
ux frnd 0. u + O<h2> , ugjx — ;;L <h2>’
dostavame
2
Au= —VAOIu+O(Th2)+%5§u+%[f+f(x,t+7')] —ﬁAoszrO( 3.

To nés vede ke schématu

j—

- o 2 5
:§(f+1+f) 4h(j+1_j—1)v

n+1 n n n n n

které muzeme téz zapsat ve tvaru

2

n+1 n v n v n n
Uj+:Uj—§( 1= Uj) + 2(J+1_2U +Uj)
n+1 vT
+§(fj +ff)_j(f+1_f—1)-
Z odvozeni je ziejmé, ze chyba diskretizace spliiuje e,, = O(h? + 72), tj. skutecné

jsme ziskali schéma druhého radu presnosti v prostoru i v case. Pro f = 0 je Laxovo—
Wendroffovo schéma ekvivalentni pridani umélé difize o velikosti %aQT k nestabilnimu
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