schématu (31). V tomto pfipadé muzeme Laxovo-Wendroffovo schéma odvodit téz po-
moci charakteristik, podobné jako schéma (34), viz obr. 3. Pfiddme-li v obr. 3 na piimce
t = t, uzel C tak, ze B je stied usecky AC, a definujeme-li v bodé () aproximaci u
pomoci kvadratické interpolace hodnot priblizného feseni v uzlech A, B a C, ziskdme
Laxovo—Wendroffovo schéma.

Von Neumannovu analyzu provadime pro f = 0. Ziskame

NO =1 -2 s S v sinen),  NOF = 1- 402 (1 -7 st £

a schéma je tedy stabilni pro |v| < 1, pficemz cely tento interval je povolen CFL podmin-
kou. Fazova rychlost splinuje

al€) =a |1~ ¢ (1= 1) (R + O

a pii |v] < 1 tedy dochdzi vzdy ke zpozdovéni faze (pro malé |¢h|). Pro |v] = 1 je
A€) = e71897 4 schéma tudiz déva presné feSeni. Fazova chyba je stejného fadu jako
u schémat (33) a (34), avSak tlumeni je podstatné mensi (v jednom ¢asovém kroku je
chyba v amplitudé iddu (£ h)* misto (€ h)?). Pro nejvyssi frekvenci na siti (€ = 7/h) je
A7/h) =1-20v% atedy a(r/h) = 0, coz znamen4, Ze tato rychle oscilujici slozka fesen{ se
nepohybuje pry¢. Pii |v| < 1 je vak tato slozka feSeni tlumena: napt. poc¢ateéni podmince
U7 = (—1) odpovida feseni U = (1 — 2v%)"(—1)’. Nedostatkem Laxova—Wendroffova
schématu je, ze na rozdil od schémat (33) a (34) nespliuje diskrétni princip maxima.

Cviceni 2 Proved’te vijpocet ze cviceni 1 pro Lazovo—Wendroffovo schéma a srovnejte
vysledek s pribliznym reSenim ziskanym pomoci Lazova—Friedrichsova schématu (33).

Cviceni 3 Uvazujme rovnici uy + u, = 0 v oblasti (—1,1) x RT s pocdtecni podminkou
u’(z) = sin(27 ). Definugme ekvidistantni prostorové uzly —1 =xg < z1 < --- < z;=1
s prostorovym krokem h = 2/J. Ddle definujme uzel x4 = 1 + h lezici mimo interval
[—1,1]. Zvolme J = 20 a uwvazujme konstatni casovy krok T = 0.09. V case t = 0 je
priblizné reseni urceno pocdtecni podminkou. Na nasledujicich ¢asoviych hladindch t, =
nt, n € N pocitejte v uzlech 1, ..., x; pribliznd reseni pomoci schémat (33), (34) a (55).
Pak polozte Uy = U} a Uy, = Ul'. UvazZujeme tedy periodické okrajové podminky. U
zminénych schémat porovnejte fazovou chybu a tlumeni a srovnejte vysledky provedenich
numerickych experimentu s teoretickymi vysledky uvedenymi vyse.

3.6 Schéma Crankovo—Nicolsonové

Schéma Crankovo-Nicolsonové jsme v ivodni ¢asti o metodé konecnych diferenci defino-
vali jako aritmeticky prumér explicitniho a implicitniho schématu. Nyni si ukdzeme jiny
zpusob, jak toto schéma odvodit. Nase motivace bude opét ziskat jednokrokové schéma
pro rovnici (53), které je druhého tddu v prostoru i v case.
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Odvozeni bude zalozeno na tom, ze na diferenci u(z,t + 7) — u(x, t) muzeme pohlizet
jako na centraln{ diferenci vzhledem k casu ¢ + 3. Je tedy

u(z,t+71) —u(x,t)  Sulr,t+3)
T B T

=w(z,t+ %)+ O0(7%).
Dale plati

u(z,t+ 1) + u(x, t)
2

w(r,t+7)—2u(x,t + )+ u(x,t
o4 4 M) 2t D) )

Citatel zlomku na pravé strané piedstavuje centralni diferenci druhého fadu vzhledem k ¢
v bodé (x,t + ) s krokem %. Jelikoz 67 u = O(7?), dostavéme
u(z,t+ 1) +u(z, t)
2

=u(z,t+ %)+ O(7?).
7 toho plyne, ze

ual,t+ ) = 5 a4 7) + (o t)] + O()

_ % u(x + h,t—l—7‘)2—hu(x —h,t+1T) N u(r + h,t)Q—hu(x —h,t) + O +72).

To ukazuje, ze v bodé (z,t + ) muze byt vhodné rovnici (53) aproximovat schématem

n+l _ 1rn n+l _ yrn+l n_ __Jn n+1 n
Uj U7+GUH1 Uit + U — U i+

T 4 h 2 ’

coz lze psat téz ve tvaru
v v v v T
_ T rm+l n+1 Z g+l Z n__ ~rm _ [ fntl n
T Ui+ UPT 4+ U = U+ U 4JH+2@ + 1)
Nyni jiz neni mozné hodnotu pfiblizného feseni v daném uzlu na nové casové vrstve
jednoduchym zpusobem vyjadrit pomoci hodnot ptiblizného feseni na predchazejici casové
vrstvé a jedna se tedy o implicitni schéma. Hodnoty ptiblizného feSeni na nové casové
vrstvé jsou navzajem svazany a ziskaji se vyTeSenim soustavy linedrnich rovnic. Jelikoz
hodnota priblizného feseni v daném uzlu na nové casové vrstvé zavisi na vsech hodnotach
priblizného teseni z predchazejici casové vrstvy, nevede CFL podminka k zadné podmince
na parametr v.
Von Neumannova analyza (pro f = 0) ddva amplifikacni faktor
1—1i% sin(&h)

2

AE) = 1+i%sin(h)”

Je tedy |A(§)] = 1 pro vSechna ¢ € R, a tudiz schéma je nepodminéné stabilni. Ne-
dochézi vsak k zadnému tlumeni, takze drobné poruchy v feseni zustavaji trvale ptitomny.
Specidlné pro vlnu s nejvyssi frekvenci m/h opét plati, ze fazova rychlost je nulové, avsak
na rozdil od Laxova—Wendroffova schématu se jeji amplituda v case neméni: pocatecni
podmince U} = (—1)’ odpovidd feseni U} = (—1)’. Stejné jako u Laxova-Wendroffova
schématu neplati ani pro schéma Crankovo—Nicolsonové diskrétni princip maxima.

26



3.7 Analyza leapfrog scheme

Nézvem leapfrog scheme je oznacovéano dvoukrokové schéma (32). Je ziejmé, Ze se jedna
o schéma druhého tadu presnosti v prostoru i v case, které nespliuje diskrétni princip
maxima. CFL podminka je splnéna, jestlize |v| < 1, coz budeme nadale predpoklddat.
Zabyvejme se nyni stabilitou leapfrog scheme. Stejné jako v piipadé jednokrokovych
schémat vyjadrime priblizné reseni U}' v integralnim tvaru pomoct jeho Fourierovy trans-

formace U "(€) a dosadime do schématu. Tim ziskdme vztah

m/h - ~ ~
/ eléih (U”“(f) +i2vsin(Eh) U™(E) — U”—l(é)) d€¢=0 VjeZ, neN,
—7/h

z néhoz diky ortogonalité funkef {e'¢9"};cz plyne
(56) UrH(€) +i2v sin(€h) UME) — U™ (£) =0 VYneN, ¢e[—x/hx/h.

Pro kazdé ¢ € [—n/h,m/h] tedy mame soustavu linedrnich diferen¢nich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty. Charakteristickd rovnice této soustavu diferencnich rovnic je

M 4+i2vsin(Eh) A —1=0.

Jeji koreny jsou

A (&) = —ivsin(Eh) £ \/1 — 12 sin?(€ h)

aplati [A£(§)| = 1. Pokud A (&) = A_(§) =: A(§), pak obecné feseni soustavy diferencénich
rovnic (56) ma tvar

U"(€) = al€) ME)" + BE) n )",

kde a(¢) a B(€) jsou konstanty urcené hodnotami (70(5) a ﬁl(g) Je-li 5(€) # 0, bude
U™ (€) rist linedrné s n. Toto nestabilnf chovan{ je tfeba vylougit. Jelikoz A, (€) = A_ (&)
muze nastat pouze pii |v| = 1, budeme pozadovat, aby |v| < 1. Pak A (§) # A_(§) a
obecné Feseni soustavy diferen¢nich rovnic (56) je

(57) U"(€) = ar(€) A (6)" + a_ (&) A_(6)".

Snadno zjistime, ze schéma je v tomto piipadé stabilni. Nutnd a postacujici podminka
pro stabilitu leapfrog scheme tedy je |v| < 1.

Leapfrog scheme (32) nelze pouzit k urceni piiblizného feSeni na Casové vrstve t; a
schéma je tedy potfeba inicializovat pomoci vhodného jednokrokového schématu. Lze
ukazat, ze k inicializaci vicekrokovych schémat 1ze pouzit libovolné jednokrokové schéma,
které je konzistentni s fesenou parcialni diferencidlni rovnici. Toto schéma muze byt i
nestabilni, nebot aplikaci schématu pouze v nékolika prvnich krocich dojde jen k ma-
lému rustu feseni (malému diky konzistenci) a tento rust nebude pfi pouziti stabilniho
vicekrokového schématu déle zesilovan. Jeli 7/h = const., pak inicializa¢ni schéma muze
mit o 1 nizsi fad presnosti nez vicekrokové schéma, pricemz celkova presnost bude od-
povidat vicekrokovému schématu.
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Ze vztahu (57) plyne

A ()" = A ()"
Ac(§) = A-(8)

kde v(&) = U'(&) — U(€) A\ (€). Pouzijeme-li k inicializaci schéma (31), je U'() =
(1 —ivsin(§h)) U(E). Pouzitim vztahu /1 —x =1 — 3z 4 O(2?) ziskdme

U"(€) = U%(E) A+ ()" + 7(€)

Ae(€) = —iv sin(€h) £ 17 %ﬁ sin?(£ h) + O((E b)),

a tudiz

2

(6 = (1= 1w sinlen) - () D°0) = (5 s6h) + 0l(em") ) 7).

Vidime, ze pro malé hodnoty |£ h| je v(§) malé, a schéma se tudiz chova jako jednokro-
kové schéma s amplifikaénim faktorem A,. Pro vétsi hodnoty | h| velikost v(§) byt mala
nemusi. Cést fesenf pifsluind A_ se nazyva parazitickd slozka fedeni. Jelikoz A_(0) = —1,
tato slozka teseni v prubéhu casu rychle osciluje. Pozdéji ukazeme, ze se paraziticka slozka
feseni pohybuje Spatnym smérem (pro a > 0 se pohybuje zprava doleva).

Cviceni 4 Uvazujte ve cviceni 1 okrajovou podminku U} = 0, kterd neni konzistentni
s TeSenou rovnici, a provedte vijpocet pro leapfrog scheme. Méli byste pozorovat, Ze v dii-
sledku zminéné okrajové podminky vznikne v bodé x = 3 parazitickd sloZka Tesent, kterd je
silné oscilugici a pohybuje se zprava doleva. Okrajovd podminka v bodé x = —2 preméni
parazitickou slozku na neparazitickou.

Parazitickd slozka TeSeni se objevi pii kazdém vypoctu s vicekrokovymi schématy. Ob-
vykle nezpusobuje podstatné potize, avsak v nékterych pripadech je ji potieba redukovat
nebo odstranit. VlIiv parazitickych slozek lze redukovat pomoci disipace.

Definice 3 Schéma je disipationi radu 21, jestlize amplifikacni faktory spliugi podminku

' é.h 2r
M <10 (s VeeR,
kde C' je kladnd konstanta nezdvisld na h a T.

Pro leapfrog scheme a schéma Crankovo—Nicolsonové je velikost amplifika¢nich faktoru
rovna 1 pro viechny frekvence. Rikdme, 7ze tato schémata jsou ostre nedisipativni. Pro
Laxovo—Friedrichsovo schéma je |A(7w/h)| = 1, avsak |[A(§)] < 1 pro 0 < || < 7/h a
|v| < 1. Toto schéma je proto nedisipativni, ale ne ostfe. Redukuje amplitudu u vétsiny
frekvenci, nikoli vSak u nejvyssi frekvence na siti.

Vsimnéme si, ze sitovd funkce U' = (—1)"*/ 7 je pro libovolné 1 € R fesenim leapfrog
scheme. Vidime tedy, Ze pocatecni poruchy se §iti, aniz by byly tlumeny. O piitomnosti
této Sachovnicové slozky teseni rozhoduji pouze pocatecni a okrajové podminky.
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