
a opět předpokládáme, že řada konverguje absolutně a že Bm = −B−m ∀ m ∈ Z. Po-
dobně jako při Fourierově analýze jednokrokových metod výše hledejme nejprve řešeńı
diferenčńıho schématu ve tvaru se ”separovanými proměnnými”, tj. položme

Un
j = ei k j h Ûn(k) ,

kde k = mπ, m ∈ Z. Dosazeńım do (80) źıskáme

(82) Ûn+1(k) + 2 q(k) Ûn(k)− Ûn−1(k) = 0 , n ≥ 1 , kde q(k) =
4 τ

h2
sin2 k h

2
.

Charakteristický polynom λ2+2 q(k)λ−1 této soustavy diferenčńıch rovnic má dva r̊uzné
reálné kořeny λ± = −q(k)±

√
q(k)2 + 1, a tud́ıž obecné řešeńı soustavy (82) je

(83) Ûn(k) = α+(k)λ+(k)n + α−(k)λ−(k)n ,

kde koeficienty α± jsou libovolná komplexńı č́ısla. Tato č́ısla urč́ıme tak, aby platilo
Û0(mπ) = Am a Û1(mπ) = Bm. Z toho plyne

(84) α+(mπ) =
Bm − Am λ−(mπ)

λ+(mπ)− λ−(mπ)
, α−(mπ) =

Am λ+(mπ)−Bm

λ+(mπ)− λ−(mπ)
.

Řešeńı diskrétńıho problému (80), (66), (65), (81) je pak dáno řadou

(85) Un
j =

∞∑
m=−∞

eimπ j h Ûn(mπ) , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .

Bohužel složky řešeńı odpov́ıdaj́ıćı kořenu λ− jsou nestabilńı, nebot’ λ−(k) < −1, kdy-
koli sin(1

2
k h) 6= 0. Schéma (80) je tedy bezcenné, nebot’ je pro libovolnou volbu h a τ

nestabilńı.
Poznamenejme, že pokud charakteristický polynom soustavy diferenčńıch rovnic odpo-

v́ıdaj́ıćıch dvoukrokovému schématu má pro dané k jeden dvojnásobný kořen, tj. λ+(k) =
λ−(k) ≡ λ(k), má obecné řešeńı soustavy diferenčńıch rovnic tvar

Ûn(k) = α(k)λ(k)n + β(k)nλ(k)n−1 ,

kde α(k), β(k) ∈ C. V tomto př́ıpadě tedy je

(86) Ûn(mπ) = Am λ(mπ)n + [Bm − Am λ(mπ)]nλ(mπ)n−1 .

Pokud je koeficient u druhého členu nenulový, je ke stabilitě nutné, aby |λ(mπ)| < 1,

nebot’ jinak Ûn poroste lineárně v n.
Uvedená analýza schématu (80) samozřejmě neznamená, že každé dvoukrokové expli-

citńı schéma je vždy nestabilńı. Uvažujme např. schéma

(87)
Un+1
j − Un−1

j

2 τ
=
δ2x U

n
j + δ2x U

n−1
j

2h2
, j = 1, 2, . . . , J − 1 , n ≥ 1 .
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V tomto př́ıpadě źıskáme soustavu diferenčńıch rovnic

(88) Ûn+1(k) + q(k) Ûn(k) + (q(k)− 1) Ûn−1(k) = 0 , n ≥ 1 ,

jej́ıž charakteristický polynom má kořeny λ+(k) = 1− q(k) a λ−(k) = −1. Je-li q(k) 6= 2,

jsou oba kořeny r̊uzné a Ûn(k) je opět dáno vztahy (83) a (84). Zřejmě je |λ±(k)| ≤ 1
právě tehdy, když q(k) ∈ [0, 2), z čehož plyne podmı́nka stability τ ≤ h2/2. Je-li q(k) = 2,

je λ+(k) = λ−(k) a Ûn(k) je dáno vztahem (86) s λ(k) = −1. Př́ıpad q(mπ) = 2 za
uvedené podmı́nky stability může nastat pouze tehdy, je-li m = (2 l + 1)J , kde l ∈ Z.
Členy s m = (2 l+1)J se však v řešeńı neprojev́ı, nebot’ řadu (85) můžeme d́ıky vlastnosti

Ûn(mπ) = −Ûn(−mπ) ∀ m ∈ Z zapsat ve tvaru

Un
j = 2 i

∞∑
m=1

sin(mπ j h) Ûn(mπ) , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .

Schéma (87) je tedy pro τ ≤ h2/2 stabilńı.
Stabilita metody však nemuśı znamenat, že diskrétńı řešeńı bude bez oscilaćı. Jak jsme

viděli, plat́ı v př́ıpadě q(k) 6= 2

Ûn(k) = α+(k) (1− q(k))n + α−(k) (−1)n .

Označ́ıme-li

V n
j =

∞∑
m=−∞
q(mπ)<2

eimπ j h α+(mπ) (1− q(mπ))n , W j =
∞∑

m=−∞
q(mπ)<2

eimπ j h α−(mπ) ,

můžeme psát
Un
j = V n

j + (−1)nWj , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .

Śıt’ová funkce Wj nezáviśı na čase, a pokud je nenulová, bude pro velké n představovat
dominantńı složku řešeńı, nebot’ V n

j → 0 pro n → ∞. Obvykle se projev́ı ve formě
oscilaćı, jejichž velikost může být i větš́ı než jsou hodnoty počátečńı podmı́nky, jelikož
velikost α+(mπ) a α−(mπ) může být podstatně větš́ı než |Am|. Ze stability metody však
plyne, že tyto oscilace nebudou pro n → ∞ nar̊ustat. Nav́ıc se jejich velikost zmenš́ı,
pokud zjemńıme śıt’.

Časově nezávislá osciluj́ıćı složka nebude v řešeńı schématu (87) př́ıtomna, pokud
řešeńı v čase t1 urč́ıme pomoćı schématu (64). Podle (72) a (71) je pak totiž Bm =
Am (1− q(mπ)) = Am λ+(mπ), a tud́ıž α−(mπ) = 0 pro každé m ∈ Z.

4.8 Disipace

Z diskuse v předchoźım odstavci plyne, že je žádoućı, aby diferenčńı schéma vedlo v kaž-
dém časovém kroku k poklesu amplitud vysokofrekvenčńıch složek řešeńı, tj. aby velikost
př́ıslušných amplifikačńıch faktor̊u byla menš́ı než 1. Jak již v́ıme z části 3.7, tento pokles
vysokofrekvenčńıch oscilaćı se nazývá disipace. Analogicky jako v definici 3 na str. 28
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řekneme, že diferenčńı schéma je disipativńı řádu 2 r (má disipaci řádu 2 r), jestliže exi-
stuje kladná konstanta C nezávislá na h a τ taková, že každý amplifikačńı faktor λj(k)
splňuje

(89) |λj(k)| ≤ 1− C
(

sin
k h

2

)2 r

pro všechna vlnová č́ısla k. Poznamenejme, že pro každé k uvažujeme obecně v́ıce ampli-
fikačńıch faktor̊u, abychom do našich úvah zahrnuli i v́ıcekroková schémata. Pro ověřováńı
platnosti podmı́nky (89) může být užitečné si všimnout, že nerovnost (89) je ekvivalentńı
podmı́nce

|λj(k)|2 ≤ 1− C ′
(

sin
k h

2

)2 r

s konstantou C ′ nezávislou na h a τ . Disipativnost schématu je v př́ıpadě parabolických
rovnic velmi přirozeným požadavkem, nebot’ pak docháźı v pr̊uběhu času ke zhlazováńı
diskrétńıho řešeńı, stejně jako je tomu u řešeńı aproximované diferenciálńı rovnice.

Použit́ım vztahu (71) snadno zjist́ıme, že explicitńı schéma (64) je disipativńı řádu 2
pro µ ∈ [µ0, µ1] ⊂ (0, 1

2
), kde µ0 a µ1 jsou konstanty nezávislé na h a τ . Proto se obvykle

nepouž́ıvá volba µ = 1
2
, při ńıž je schéma (64) ještě stabilńı. Implicitńı schéma (77) je

disipativńı řádu 2 , je-li µ ≥ µ0 > 0, kde µ0 je konstanta nezávislá na h a τ . Schéma (87)
samozřejmě disipativńı neńı.

4.9 θ–metoda (θ–schéma, metoda váženého pr̊uměru)

Uvažujeme-li vážený pr̊uměr explicitńıho schématu (64) a implicitńıho schématu (77),
źıskáme šestibodové schéma

(90) Un+1
j − Un

j = µ [θ δ2x U
n+1
j + (1− θ) δ2x Un

j ] , j = 1, 2, . . . , J − 1 , n ≥ 0 .

Budeme předpokládat, že θ ∈ [0, 1]. Pro θ = 0 źıskáváme explicitńı schéma (64) a pro
θ = 1 plně implicitńı schéma (77). Pro libovolné θ ∈ (0, 1] je k určeńı hodnot přibližného
řešeńı v čase tn+1 nutno vyřešit tridiagonálńı soustavu lineárńıch rovnic

−θ µUn+1
j−1 + (1 + 2 θ µ)Un+1

j − θ µUn+1
j+1 = [1 + (1− θ)µ δ2x]Un

j , j = 1, 2, . . . , J − 1 .

Koeficienty splňuj́ı nerovnosti (78), a můžeme tedy použ́ıt Thomas̊uv algoritmus.
Stabilitu vyšetř́ıme opět pomoćı Fourierovy metody. Dosazeńım Un

j = ei k j h λn do (90)
źıskáme

λ =
1− 4 (1− θ)µ sin2 k h

2

1 + 4 θ µ sin2 k h
2

.

Zřejmě λ ≤ 1. Nestabilita se může objevit pouze pokud λ < −1, což nastane právě tehdy,
když

4 (1− 2 θ)µ sin2 k h

2
> 2 .
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Z toho plyne, že

(91)


Je-li θ ∈ [0, 1

2
), pak (90) je stabilńı ⇐⇒ µ ≤ 1

2 (1− 2 θ)
.

Je-li θ ∈ [1
2
, 1], pak (90) je stabilńı ∀ µ > 0 .

V prvńım př́ıpadě je tedy schéma podmı́něně stabilńı, v druhém nepodmı́něně stabilńı.
Chybu diskretizace schématu (90) je vhodné poč́ıtat v čase tn+1/2 ≡ (n + 1

2
) τ , tj.

definujeme

ε
n+1/2
j = εh,τ (xj, tn+1/2) =

u(xj, tn+1)− u(xj, tn)

τ
− θ δ2x u(xj, tn+1) + (1− θ) δ2x u(xj, tn)

h2
.

Tedy

εh,τ (x, t) =
δt u(x, t)

τ
−
θ δ2x u(x, t+ τ

2
) + (1− θ) δ2x u(x, t− τ

2
)

h2

=
δt u(x, t)

τ
− (θ − 1

2
)
δt δ

2
x u(x, t)

h2
−
δ2x u(x, t+ τ

2
) + δ2x u(x, t− τ

2
)

2h2
.

Dosazeńım Taylorových rozvoj̊u źıskáme

εh,τ (x, t) = [ut + 1
24
uttt τ

2 + . . . ]− (θ − 1
2
) [uxxt τ + 1

12
uxxxxt h

2 τ + . . . ]

−[uxx + 1
12
uxxxx h

2 + 2
6!
uxxxxxx h

4 + 1
8
uxxtt τ

2 + . . . ] .

Použit́ım (59) zjǐst’ujeme, že obecně εh,τ = O(τ+h2), avšak pro θ = 1
2

je εh,τ = O(τ 2+h2).
Pro θ = 1

2
je tedy schéma (90) druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase a nazývá se

schéma Crankovo–Nicolsonové. Jelikož je nepodmı́něně stabilńı, můžeme uvažovat h =
O(τ). Pak εh,τ = O(τ 2) a jsme tedy schopni dosáhnout dobrou přesnost při malé výpočetńı
náročnosti. Při volbě h = O(τ) však schéma Crankovo–Nicolsonové neńı disipativńı, což
zp̊usobuje, že při nehladké počátečńı podmı́nce může být méně přesné než plně implicitńı
schéma (77), které je disipativńı řádu 2.

Metodu druhého řádu přesnosti v čase lze źıskat též pro

θ =
1

2
− h2

12 τ
, tj. µ =

1

6 (1− 2 θ)
.

(Muśı být h2 ≤ 6 τ , aby bylo θ ≥ 0.) Při této volbě je dle (91) schéma (90) stabilńı a plat́ı
εh,τ = O(τ 2 +h4). Opět tedy můžeme použ́ıvat velké časové kroky a metoda bude přitom
pro hladké počátečńı podmı́nky přesná a stabilńı. Při volbě h = O(τ) však schéma opět
neńı disipativńı a pro malé h je bĺızké schématu Crankovu–Nicolsonové.

I když lze odvodit řadu daľśıch schémat pro řešeńı úlohy (59)–(61), nejpouž́ıvaněǰśı je
v praxi schéma (90). Nejlepš́ı volba parametru θ však záviśı na řešeném problému a často
neńı jasné, které schéma je opravdu nejlepš́ı.
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