a opét predpokladame, ze tfada konverguje absolutné a ze B,, = —B_,, Vm € Z. Po-
dobné jako pti Fourierové analyze jednokrokovych metod vySe hledejme nejprve reSeni
diferen¢niho schématu ve tvaru se "separovanymi proménnymi”, tj. polozme

Ur = ek (k).

J

kde k = mm, m € Z. Dosazenim do (80) ziskdme

~ ~ ~ 4 kh
(82) U™ (k)+2q(k)U"(k) —U" Y (k) =0, n>1, kde q(k)= h_g sin® -
Charakteristicky polynom A2 +2 g(k) A — 1 této soustavy diferen¢nich rovnic mé dva ruzné
realné koteny Ay = —q(k) & 1/q(k)? + 1, a tudiz obecné teseni soustavy (82) je

(83) U"(k) = ap (k) Ay (k)" + - (k) A- ()",

kde koeficienty ag jsou libovolnd komplexni cisla. Tato cisla urcime tak, aby platilo
U(mn) = A, aU'mnr) = B,,. Z toho plyne

S amm = i”{m_:)lnii(?;fﬁy a-{mm) = ﬁ?ﬁzﬁ”i”*f%'

Resen{ diskrétniho problému (80), (66), (65), (81) je pak dano fadou

(85) Ur= Y eémmihgr(mr),  j=0,1,....J, n>0.

m=—0oQ

Bohuzel slozky feSeni odpovidajici kofenu A_ jsou nestabilni, nebot A_(k) < —1, kdy-
koli sin(3 kh) # 0. Schéma (80) je tedy bezcenné, nebot je pro libovolnou volbu b a 7
nestabilni.

Poznamenejme, ze pokud charakteristicky polynom soustavy diferenc¢nich rovnic odpo-
vidajicich dvoukrokovému schématu ma pro dané k jeden dvojnasobny koten, tj. Ay (k) =
A_(k) = A(k), mé obecné feseni soustavy diferen¢nich rovnic tvar

U™ (k) = a(k) A(k)" + B(k) n A(k)" ",
kde a(k), B(k) € C. V tomto piipadé tedy je
(86) Ut(m7) = A A(m7)" + [Bm — A Nmm)| n A(m )"

Pokud je koeficient u druhého ¢lenu nenulovy, je ke stabilité nutné, aby [A(mm)| < 1,
nebot jinak un poroste linedrné v n.

Uvedena analyza schématu (80) samoziejmé neznamend, ze kazdé dvoukrokové expli-
citni schéma je vzdy nestabilni. Uvazujme napt. schéma

n+1 n—1 n n—1

(87) 27 2 h? ’
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V tomto ptipadé ziskame soustavu diferen¢nich rovnic
(88) 0" (k) +q(k) U" (k) + (a(k) =) T" (k) =0, n>1,

jejiz charakteristicky polynom ma kofeny A\, (k) =1 —q(k) a A_(k) = —1. Je-li q(k) # 2,
jsou oba kofeny riizné a U™ (k) je opét déno vaztahy (83) a (84). Ziejmé je |Ay(k)| < 1
pravé tehdy, kdyz q(k) € [0,2), z éehoZ plyne podminka stability 7 < h?/2. Je-li q(k) = 2,
je Ap(k) = A_(k) a U™(k) je dano vztahem (86) s A(k) = —1. Pifpad q(m7) = 2 za
uvedené podminky stability muze nastat pouze tehdy, je-li m = (21 + 1)J, kde [ € Z.
Cleny s m = (21+1).J se véak v fedenf neprojevi, nebot fadu (85) mizeme diky vlastnosti
Ur(m7) = —U"(—mn) V m € Z zapsat ve tvaru

U =2i

; sin(mmjh) U"(m), j=0,1,....,J, n>0.

[M]¢

1

3
I

Schéma (87) je tedy pro 7 < h?/2 stabilni.
Stabilita metody vsak nemusi znamenat, ze diskrétni feseni bude bez oscilaci. Jak jsme
videli, plati v pripadeé q(k) # 2

O"(k) = as (k) (1= q(k))" + a_(k) (=1)".

Oznacime-li

= S @mtita (mr)(l—gmm), W= 3 emmita (mm),
q(n?7r)<2 q(7:7:) <2

muzeme psat
Ur =V (—1)" W, j=0,1,....0, n>0.

Sitova funkce W, nezdvisi na case, a pokud je nenulovd, bude pro velké n predstavovat
dominantni slozku feSeni, nebot V" — 0 pro n — oo. Obvykle se projevi ve formé
oscilaci, jejichz velikost muze byt i vétsi nez jsou hodnoty pocateéni podminky, jelikoz
velikost ay (m ) a a_(m m) muze byt podstatné vétsi nez |A,,|. Ze stability metody vsak
plyne, Ze tyto oscilace nebudou pro n — oo narustat. Navic se jejich velikost zmensi,
pokud zjemnime sit.

Casové nezavisld oscilujici slozka nebude v feseni schématu (87) pritomna, pokud
feSeni v Case t; uréime pomoci schématu (64). Podle (72) a (71) je pak totiz B, =
An (1 —q(mm)) = Ap Ap(mm), a tudiz a_(mm) = 0 pro kazdé m € Z.

4.8 Disipace

7 diskuse v predchozim odstavci plyne, ze je zddouci, aby diferen¢ni schéma vedlo v kaz-
dém casovém kroku k poklesu amplitud vysokofrekvenénich slozek teseni, tj. aby velikost
prislusnych amplifikacnich faktoru byla mensi nez 1. Jak jiz vime z ¢ésti 3.7, tento pokles
vysokofrekvencnich oscilaci se nazyva disipace. Analogicky jako v definici 3 na str. 28
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fekneme, ze diferenéni schéma je disipativni fadu 2r (mé disipaci fddu 27), jestlize exi-
stuje kladnd konstanta C' nezavisld na h a 7 takovd, ze kazdy amplifika¢ni faktor \;(k)
spliiuje

(89) Nk <1-C <Sm %)2

pro vSechna vlnova ¢isla k. Poznamenejme, Ze pro kazdé k uvazujeme obecné vice ampli-
fikacnich faktoru, abychom do nagich iivah zahrnuli i vicekrokova schémata. Pro ovérovani
platnosti podminky (89) muze byt uziteéné si vsimnout, ze nerovnost (89) je ekvivalentni

podmince
k: h 2r

s konstantou C’ nezavislou na h a 7. Disipativnost schématu je v piipadé parabolickych
rovnic velmi piirozenym pozadavkem, nebot pak dochdz{ v prubéhu casu ke zhlazovan{
diskrétniho feseni, stejné jako je tomu u feSeni aproximované diferencidlni rovnice.

Pouzitim vztahu (71) snadno zjistime, Ze explicitni schéma (64) je disipativni fadu 2
pro € [po, 1] C (0, 3), kde pg a gy jsou konstanty nezdvislé na h a 7. Proto se obvykle
nepouzivé volba = 3, pfi niz je schéma (64) jesté stabilni. Implicitni schéma (77) je
disipativni tddu 2 | je-li g > po > 0, kde o je konstanta nezavisla na h a 7. Schéma (87)
samoziejmé disipativni neni.

4.9 fH-metoda (f-schéma, metoda vazeného pruméru)

Uvazujeme-li vazeny prumér explicitniho schématu (64) a implicitniho schématu (77),
ziskdme Sestibodové schéma

(90) Uttt —uUr =p002U +(1-0)620",  j=12....J-1, n>0.

Budeme predpokladat, ze 6 € [0,1]. Pro 8 = 0 ziskdvame explicitni schéma (64) a pro
6 = 1 plné implicitni schéma (77). Pro libovolné 0 € (0, 1] je k ur¢eni hodnot ptiblizného
feseni v ¢ase t,,1 nutno vytesit tridiagonalni soustavu linearnich rovnic

—OpUM + (1 4+20p) U —0pUM =1+ (1 =0)pd]UT,  j=1,2,...,J—1.

Koeficienty spliuji nerovnosti (78), a muzeme tedy pouzit Thomasuv algoritmus.
Stabilitu vysetiime opét pomoci Fourierovy metody. Dosazenim U} = elkih A" do (90)
ziskdme o kn
1 —4(1—0)p sin® 5
1440 psin? %

Ziejmé A < 1. Nestabilita se muze objevit pouze pokud A < —1, coz nastane pravé tehdy,
kdyz

4(1-20)p sin2%>2.
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7 toho plyne, ze

1
Je-li 6 € [0, 1), pak (90) je stabilni <= p< —"—-.
(91) 2 2(1—-20)

Jelif e [%, 1], pak (90) je stabilni ¥V > 0.

V prvnim ptipadeé je tedy schéma podminéné stabilni, v druhém nepodminéné stabilni.
Chybu diskretizace schématu (90) je vhodné pocitat v case tni10 = (n + 3)7, tj.
definujeme

u($j7tn+1> - u(xj’tn) _ 059% u<xj>tn+1) + (1 - 9) 592c u(xjatn)

E?‘H/Q = Sh,7—<xjatn+1/2) = . 3
Tedy
Su(z,t)  082u(z,t+I)+(1—0)52u(z,t—3
enelz,t) = 2 - ) ( 5) (h2 ) 0z u( 2)
_ Ou(m,t) (0— 1) 8¢ 02 u(z, 1) B oZulz, t+ %)+ 02u(x, t — %)
- T 2 h2 2h2 .

Dosazenim Taylorovych rozvoju ziskdme

enr(x,t) = [u+ 2—14uttt7'2 +...]—(0— %) (Ut T+ %ummthQT%— o]
_[urm + % Ugzrx h2 + %uaﬁxmmxz h4 + %umxtt 7_2 + .. ] .
Pouzitim (59) zjistujeme, Ze obecné &, - = O(T+h?), aviak pro § = 1 je gy, » = O(7>+h?).
Pro 6§ = % je tedy schéma (90) druhého tddu presnosti v prostoru i v ¢ase a nazyva se
schéma Crankovo—Nicolsonové. Jelikoz je nepodminéné stabilni, muzeme uvazovat h =
O(7). Pak g5, , = O(7?) a jsme tedy schopni dosdhnout dobrou presnost pfi malé vypocetn{
narocnosti. Pii volbé h = O(7) v8ak schéma Crankovo—Nicolsonové neni disipativni, coz
zpusobuje, ze pri nehladké pocateéni podmince muze byt méné presné nez plné implicitni
schéma (77), které je disipativni fddu 2.
Metodu druhého tadu presnosti v ¢ase lze ziskat téz pro

0 1 h? . 1
2 120 Y FTsa—2e)

(Musi byt h? < 67, aby bylo 6 > 0.) Pfi této volbé je dle (91) schéma (90) stabiln{ a plat{
enr = O(T* + h*). Opét tedy muzeme pouzivat velké casové kroky a metoda bude pritom
pro hladké pocatecni podminky presnd a stabilni. Pii volbé h = O(7) vSak schéma opét
neni disipativni a pro malé h je blizké schématu Crankovu—Nicolsonové.

v praxi schéma (90). Nejlepsi volba parametru 6 vsak zdvisi na feseném problému a ¢asto
neni jasné, které schéma je opravdu nejlepsi.
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