4.10 Princip maxima a konvergence
Véta 8 0-schéma (90) s 0 € [0,1] a p(1—0) < 3 ddvd priblizné reseni {U'} splitugict

min max ?

kde
win = min{U", 0<m<n; U}, 0<j<J; UR, 0<m<n},
Upe = max{Uy", 0<m <n; U}, 0<j<J; UP, 0<m<n}.

Diikaz. Schéma (90) zapiseme ve tvaru

(92) (1+20p) UM
=0 UM + U+ Q=0 p (U], +UN )+ [1—2(1—=0) ] U

J
Koeficienty na pravé strané jsou nezaporné a jejich soucet je (1 + 260 ) (koeficienty pred
dvojcleny pocitame dvakrat). Predpokladejme, ze U nabyva svého maxima ve vnitinim
bodé a necht toto maximum je Uj’f‘“. Pak hodnoty U na pravé strané vztahu (92) jsou
mensi nebo rovny U;‘H, a jelikoz soucet koeficientu je (1 + 26 p), musi byt U = U;"Ll
v kazdém z péti sousednich uzla v (92), pokud prislusny koeficient je nenulovy. Je-li tedy
0 # 0, dostavame U = Ugt! = U™ Je-li § = 0, muzeme zkonstruovat posloupnost
bodu, az dosdhneme hranice. Tedy U;”rl = U}... Stejnym zpusobem lze postupovat pro
minimum. 0

Véta 9 Uvazujme posloupnost (hi, ;) — (0,0) pro i — oo a necht p; (1 —0) < 5. Necht
chyba diskretizace odpovidajici schématu (90) konverguje k nule stejnomérné v mnoziné
[0,1] x [0,T]. Necht chyby v okrajovyjch a pocdtecnich podminkdch rovnéz konverquji
stejnomeérné k nule pro i — oo. Pak aproximace dané schématem (90) konverguji stej-
nomérné v [0, 1] x [0, T] k 7esend rovnice (59) s konzistentnimi okrajovymi a pocdtecnimi
podminkama.

Diikaz. Dle definice chyby diskretizace je pro e} = Ul — u(x;,t,)

(93)  (1+20p e =0pu(eft +eli)+(1—0)pule]  +efyy)

fl—2(1—=0)pler —7e" j=1,2..., -1 n=0,1,2,....

J J
Predpokladejme nejprve, ze e? =0,7=0,....,J,ef =€¢7;=0,n=0,1,2,... aoznacme
n — n n+1/2 _ 7}-0-1/2
el = max [ef], [ = max [
Pak

(L+20p) e oo <20 pulle™ oo + lle" oo + 7 [l

[
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a tudiz ||e" | < lle”|lo + 7 |le"Y?||., z éehoz plyne

n—1
le" oo < 7 Z le™ 3| <nT _max lem™ 2|, =0 pro i— oo.
m=0

Predpokladejme nyni, ze chyby v okrajovych a pocatecnich podminkéach jsou nenulové,
tj.

(94) e?:n?, j=0,...,J, ec=mny, €;=n7, n=0,1,2,....

Pak e = e} +¢€7, kde €] splnuje (93) s homogennimi po¢atecnimi a okrajovymi podminka-
mi a €} splnuje (92) a (94). Pak |le"||, sphiuje pfedchozi odhad a ||€"||,, < max{|ng’[, 0 <
m<n; [, 0<7<J; [n7], 0 <m < n} dle predchozi véty. O

Podminka pro platnost principu maxima je mnohem vice omezujici nez podminka
stability plynouci z Fourierovy analyzy. Naptiklad pro 8 = % dostavame p < 1.

Princip maxima predstavuje alternativni prostifedek pro ziskani podminek stability.
Oproti Fourierové analyze ma tu vyhodu, Ze ho lze snadno aplikovat i na tlohy s nekon-
stantnimi koeficienty. AvSsak snadné je odvodit pouze postacujici podminky stability.

4.11 Obecnéjsi okrajové podminky!

Nahrad'me Dirichletovu okrajovou podminku v bodé = 0 okrajovou podminkou

(95) u,(0,t) = a(t) u(0,t) + g(¢) Vit>0,
kde «a(t) > 0.

Nejjednodussi aproximace okrajové podminky (95) v case t = ¢, je
ur = Uy n n n n
1T0:a UO +g ) « Ea(tn)7 g Eg(tn>7

z ¢ehoz plyne
1
96 Uuy=p"U0¢—-5"g"h kd "=
( ) 0 B 1 6 g ’ € 6 1 + Oénh

Nyni muzeme definovat #—schéma stejnym zpusobem jako vySe. Soustava je opét tridia-
gondlni a ma nyni J rovnic. Rovnice (96) je prvni rovnici této soustavy.
Z (96) plyne, ze v prvnim vnitinim bodé je

GUI=Uy =201 + Uy =Uy — (2= 8" Ul = B"g" h.
Dostavame tedy

Ut —UP = p{Uy*t — 2= grHyuptt — gt gt n
+u(1-0){U; —(2-p")U" =" g"h},

ITato ¢dst nebyla odpiednasena a nebude zkousena
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z ¢ehoz plyne
14+ 0(2 = B UF = [L— (1= 0) j (2= B U + 0 pUZ+ + (1 0) Uy
—uh[@ﬁ"“ gn—i-l + (1 . 9) 5ngn] )

Definujeme-li obvyklym zpusobem chybu diskretizace 57f+1/ 2, plati pro chybu aproximace
et = U — u(xy,ty,)

M+0p@2—8"N et =1 —(1-0)pu2— "] e +0ues™ + (1 —0)pey —rei ™,

Jelikoz se tato rovnice lisi od rovnic v ostatnich uzlech sité, nemuzeme pouzit Fourierovu
analyzu chyby. Lze vSak vyuzit princip maxima, nebot pro p (1—0) < % jsou vsechny koe-
ficienty nezaporné a soucet koeficientu napravo neni vétsi nez koeficient nalevo. Muzeme
proto odhadnout chybu aproximace pomoci chyby diskretizace stejné jako vyse.
Zbyva odhadnout 571”1/ 2, Uvazujme piipad 6 = 0 (explicitni metoda). Pak
Ut = uy euUr 1

—L = L S U+ B U - B )

- h2 T _T —Q UO —qg"|.
Tedy (pii oznaceni u}f = u(w;,t,))
g2 ™ —up 2wy B [A ol — g
T h2 h I h
- [ut * %uttT T ]('Thtn) - [u:vx + %U:px:m: h2 + .. ](xlytn>
Bn
_7[ux+%umxh+...—Oéu_g](‘r(htn)

~ —% B" Uz (0, ty) -
Chyba diskretizace tudiz nekonverguje k nule. Dikaz konvergence chyby aproximace lze
sice zachranit, avsak diskrétni feSeni je zatizeno pomeérné velkou chybou.

Zkusme jiny postup. Zavedeme fiktivni hodnotu U™, vné [0, 1], takze okrajovou pod-
minku (95) muzeme aproximovat vztahem
ur-uor,

2h

V bodé z = 0 aproximujeme rovnici jako ve vnitinich bodech a za U”; dosadime z (97).
Pak

(97) =a"Ui +g".

Ugtt = Uy = p0 UM =205 + (U = 2h o™ UG — 20 g™ )]
+u(l-0)[U' =20+ (U'—=2ha" Ul —2hg")],
z ¢ehoz plyne
1+20pu(1+a™ AU =1 -2 —0) u(1+a™h) U}
+20u UMM 4+ 21— pU —2uh[0g" +(1—0)g"].
Pokud 1 (1—6) (1+a™h) < 3, je mozno chybu aproximace opét odhadnout pomocf chyby

diskretizace })ostupem zalozenym na principu maxima. Chyba diskretizace je v tomto
pifpadé el V% = O(r + h).
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4.12 Obecnéjsi linearni rovnice?

Uvazujme nejdiive rovnici
Uy = b Uyy Vt>0, xz€(0,1),

kde b = b(x,t) > 0. Explicitnimu schématu (64) pak odpovidd diskretizace

n n T n n n n

kde b7 = b(x;,t,). Stejné jako diive ziskdme

enr(x,t) = %UttT — % b(2,t) Upgas P2+ ... .

Konvergenci lze dokazat stejnym zpusobem jako pro b = 1, ale podminku stability je
tfeba nahradit podminkou
T 1
7 b(x,t) < 3"
Odhad chyby pak je
\Uj — u(xy, t,)| < T(% M1+ 1—123M2 h?),

kde B > b(x,t) V (z,t) € [0,1] x [0,T].
f—schéma lze definovat ruznymi zpusoby. Jednou moznosti je uvazovat

T

n+1 n __
Uj+ _Uj T2

* 2 rrn+1 271711

kde b* je néjakd vhodnd hodnota. Nabizi se polozit b* = b}”l/ 2, Rozvoj chyby diskretizace
je pak stejny jako diive az na prendsobeni faktorem b. Rovnéz konvergenci lze dokazat
jako diive pomoci principu maxima, avsak potiebujeme, aby

T

(1= 0) bl ) <

N | —

Je téz mozné polozit b* = %(b}”l + b7), coz nezhorsi odhad chyby diskretizace, nebot
b* = [b + % btt 7_2 ‘I— .. -]($j7tn+l/2)~
Nejobecnéjsi tvar linearni parabolické rovnice druhého fadu je

(98) U = bUyy —auy +cu-+d Vt>0, x€(0,1),

kde a = a(z,t), b = b(x,t), ¢ = c(x,t), d = d(z,t) jsou dané funkce, pficemz b > 0.
Explicitni schéma je prirozené uvazovat ve tvaru

urtt —ur Ury, —2Ur+UP n,—Ur
J J _pn Zj+l J Jj—1 n _Jj+1 Jj—1 nrm n

2Tato ¢ast nebyla odpfedndsena a nebude zkousena

(99)
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Oznacime-li
n_ T yn n_T
Hj = h2 37 J h

zjistime, ze chyba aproximace splnuje

= (U2 ) e 0 = 3 e )+ 3 ey 7

Abychom pfii odhadu chyby mohli postupovat jako diive, musime zajistit, ze koeficienty

jsou nezaporné a jejich soucet neni vétsi nez 1. To vyzaduje

(100) s <y, 2uf — 7 <1, <0,

Specidlné (dle prvni podminky) musi byt
a”
plil o
bj
a toto omezeni implikuje omezeni 7 prostifednictvim druhé podminky:
h2

TS o e

V mnoha tlohdch z praxe je [a}| > b7, coz vyzaduje velmi malé prostorové a casové kroky.
Jednoduchy zpusob, jak tento problém napravit, je pouzit aproximace

ur—-ur
. - L jeli a(xj, t,) > 0,
uw(‘rﬁtn) ~
un . _pr
% je-li a(z;,t,) < 0.

Funkci @ muzeme interpretovat jako rychlost latky, v niz sledujeme rozlozeni veli¢iny u,
ve sméru kladné z—ové poloosy. K diskretizaci u,(z;,t,) tedy vyuzivame hodnoty u z té
strany, odkud se do bodu z; v case t,, latka pohybujeme. Hovoiime proto o diskretizaci
typu upwind.

Predpokladejme pro jednoduchost, ze a(z,t) > 0 a c(z,t) = 0. Explicitni schéma m4
pak tvar

n+1 n n n n n n
Ak L g S

h? J 2h

-
coz dava
et =1 —2u) —v)) ey +pl el + (U + ) el —Te].
Aby vSechny koeficienty na pravé strané byly nezaporné, potiebujeme nyni pouze podmin-
ku 247 + v < 1. Stabilita tedy nevyzaduje zddné omezeni prostorového kroku . Cenou
za to je, ze nyni mame pouze £} = O(h + 7).

Nékdy se muzeme setkat s parabolickou rovnici v samoadjungovaném tvaru

u = (p(z,t)ug), Vt>0, xz€(0,1),
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kde p > 0. Rozderivovanim muzeme tuto rovnici prevést do tvaru (98), ale obvykle je
vyhodnéjsi zkonstruovat diferencni aproximaci puvodniho samoadjungovaného tvaru:

[(Puw)al(z) tn) = % [(puz)(@js1/2,tn) — (PU) (@172, Ln)]

1 7 n n 7 n n
~ 2 [pj+1/2 (Uj+1 - Uj) —Pj-1)2 (uj - uj—l)] .

Explicitni diferen¢ni schéma ma tedy tvar

U;LH - U7 _ Pii1o (Ul — an) — D1y (an - Uﬁl)

T h? ’

a tudiz

n n n n n n n n T
U™ =1 = n(0faje + Py Uf + 1o U + 002 Uy s = 75

Chybu aproximace muzeme tudiz vySetiovat stejnym zpusobem jako diive, budou-li vse-
chny koeficienty nezaporné, coz je splnéno, pokud p P < %, kde P spliuje p(x,t) < P
v uvazované oblasti. Mame tedy omezeni stejného typu jako diive.

Ztejmym zpusobem lze na vyse uvazované obecnéjsi rovnice zobecnit —schéma vedouci
k implicitnimu schématu.

5 Parabolické rovnice ve dvou prostorovych dimen-
zich?

Necht © C R? je omezen4 oblast. Hleddme funkci v = u(x,y, t) definovanou pro (z,y) €
a t > 0 takovou, ze

(101) Up = AU = Uyy + Uy, Vi>0, (x,y)e€,
(102) u(z,y,t) =u’(z,y,t) V>0, (z,y)€d,
(103) u(z,y,0) =u’(x,y) VY (z,y) € Q,

kde u® a u° jsou zadané funkce.

Predpokladejme nejdiive, ze Q@ = (0, X) x (0,Y), zvolme J,, J, € N a polozme h, =
X/Jy, hy =Y/ J,. Oblast € pokryjeme rovnomérnou pravothlou siti s krokem déleni h, v
r-ovém sméru a h, v y-ovém smeéru. Uzly prostorové sité jsou (z,,ys) = (r ha, s hy), kde
r=0,1,...,J,as=0,1,...,J,. Pfiblizné feSeni znacime

Urs = u(Zr, Ys; tn) » r=0,1,...,J,, s=0,1,...,J,, n=0,1,2,....
Nejjednodussi explicitni diferenéni schéma je

n+1 n 27171 27171
Ur,s - Ur,s . 5:1: UT,S 5y Ur,s

- 2 2
T h2 h;

3Tato ¢ast nebyla odpfedndsena a nebude zkousena
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Hodnota U”Jr1 je urcena hodnotami U’y Uy o, Ut o, Ul's g, Uls_ 5 hovorime o tzv. péti-
bodovém schématu.
Vlastnosti schématu lze analyzovat analogicky jako v jedné dimenzi. Chyba diskreti-
zace je
e(x,t) = %utt T — 11—2 [Ugzes P2+ Uyyyy hz] +....
Za predpokladu omezenosti uvedenych derivaci a pii

T T
Mx+ﬂy_27 kde u$:ﬁ7 ,uy:ﬁ7
x Y

dostaneme stejné jako v jedné dimenzi pro chybu aproximace
leloe < T (3 My 7+ 55 My b3 + 55 M ).

Lze rovneéz aplikovat Fourierovu analyzu stability. Pro U’y = A" ellke rhathy shyl dostaneme
amplifika¢ni faktor

: 2kyhy

A=XNk)=1-4 Mwsinzk;x—{—uysm 5 |

kde k = (ky, ky). Vidime, ze [A(k)| < 1V k prave tehdy, kdyz pi, + p1, < 3
Ztejmym zpusobem muzeme téz rozsitit do dvou dimenzi 6—metodu. Specidlné metoda
Crankova—Nicolsonové bude

(1_%///906925_%/1'2;52)Un+1 (1+ Mm52+ My52)U:~?s'

Soustava rovnic jiz neni tridiagondlni a jeji vyfeSeni je podstatné drazsi nez vypocet
hodnot U]f"jl u explicitni metody. Hleddame proto jiné moznosti, jak ziskat nepodminéné
stabilni metodu.

5.1 Metoda stiridavych sméra

Uvazujme nésledujici modifikaci schématu Crankova—Nicolsonové:

(104) (1= 3 pa02) (L= 5 py O UM = (14 § 10 62) (1 + 5 11, 62) U -
Dodatecné ¢leny ve schématu nezhorsi chybu diskretizace, nebot
1 5 (T yt+i7)—u(z,y,t—17) 5
1H oy 0, 0, . R~ 4h2 7 65 0y ut(, Y, 1)
1
~ Z ux:cyyt(xa Y, t) 7—2 )
a tudiz ey, p,» = O(h2 + h2 + 7°). Piednost schématu tkvi v tom, ze vypocet U lze

.. L L. 1 e . o 2
rozlozit na feSeni problému s tridiagonalnimi maticemi. Zavedeme mezivysledek Uy, s 1/

(104) zapiseme v ekvivalentnim tvaru
(105) (1—2p, ) U2 =(1+Lp, 0000, r=1,....J,—1, s=1,...,J,—1,

(106) (1—3p, &)U = (A4 Lp, s Urs 2, r=1,...,J,—1, s=1,...,J,— 1.

o1



Vypocet U, 1y (105) predstavuje vyfeseni .J, — 1 soustav linearnich rovnic fadu J, — 1.
Podobneé (106) sestava z J, — 1 soustav linearnich rovnic fadu J, — 1. Kazd4 ze soustav
ma tridiagonalni matici a provedeni jednoho ¢asového kroku je tak mnohem rychlejsi nez
feSeni soustavy linearnich rovnic odpovidajici Crankové—Nicolsonové metodé. Vypocetni
narocnost je asi trojnasobna ve srovnani s jednim krokem explicitniho schématu. Dosaze-
nim Fourierova élenu A" ellkemhathyshul do (104) ziskdme

(1 — 2 1, sin? %) (1 — 21ty sin? %)
Ak) =

N ki h k., h
<1+2,um sin? $2 x) <1+2uy sin? y2 y)

z ¢ehoz plyne, ze schéma (104) je nepodminéné stabilni.

6 Numerické reseni eliptickych parcialnich
diferencialnich rovnic 2. radu

6.1 Diskretizace Poissonovy rovnice

Uvazujme modelovou tlohu
(107) ~Au=f vQ:=(01), u=0 na 0.

Mnozinu € pokryjeme rovnomérnou étvercovou siti s J intervaly v kazdém sméru, ¢imz
vzniknou uzly (z,,ys) := (rh,sh), r,s =0,...,J, kde h = 1/J. Ozna¢ime

Nao ={(z,ys); r,se{l,...,J —1}},

NaQ = {(x7’7 0)7 ($T7 1)7 (07 y5)7 (17 ys) ; r? S 6 {07 et J}} *
Pak NQ C Q a Nygo C 09, tj. Ng je mnozina vnitinich uzlu a Nyg je mnozina hrani¢nich
uzli. Reseni u tlohy (107) budeme v uzlech (x,,ys) € N U Nyq aproximovat hodnotami

U, s. Déle zavedeme oznaceni u, s := u(z,,ys) a fr.s == f(@r, ys).
K diskretizaci tlohy (107) pouzijeme v kazdém vnitinim uzlu (z,,ys) € Ng aproximaci

(5326 Up g 5; Up,s
(Au)(2r, ys) = Uge (20, Ys) + uyy(Ir, Ys) ~ h? + h?

o Urq1,s — 2 Uy s + Ur—1,s Uprs+1 — 2 U, s + Up s—1

h? h? ’
coz nds vede k nésledujici definici pfiblizného fesent {U,. s} _o:

4Urs_Ur S_UT— s_Urs _Urs—
(108) : L h; sl el po rms=1,...,J—1,

(109) Urr-’O:UT,J:UO’s:UL]s:O, T,S:O,...,J.

)

K uréenfi piiblizného fesenf je tedy tieba vyfesit soustavu (J —1)? linedrnich algebraickych
rovnic.
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6.2 Konvergence pribliznych reSeni
Necht U = {U, .}, je libovolnd sifova funkce a definujme operdtor Lj, vztahem

o 4 Ur,s - UrJrl,s - Urfl,s - Ur,erl - Ur,sfl
= h2 ,

Misto (Ly, U), s budeme uzivat jednodussi znaceni Ly, U, ;. Pak tlohu (108)—(109) muzeme
ekvivalentné zapsat ve tvaru

(Lh U)r,s :

(110) LhUP:fP \V/PGNQ, Up=0 VPEN@Q,

kde pro uzly sité nyni pouzivame znaceni P misto (z,, ys). Pozdéji ukdzeme (viz dusledek 1
na str. 61), ze operator L spliuje diskrétni princip maxima

< < .
(111) L,Up <0 V Pe€ Ng = géé}v)éUp_QIgJ%z(ﬂUQ

Podobné jako u evoluc¢nich 1iloh muzeme princip maxima vyuzit k odhadu chyby apro-
ximace. Nejprve definujeme chybu diskretizace

5r,s::Lhur,s_fr,S7 r75:17"'7j_17
coz muzeme ekvivalentné zapsat ve tvaru
(112) ep:= Lyup — fp V P € Nq.

Pouzitim Taylorova rozvoje ziskame pro libovolné P € Nq
1
(113)  |ep| < D (My + My) h*, kde M, = max |Upzze|, Mz = max Uy -

Pomoci (112), (110) a (107) zjistujeme, Ze chyba aproximace ep := Up — up spliuje
(114) Lyep=—¢p VPGNQ, ep=20 V P € Nyq .

Vztah (114) ndm umoziuje pomoci diskrétntho principu maxima (111) a odhadu
chyby diskretizace (113) odvodit odhad chyby aproximace. Za tim tucelem je potieba
definovat vhodnou funkei spliujici levou stranu implikace (111), k ¢emuz podobné jako
u odvozeni odhadu chyby aproximace pro priblizné feseni transportni rovnice vyuzijeme
tzv. srovndvaci funkci ®. V tomto ptipadé ji muzeme definovat vztahem

D, y) == (z -3+ (y—3)°.

Funkci @ prifadime sifovou funkei {®p}pengunyg, kde @p = ®(P). Jelikoz funkce ® m4d
nulové ¢tvrté derivace, plyne ze (113), ze

Ly®p=(—A®)(P)=-4 VY PeENg.
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Oznacme

Up = +1h2(M+M)cI>
p.=e€p 119 1 2 P-
Pak
h2 h2
th/P:LhGP_E(M1+M2):_6P_E(M1+M2)§0 VPGNQ
a podle (111) je
v <1h2(M+M) o —1h2(M M. VY PeN,
P < 1p W Me) guax @¢ =g 35 M+ M) Mo

Jelikoz ep < Up, dostavame
1
Up —up < %(Ml—kMg)hQ.

Oznacime-i ¥p := —ep + }l 'f—; (M 4+ My) ®p, ziskdme stejny odhad pro —(Up — up). Je
tedy

1
‘Ur,s_u<$r>ys)|S%(M1+M2)h2 Vrosed0,...,J}.

6.3 Obecnéjsi rovnice diftze

Uvazujme tlohu

0
(115) —div(aVu)=f v Q, agu—i—ozla—u:g na 052,
n
kde € je omezend oblast v R?, n je vnéjsi jednotkova norméla k 9, a je hladka funkce
splnujici a(x,y) > ag > 0 a ag, a jsou konstanty spliujici

ag >0, a; >0, ag+ap > 0.

Rovnice (115) popisuje difizi veli¢iny « v nehomogennim izotropnim prostiedi. Pokud
je a(x,y) = ¢, jednd se o diftizi v homogennim izotropnim prostiedi a rovnice (115) se
redukuje na rovnici (107).

Oblast €2 pokryjeme pravidelnou obdélnikovou siti s krokem h, ve sméru osy x a
s krokem h,, ve sméru osy y. Uzly sité, které lezi vedle sebe na nékteré ze sitovych pifmek
nazyvame sousedni. Kazdy uzel ma tedy ctyfi sousedni uzly. Uzly lezici v €2, jejichz vSichni
ctyti sousedé lezi v Q nazyvame requldrni uzly. Uzly lezici v €, jejichz néktery soused nelezi
v Q nazyvame nerequldrni uzly. Pokud € je mnohothelnik, jehoz hrany jsou rovnobézné
se soufadnymi osami, muzeme zkonstruovat sit tak, aby neobsahovala nereguldarni uzly.
U oblasti s komplikovanéjsi hranici to vSsak obecné nelze.

Pro diskretizaci ulohy (115) se nabizi levou stranu parcidlni diferenciélni rovnice roz-
derivovat a derivace funkce u aproximovat diferencnimi kvocienty uvazovanymi diive.
Oznaéime-li b = —a,, ¢ = —a,, muzeme rovnici (115) zapsat ve tvaru

(116) —aAu+bu,+cu,=f vQ
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