
4.10 Princip maxima a konvergence

Věta 8 θ–schéma (90) s θ ∈ [0, 1] a µ (1− θ) ≤ 1
2

dává přiblǐzné řešeńı {Un
j } splňuj́ıćı

Un
min ≤ Un

j ≤ Un
max ,

kde

Un
min = min{Um

0 , 0 ≤ m ≤ n ; U0
j , 0 ≤ j ≤ J ; Um

J , 0 ≤ m ≤ n} ,
Un

max = max{Um
0 , 0 ≤ m ≤ n ; U0

j , 0 ≤ j ≤ J ; Um
J , 0 ≤ m ≤ n} .

D̊ukaz. Schéma (90) zaṕı̌seme ve tvaru

(1 + 2 θ µ)Un+1
j(92)

= θ µ (Un+1
j−1 + Un+1

j+1 ) + (1− θ)µ (Un
j−1 + Un

j+1) + [1− 2 (1− θ)µ]Un
j .

Koeficienty na pravé straně jsou nezáporné a jejich součet je (1 + 2 θ µ) (koeficienty před
dvojčleny poč́ıtáme dvakrát). Předpokládejme, že U nabývá svého maxima ve vnitřńım
bodě a necht’ toto maximum je Un+1

j . Pak hodnoty U na pravé straně vztahu (92) jsou

menš́ı nebo rovny Un+1
j , a jelikož součet koeficient̊u je (1 + 2 θ µ), muśı být U = Un+1

j

v každém z pěti sousedńıch uzl̊u v (92), pokud př́ıslušný koeficient je nenulový. Je-li tedy
θ 6= 0, dostáváme Un+1

j = Un+1
0 = Un+1

J . Je-li θ = 0, můžeme zkonstruovat posloupnost

bod̊u, až dosáhneme hranice. Tedy Un+1
j = Un

max. Stejným zp̊usobem lze postupovat pro
minimum. �

Věta 9 Uvažujme posloupnost (hi, τi)→ (0, 0) pro i→∞ a necht’ µi (1− θ) ≤ 1
2
. Necht’

chyba diskretizace odpov́ıdaj́ıćı schématu (90) konverguje k nule stejnoměrně v množině
[0, 1] × [0, T ]. Necht’ chyby v okrajových a počátečńıch podmı́nkách rovněž konverguj́ı
stejnoměrně k nule pro i → ∞. Pak aproximace dané schématem (90) konverguj́ı stej-
noměrně v [0, 1]× [0, T ] k řešeńı rovnice (59) s konzistentńımi okrajovými a počátečńımi
podmı́nkami.

D̊ukaz. Dle definice chyby diskretizace je pro enj = Un
j − u(xj, tn)

(1 + 2 θ µ) en+1
j = θ µ (en+1

j−1 + en+1
j+1 ) + (1− θ)µ (enj−1 + enj+1)(93)

+ [1− 2 (1− θ)µ] enj − τ ε
n+1/2
j , j = 1, 2, . . . , J − 1, n = 0, 1, 2, . . . .

Předpokládejme nejprve, že e0
j = 0, j = 0, . . . , J , en0 = enJ = 0, n = 0, 1, 2, . . . a označme

‖en‖∞ = max
j=0,...,J

|enj | , ‖εn+1/2‖∞ = max
j=1,...,J−1

|εn+1/2
j | .

Pak
(1 + 2 θ µ) ‖en+1‖∞ ≤ 2 θ µ ‖en+1‖∞ + ‖en‖∞ + τ ‖εn+1/2‖∞ ,
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a tud́ıž ‖en+1‖∞ ≤ ‖en‖∞ + τ ‖εn+1/2‖∞, z čehož plyne

‖en‖∞ ≤ τ

n−1∑
m=0

‖εm+1/2‖∞ ≤ n τ max
m=0,...,n−1

‖εm+1/2‖∞ → 0 pro i→∞ .

Předpokládejme nyńı, že chyby v okrajových a počátečńıch podmı́nkách jsou nenulové,
tj.

(94) e0
j = η0

j , j = 0, . . . , J , en0 = ηn0 , e
n
J = ηnJ , n = 0, 1, 2, . . . .

Pak enj = ēnj +ẽnj , kde ēnj splňuje (93) s homogenńımi počátečńımi a okrajovými podmı́nka-
mi a ẽnj splňuje (92) a (94). Pak ‖ēn‖∞ splňuje předchoźı odhad a ‖ẽn‖∞ ≤ max{|ηm0 |, 0 ≤
m ≤ n ; |η0

j |, 0 ≤ j ≤ J ; |ηmJ |, 0 ≤ m ≤ n} dle předchoźı věty. �

Podmı́nka pro platnost principu maxima je mnohem v́ıce omezuj́ıćı než podmı́nka
stability plynoućı z Fourierovy analýzy. Např́ıklad pro θ = 1

2
dostáváme µ ≤ 1.

Princip maxima představuje alternativńı prostředek pro źıskáńı podmı́nek stability.
Oproti Fourierově analýze má tu výhodu, že ho lze snadno aplikovat i na úlohy s nekon-
stantńımi koeficienty. Avšak snadné je odvodit pouze postačuj́ıćı podmı́nky stability.

4.11 Obecněǰśı okrajové podmı́nky1

Nahrad’me Dirichletovu okrajovou podmı́nku v bodě x = 0 okrajovou podmı́nkou

(95) ux(0, t) = α(t)u(0, t) + g(t) ∀ t > 0 ,

kde α(t) ≥ 0.
Nejjednodušš́ı aproximace okrajové podmı́nky (95) v čase t = tn je

Un
1 − Un

0

h
= αn Un

0 + gn , αn ≡ α(tn), gn ≡ g(tn) ,

z čehož plyne

(96) Un
0 = βn Un

1 − βn gn h , kde βn =
1

1 + αn h
.

Nyńı můžeme definovat θ–schéma stejným zp̊usobem jako výše. Soustava je opět tridia-
gonálńı a má nyńı J rovnic. Rovnice (96) je prvńı rovnićı této soustavy.

Z (96) plyne, že v prvńım vnitřńım bodě je

δ2
x U

n
1 = Un

2 − 2Un
1 + Un

0 = Un
2 − (2− βn)Un

1 − βn gn h .

Dostáváme tedy

Un+1
1 − Un

1 = µ θ {Un+1
2 − (2− βn+1)Un+1

1 − βn+1 gn+1 h}
+µ (1− θ) {Un

2 − (2− βn)Un
1 − βn gn h} ,

1Tato část nebyla odpřednášena a nebude zkoušena
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z čehož plyne

[1 + θ µ (2− βn+1)]Un+1
1 = [1− (1− θ)µ (2− βn)]Un

1 + θ µUn+1
2 + (1− θ)µUn

2

−µh [θ βn+1 gn+1 + (1− θ) βn gn] .

Definujeme-li obvyklým zp̊usobem chybu diskretizace ε
n+1/2
1 , plat́ı pro chybu aproximace

en1 = Un
1 − u(x1, tn)

[1 + θ µ (2− βn+1)] en+1
1 = [1− (1− θ)µ (2− βn)] en1 + θ µ en+1

2 + (1− θ)µ en2 − τ ε
n+1/2
1 .

Jelikož se tato rovnice lǐśı od rovnic v ostatńıch uzlech śıtě, nemůžeme použ́ıt Fourierovu
analýzu chyby. Lze však využ́ıt princip maxima, nebot’ pro µ (1−θ) ≤ 1

2
jsou všechny koe-

ficienty nezáporné a součet koeficient̊u napravo neńı větš́ı než koeficient nalevo. Můžeme
proto odhadnout chybu aproximace pomoćı chyby diskretizace stejně jako výše.

Zbývá odhadnout ε
n+1/2
1 . Uvažujme př́ıpad θ = 0 (explicitńı metoda). Pak

Un+1
1 − Un

1

τ
=

δ2
x U

n
1

h2
+

1

h2
[−Un

0 + βn Un
1 − βn gn h]

=
δ2
x U

n
1

h2
+
βn

h

[
Un

1 − Un
0

h
− αn Un

0 − gn
]
.

Tedy (při označeńı unj = u(xj, tn))

ε
n+1/2
1 =

un+1
1 − un1
τ

− δ2
x u

n
1

h2
− βn

h

[
∆−x u

n
1

h
− αn un0 − gn

]
= [ut + 1

2
utt τ + . . . ](x1, tn)− [uxx + 1

12
uxxxx h

2 + . . . ](x1, tn)

− β
n

h
[ux + 1

2
uxx h+ . . .− αu− g](x0, tn)

≈ −1
2
βn uxx(x0, tn) .

Chyba diskretizace tud́ıž nekonverguje k nule. Důkaz konvergence chyby aproximace lze
sice zachránit, avšak diskrétńı řešeńı je zat́ıženo poměrně velkou chybou.

Zkusme jiný postup. Zavedeme fiktivńı hodnotu Un
−1 vně [0, 1], takže okrajovou pod-

mı́nku (95) můžeme aproximovat vztahem

(97)
Un

1 − Un
−1

2h
= αn Un

0 + gn .

V bodě x = 0 aproximujeme rovnici jako ve vnitřńıch bodech a za Un
−1 dosad́ıme z (97).

Pak

Un+1
0 − Un

0 = µ θ [Un+1
1 − 2Un+1

0 + (Un+1
1 − 2hαn+1 Un+1

0 − 2h gn+1)]

+µ (1− θ) [Un
1 − 2Un

0 + (Un
1 − 2hαn Un

0 − 2h gn)] ,

z čehož plyne

[1 + 2 θ µ (1 + αn+1 h)]Un+1
0 = [1− 2 (1− θ)µ (1 + αn h)]Un

0

+ 2 θ µUn+1
1 + 2 (1− θ)µUn

1 − 2µh [θ gn+1 + (1− θ) gn] .

Pokud µ (1−θ) (1+αn h) ≤ 1
2
, je možno chybu aproximace opět odhadnout pomoćı chyby

diskretizace postupem založeným na principu maxima. Chyba diskretizace je v tomto
př́ıpadě ε

n+1/2
0 = O(τ + h).
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4.12 Obecněǰśı lineárńı rovnice2

Uvažujme nejdř́ıve rovnici

ut = b uxx ∀ t > 0, x ∈ (0, 1) ,

kde b = b(x, t) > 0. Explicitńımu schématu (64) pak odpov́ıdá diskretizace

Un+1
j = Un

j +
τ

h2
bnj (Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1) ,

kde bnj = b(xj, tn). Stejně jako dř́ıve źıskáme

εh,τ (x, t) = 1
2
utt τ − 1

12
b(x, t)uxxxx h

2 + . . . .

Konvergenci lze dokázat stejným zp̊usobem jako pro b = 1, ale podmı́nku stability je
třeba nahradit podmı́nkou

τ

h2
b(x, t) ≤ 1

2
.

Odhad chyby pak je

|Un
j − u(xj, tn)| ≤ T (1

2
M1 τ + 1

12
BM2 h

2) ,

kde B ≥ b(x, t) ∀ (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ].
θ–schéma lze definovat r̊uznými zp̊usoby. Jednou možnost́ı je uvažovat

Un+1
j − Un

j =
τ

h2
b∗ [θ δ2

x U
n+1
j + (1− θ) δ2

x U
n
j ] ,

kde b∗ je nějaká vhodná hodnota. Nab́ıźı se položit b∗ = b
n+1/2
j . Rozvoj chyby diskretizace

je pak stejný jako dř́ıve až na přenásobeńı faktorem b. Rovněž konvergenci lze dokázat
jako dř́ıve pomoćı principu maxima, avšak potřebujeme, aby

τ

h2
(1− θ) b(x, t) ≤ 1

2
.

Je též možné položit b∗ = 1
2
(bn+1
j + bnj ), což nezhorš́ı odhad chyby diskretizace, nebot’

b∗ = [b+ 1
4
btt τ

2 + . . . ](xj, tn+1/2).
Nejobecněǰśı tvar lineárńı parabolické rovnice druhého řádu je

(98) ut = b uxx − a ux + c u+ d ∀ t > 0, x ∈ (0, 1) ,

kde a = a(x, t), b = b(x, t), c = c(x, t), d = d(x, t) jsou dané funkce, přičemž b > 0.
Explicitńı schéma je přirozené uvažovat ve tvaru

(99)
Un+1
j − Un

j

τ
= bnj

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− anj

Un
j+1 − Un

j−1

2h
+ cnj U

n
j + dnj .

2Tato část nebyla odpřednášena a nebude zkoušena
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Označ́ıme-li
µnj =

τ

h2
bnj , νnj =

τ

h
anj ,

zjist́ıme, že chyba aproximace splňuje

en+1
j = (1− 2µnj + τ cnj ) enj + (µnj − 1

2
νnj ) enj+1 + (µnj + 1

2
νnj ) enj−1 − τ εnj .

Abychom při odhadu chyby mohli postupovat jako dř́ıve, muśıme zajistit, že koeficienty
jsou nezáporné a jejich součet neńı větš́ı než 1. To vyžaduje

(100) 1
2
|νnj | ≤ µnj , 2µnj − τ cnj ≤ 1 , cnj ≤ 0 .

Speciálně (dle prvńı podmı́nky) muśı být

h
|anj |
2 bnj
≤ 1

a toto omezeńı implikuje omezeńı τ prostřednictv́ım druhé podmı́nky:

τ ≤ h2

2 bnj − h2 cnj
.

V mnoha úlohách z praxe je |anj | � bnj , což vyžaduje velmi malé prostorové a časové kroky.
Jednoduchý zp̊usob, jak tento problém napravit, je použ́ıt aproximace

ux(xj, tn) ≈


Un
j − Un

j−1

h
je-li a(xj, tn) ≥ 0,

Un
j+1 − Un

j

h
je-li a(xj, tn) < 0.

Funkci a můžeme interpretovat jako rychlost látky, v ńıž sledujeme rozložeńı veličiny u,
ve směru kladné x–ové poloosy. K diskretizaci ux(xj, tn) tedy využ́ıváme hodnoty u z té
strany, odkud se do bodu xj v čase tn látka pohybujeme. Hovoř́ıme proto o diskretizaci
typu upwind .

Předpokládejme pro jednoduchost, že a(x, t) ≥ 0 a c(x, t) = 0. Explicitńı schéma má
pak tvar

Un+1
j − Un

j

τ
= bnj

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− anj

Un
j − Un

j−1

2h
+ dnj ,

což dává
en+1
j = (1− 2µnj − νnj ) enj + µnj e

n
j+1 + (µnj + νnj ) enj−1 − τ εnj .

Aby všechny koeficienty na pravé straně byly nezáporné, potřebujeme nyńı pouze podmı́n-
ku 2µnj + νnj ≤ 1. Stabilita tedy nevyžaduje žádné omezeńı prostorového kroku h. Cenou
za to je, že nyńı máme pouze εnj = O(h+ τ).

Někdy se můžeme setkat s parabolickou rovnićı v samoadjungovaném tvaru

ut = (p(x, t)ux)x ∀ t > 0, x ∈ (0, 1) ,
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kde p > 0. Rozderivováńım můžeme tuto rovnici převést do tvaru (98), ale obvykle je
výhodněǰśı zkonstruovat diferenčńı aproximaci p̊uvodńıho samoadjungovaného tvaru:

[(p ux)x](xj, tn) ≈ 1

h
[(p ux)(xj+1/2, tn)− (p ux)(xj−1/2, tn)]

≈ 1

h2
[pnj+1/2 (unj+1 − unj )− pnj−1/2 (unj − unj−1)] .

Explicitńı diferenčńı schéma má tedy tvar

Un+1
j − Un

j

τ
=
pnj+1/2 (Un

j+1 − Un
j )− pnj−1/2 (Un

j − Un
j−1)

h2
,

a tud́ıž

Un+1
j = [1− µ (pnj+1/2 + pnj−1/2)]Un

j + µ pnj+1/2 U
n
j+1 + µ pnj−1/2 U

n
j−1 , µ =

τ

h2
.

Chybu aproximace můžeme tud́ıž vyšetřovat stejným zp̊usobem jako dř́ıve, budou-li vše-
chny koeficienty nezáporné, což je splněno, pokud µP ≤ 1

2
, kde P splňuje p(x, t) ≤ P

v uvažované oblasti. Máme tedy omezeńı stejného typu jako dř́ıve.
Zřejmým zp̊usobem lze na výše uvažované obecněǰśı rovnice zobecnit θ–schéma vedoućı

k implicitńımu schématu.

5 Parabolické rovnice ve dvou prostorových dimen-

źıch3

Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená oblast. Hledáme funkci u = u(x, y, t) definovanou pro (x, y) ∈ Ω
a t ≥ 0 takovou, že

ut = ∆u ≡ uxx + uyy ∀ t > 0, (x, y) ∈ Ω ,(101)

u(x, y, t) = ub(x, y, t) ∀ t > 0, (x, y) ∈ ∂Ω ,(102)

u(x, y, 0) = u0(x, y) ∀ (x, y) ∈ Ω ,(103)

kde ub a u0 jsou zadané funkce.
Předpokládejme nejdř́ıve, že Ω = (0, X) × (0, Y ), zvolme Jx, Jy ∈ N a položme hx =

X/Jx, hy = Y/Jy. Oblast Ω pokryjeme rovnoměrnou pravoúhlou śıt́ı s krokem děleńı hx v
x–ovém směru a hy v y–ovém směru. Uzly prostorové śıtě jsou (xr, ys) = (r hx, s hy), kde
r = 0, 1, . . . , Jx a s = 0, 1, . . . , Jy. Přibližné řešeńı znač́ıme

Un
r,s ≈ u(xr, ys, tn) , r = 0, 1, . . . , Jx, s = 0, 1, . . . , Jy, n = 0, 1, 2, . . . .

Nejjednodušš́ı explicitńı diferenčńı schéma je

Un+1
r,s − Un

r,s

τ
=
δ2
x U

n
r,s

h2
x

+
δ2
y U

n
r,s

h2
y

, r = 1, . . . , Jx − 1, s = 1, . . . , Jy − 1 .

3Tato část nebyla odpřednášena a nebude zkoušena
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Hodnota Un+1
r,s je určena hodnotami Un

r,s, U
n
r+1,s, U

n
r−1,s, U

n
r,s+1, Un

r,s−1; hovoř́ıme o tzv. pěti-
bodovém schématu.

Vlastnosti schématu lze analyzovat analogicky jako v jedné dimenzi. Chyba diskreti-
zace je

ε(x, t) = 1
2
utt τ − 1

12
[uxxxx h

2
x + uyyyy h

2
y] + . . . .

Za předpokladu omezenosti uvedených derivaćı a při

µx + µy ≤ 1
2
, kde µx =

τ

h2
x

, µy =
τ

h2
y

,

dostaneme stejně jako v jedné dimenzi pro chybu aproximace

‖en‖∞ ≤ T (1
2
M1 τ + 1

12
Mx

2 h
2
x + 1

12
My

2 h
2
y) .

Lze rovněž aplikovat Fourierovu analýzu stability. Pro Un
r,s = λn ei[kx r hx+ky s hy ] dostaneme

amplifikačńı faktor

λ = λ(k) = 1− 4

[
µx sin2 kx hx

2
+ µy sin2 ky hy

2

]
,

kde k = (kx, ky). Vid́ıme, že |λ(k)| ≤ 1 ∀ k právě tehdy, když µx + µy ≤ 1
2
.

Zřejmým zp̊usobem můžeme též rozš́ı̌rit do dvou dimenźı θ–metodu. Speciálně metoda
Crankova–Nicolsonové bude

(1− 1
2
µx δ

2
x − 1

2
µy δ

2
y)U

n+1
r,s = (1 + 1

2
µx δ

2
x + 1

2
µy δ

2
y)U

n
r,s .

Soustava rovnic již neńı tridiagonálńı a jej́ı vyřešeńı je podstatně dražš́ı než výpočet
hodnot Un+1

r,s u explicitńı metody. Hledáme proto jiné možnosti, jak źıskat nepodmı́něně
stabilńı metodu.

5.1 Metoda stř́ıdavých směr̊u

Uvažujme následuj́ıćı modifikaci schématu Crankova–Nicolsonové:

(104) (1− 1
2
µx δ

2
x)(1− 1

2
µy δ

2
y)U

n+1
r,s = (1 + 1

2
µx δ

2
x)(1 + 1

2
µy δ

2
y)U

n
r,s .

Dodatečné členy ve schématu nezhorš́ı chybu diskretizace, nebot’

1

4
µx µy δ

2
x δ

2
y

u(x, y, t+ 1
2
τ)− u(x, y, t− 1

2
τ)

τ
≈ τ 2

4h2
x h

2
y

δ2
x δ

2
y ut(x, y, t)

≈ 1

4
uxxyyt(x, y, t) τ

2 ,

a tud́ıž εhx,hy ,τ = O(h2
x + h2

y + τ 2). Přednost schématu tkv́ı v tom, že výpočet Un+1
r,s lze

rozložit na řešeńı problémů s tridiagonálńımi maticemi. Zavedeme mezivýsledek U
n+1/2
r,s a

(104) zaṕı̌seme v ekvivalentńım tvaru

(1− 1
2
µx δ

2
x)U

n+1/2
r,s = (1 + 1

2
µy δ

2
y)U

n
r,s , r = 1, . . . , Jx − 1, s = 1, . . . , Jy − 1 ,(105)

(1− 1
2
µy δ

2
y)U

n+1
r,s = (1 + 1

2
µx δ

2
x)U

n+1/2
r,s , r = 1, . . . , Jx − 1, s = 1, . . . , Jy − 1 .(106)

51



Výpočet U
n+1/2
r,s z (105) představuje vyřešeńı Jy− 1 soustav lineárńıch rovnic řádu Jx− 1.

Podobně (106) sestává z Jx − 1 soustav lineárńıch rovnic řádu Jy − 1. Každá ze soustav
má tridiagonálńı matici a provedeńı jednoho časového kroku je tak mnohem rychleǰśı než
řešeńı soustavy lineárńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı Crankově–Nicolsonové metodě. Výpočetńı
náročnost je asi trojnásobná ve srovnáńı s jedńım krokem explicitńıho schématu. Dosaze-
ńım Fourierova členu λn ei[kx r hx+ky s hy ] do (104) źıskáme

λ(k) =

(
1− 2µx sin2 kx hx

2

)(
1− 2µy sin2 ky hy

2

)
(

1 + 2µx sin2 kx hx
2

)(
1 + 2µy sin2 ky hy

2

)
z čehož plyne, že schéma (104) je nepodmı́něně stabilńı.

6 Numerické řešeńı eliptických parciálńıch

diferenciálńıch rovnic 2. řádu

6.1 Diskretizace Poissonovy rovnice

Uvažujme modelovou úlohu

(107) −∆u = f v Ω := (0, 1)2 , u = 0 na ∂Ω .

Množinu Ω pokryjeme rovnoměrnou čtvercovou śıt́ı s J intervaly v každém směru, č́ımž
vzniknou uzly (xr, ys) := (r h, s h), r, s = 0, . . . , J , kde h = 1/J . Označ́ıme

NΩ = {(xr, ys) ; r, s ∈ {1, . . . , J − 1}} ,
N∂Ω = {(xr, 0), (xr, 1), (0, ys), (1, ys) ; r, s ∈ {0, . . . , J}} .

Pak NΩ ⊂ Ω a N∂Ω ⊂ ∂Ω, tj. NΩ je množina vnitřńıch uzl̊u a N∂Ω je množina hraničńıch
uzl̊u. Řešeńı u úlohy (107) budeme v uzlech (xr, ys) ∈ NΩ ∪N∂Ω aproximovat hodnotami
Ur,s. Dále zavedeme označeńı ur,s := u(xr, ys) a fr,s := f(xr, ys).

K diskretizaci úlohy (107) použijeme v každém vnitřńım uzlu (xr, ys) ∈ NΩ aproximaci

(∆u)(xr, ys) = uxx(xr, ys) + uyy(xr, ys) ≈
δ2
x ur,s
h2

+
δ2
y ur,s

h2

=
ur+1,s − 2ur,s + ur−1,s

h2
+
ur,s+1 − 2ur,s + ur,s−1

h2
,

což nás vede k následuj́ıćı definici přibližného řešeńı {Ur,s}Jr,s=0:

4Ur,s − Ur+1,s − Ur−1,s − Ur,s+1 − Ur,s−1

h2
= fr,s , r, s = 1, . . . , J − 1 ,(108)

Ur,0 = Ur,J = U0,s = UJ,s = 0 , r, s = 0, . . . , J .(109)

K určeńı přibližného řešeńı je tedy třeba vyřešit soustavu (J−1)2 lineárńıch algebraických
rovnic.
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6.2 Konvergence přibližných řešeńı

Necht’ U = {Ur,s}Jr,s=0 je libovolná śıt’ová funkce a definujme operátor Lh vztahem

(Lh U)r,s :=
4Ur,s − Ur+1,s − Ur−1,s − Ur,s+1 − Ur,s−1

h2
, r, s = 1, . . . , J − 1 .

Mı́sto (Lh U)r,s budeme už́ıvat jednodušš́ı značeńı Lh Ur,s. Pak úlohu (108)–(109) můžeme
ekvivalentně zapsat ve tvaru

(110) Lh UP = fP ∀ P ∈ NΩ , UP = 0 ∀ P ∈ N∂Ω ,

kde pro uzly śıtě nyńı použ́ıváme značeńı P mı́sto (xr, ys). Později ukážeme (viz d̊usledek 1
na str. 61), že operátor Lh splňuje diskrétńı princip maxima

(111) Lh UP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

UQ .

Podobně jako u evolučńıch úloh můžeme princip maxima využ́ıt k odhadu chyby apro-
ximace. Nejprve definujeme chybu diskretizace

εr,s := Lh ur,s − fr,s , r, s = 1, . . . , J − 1 ,

což můžeme ekvivalentně zapsat ve tvaru

(112) εP := Lh uP − fP ∀ P ∈ NΩ .

Použit́ım Taylorova rozvoje źıskáme pro libovolné P ∈ NΩ

(113) |εP | ≤
1

12
(M1 +M2)h2 , kde M1 = max

Ω
|uxxxx| , M2 = max

Ω
|uyyyy| .

Pomoćı (112), (110) a (107) zjǐst’ujeme, že chyba aproximace eP := UP − uP splňuje

(114) Lh eP = −εP ∀ P ∈ NΩ , eP = 0 ∀ P ∈ N∂Ω .

Vztah (114) nám umožňuje pomoćı diskrétńıho principu maxima (111) a odhadu
chyby diskretizace (113) odvodit odhad chyby aproximace. Za t́ım účelem je potřeba
definovat vhodnou funkci splňuj́ıćı levou stranu implikace (111), k čemuž podobně jako
u odvozeńı odhadu chyby aproximace pro přibližné řešeńı transportńı rovnice využijeme
tzv. srovnávaćı funkci Φ. V tomto př́ıpadě ji můžeme definovat vztahem

Φ(x, y) := (x− 1
2
)2 + (y − 1

2
)2 .

Funkci Φ přǐrad́ıme śıt’ovou funkci {ΦP}P∈NΩ∪N∂Ω
, kde ΦP = Φ(P ). Jelikož funkce Φ má

nulové čtvrté derivace, plyne ze (113), že

Lh ΦP = (−∆Φ)(P ) = −4 ∀ P ∈ NΩ .
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Označme

ΨP := eP +
1

4

h2

12
(M1 +M2) ΦP .

Pak

Lh ΨP = Lh eP −
h2

12
(M1 +M2) = −εP −

h2

12
(M1 +M2) ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ

a podle (111) je

ΨP ≤
1

4

h2

12
(M1 +M2) max

Q∈N∂Ω

ΦQ =
1

8

h2

12
(M1 +M2) ∀ P ∈ NΩ .

Jelikož eP ≤ ΨP , dostáváme

UP − uP ≤
1

96
(M1 +M2)h2 .

Označ́ıme-li ΨP := −eP + 1
4
h2

12
(M1 +M2) ΦP , źıskáme stejný odhad pro −(UP − uP ). Je

tedy

|Ur,s − u(xr, ys)| ≤
1

96
(M1 +M2)h2 ∀ r, s ∈ {0, . . . , J} .

6.3 Obecněǰśı rovnice difúze

Uvažujme úlohu

(115) −div(a∇u) = f v Ω , α0 u+ α1
∂u

∂n
= g na ∂Ω ,

kde Ω je omezená oblast v R2, n je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω, a je hladká funkce
splňuj́ıćı a(x, y) ≥ a0 > 0 a α0, α1 jsou konstanty splňuj́ıćı

α0 ≥ 0 , α1 ≥ 0 , α0 + α1 > 0 .

Rovnice (115) popisuje difúzi veličiny u v nehomogenńım izotropńım prostřed́ı. Pokud
je a(x, y) = ε, jedná se o difúzi v homogenńım izotropńım prostřed́ı a rovnice (115) se
redukuje na rovnici (107).

Oblast Ω pokryjeme pravidelnou obdélńıkovou śıt́ı s krokem hx ve směru osy x a
s krokem hy ve směru osy y. Uzly śıtě, které lež́ı vedle sebe na některé ze śıt’ových př́ımek
nazýváme sousedńı. Každý uzel má tedy čtyři sousedńı uzly. Uzly lež́ıćı v Ω, jejichž všichni
čtyři sousedé lež́ı v Ω nazýváme regulárńı uzly . Uzly lež́ıćı v Ω, jejichž některý soused nelež́ı
v Ω nazýváme neregulárńı uzly . Pokud Ω je mnohoúhelńık, jehož hrany jsou rovnoběžné
se souřadnými osami, můžeme zkonstruovat śıt’ tak, aby neobsahovala neregulárńı uzly.
U oblast́ı s komplikovaněǰśı hranićı to však obecně nelze.

Pro diskretizaci úlohy (115) se nab́ıźı levou stranu parciálńı diferenciálńı rovnice roz-
derivovat a derivace funkce u aproximovat diferenčńımi kvocienty uvažovanými dř́ıve.
Označ́ıme-li b = −ax, c = −ay, můžeme rovnici (115) zapsat ve tvaru

(116) −a∆u+ b ux + c uy = f v Ω
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