stfedech E, W a S. Oznaéime |WL| = ¢y hy, |ER| = ¢ by, a |LR| = ¢ h,. V integrdlnim
tvaru (122) aproximujeme levou stranu vztahem

/ fdx%%<1+¢l+¢2>hzhny>
\%

integraly pres rovné casti 0V aproximujeme analogicky jako vyse a pro integral pres oblouk
LBR pouzijeme vztah

/ a@dazaBgBl/zhx.
LBr On

To vede k diferen¢ni rovnici

2021 o 24041
U2) =g, v gz 7 Ve = Ur) = g gy o (Uw = Ur)
B 2 B B _ 29 apgp
(1+¢1+¢2)h§aS(US v fp+(1+¢1+¢z)hy'

Pokud hranice oblasti € protind sitové pifmky v blizkosti uzlu P tak jako na obr. 4,
je zdkladni myslenka odvozen{ sitové rovnice v uzlu P stejna jako vyse, avSak konstrukce
kontrolntho objemu V' a aproximace integralu pies jeho hranici je komplikované;jsi.

6.5 Princip maxima pro diskretizace eliptickych uloh

Predpokladejme, ze jsme diskretizaci tlohy (107) ¢i jiné linearni eliptické tlohy ziskali
v kazdém bodé P € Ng sitovou rovnici

(124) LyUp = fp+aqp,

kde gp je uréeno okrajovymi podminkami jinymi nez dirichletovskymi. Piikladem sifové
rovnice s nenulovym ¢lenem gp je rovnice (123). Mnozina N obsahuje vSechny uzly lezici
v oblasti €2, ale muze obsahovat i nékteré body na hranici €2, v nichz je predepsana jina
okrajova podminka nez dirichletovska. Déle zavadime mnozinu Nyq sestavajici z bodu
na hranici €2, v nichz je predepsdna Dirichletova okrajova podminka. Body mnoziny Nyq
mohou nélezet mezi uzly sité pokryvajici oblast Q nebo mohou byt priseéiky sitovych
piimek s hranici 012 jako napi. body A a B v obr. 4. Pfiblizné feseni {Up} v rovnici (124)
predstavuje mnozinu hodnot v bodech mnoziny N U Nyg.
Cinfme nésledujici predpoklady o operdtoru L, a mnozindch Ng a Nag:

(P1) Pro kazdé P € Nq definujeme mnozinu Np C (Ng U Naq) \ {P} a predpoklddame,

ze

(125) LhUp:CpUp— Z CPQUQ,
QENp

kde

(126) CPQ>O VQe€eNp, cp > Z CpQ -

QENp
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(P2) Mnozina Nq je souvisld v tom smyslu, ze

VPQeNg dP,....,P, € Ng :
P, e Np, P, Np,,...,P,, € Np, ,,Q € Np, .

(P3) 3 P € Ng,Q € Ngo : Q€ Np.

Lze snadno ovérit, ze rovnice (108), (118), (121) a (123) splauji (125) a (126) (misto druhé
nerovnosti v (126) plati ve v8ech ¢tytech piipadech rovnost). Pro diskretizaci (108) Pois-
sonovy rovnice je splnén téz prepoklad (P2) o souvislosti mnoziny Ng. Predpoklad (P3)
implikuje, ze na casti hranice oblasti {2 je predepsana Dirichletova okrajova podminka.
Pro diskretizace (108) i (121) je pfepoklad (P3) zfejmé splnén.

Nyni zformulujeme a dokdzeme diskrétni princip maxima pro vySe uvedeny opera-
tor L.

Véta 10 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3). Pak pro libovolnou sitovou funkci
{UP} PeNquN,, Plati

< < -
(127) LyUp <0 V P e Ny = }gée}@é Up < QIQ%Z(Q Ug s
S . > i _
(128) L,Up >0 V P e Ny = Igrel}\% Up > Qrg{gﬂ Ug s

kde Uy = max{Ug,0}, Uy, = min{Uyq, 0}. Specidlné

= < .
(129) LyUp=0 YPENy =  max [Up| < max |Up|

Diikaz. Necht plati leva strana implikace (127) a oznatme Mg := maxpen, Up a Mpq =
maxgen,, Ug. Je-li Mg < 0, pak (127) trividlné plati. Necht tedy Mg > 0 a predpokladej-
me, ze Mg > Mpaq. Necht P* € Ngq je takovy, ze Mg = Up-. Pak

1
(130) MQ = Up* S Z Cp=Q UQ S MQ,

C 1k
P QeNp-

kde prvni nerovnost plyne z toho, ze L, Up+ < 0, a druhd z (126). Vztah (130) muze
platit pouze tehdy, pokud v ném plati rovnosti, a z (126) pak plyne, ze Uy = Mq pro
vSechna @) € Np-. Ze souvislosti mnoziny N, formulované v predpokladu (P2) pak plyne,
ze Up = Mg pro vSechna P € Ng. Konecné z predpokladu (P3) plyne, Ze existuje Q € Nagq
takové, ze Uy = Mg, coz je spor s pfedpokladem, ze Mg > Maq. Je tedy Mq < Mpq,
tj. plati (127).

Plati-li leva strana implikace (128), pak {—Up}pengun,, spliuje levou stranu impli-
kace (127), a tudiz

— min Up = —Up) < —Ug)" = —Ug) = — min U,
P, U = RO = a0 = g ) = g, e

tj. plati (128).
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Plati-li levd strana implikace (129), pak {Up} pengunyg 1 {—Upr} Pengun,, splituji levou
stranu implikace (127), a tudiz pro libovolné P € Ng plati

Up < max Ur, —Up< max (=Upy)" = Up| < max |U,
P T Q€Nsq ’ P _-QEA®Q< Q) ’ P‘__QGA%n’ Ql’

coz dava (129). O

Dusledek 1 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3) a navic

(131) Cp = Z CpQ V Pe Ng.
Q€eNp

Pak pro libovolnou sitovou funkci {Up} penguny, plati

132 L, Up <0 V P e Ny = max Up < max Up,
Q
PeNq QENH
(133) L,Up>0 V P € Nq = min Up > min Ug.
PENq QENsn

Diikaz. Necht plati levéd strana implikace (132) a oznacme M := mingengun,, Ug. Bud
Up =Up—M pro vSechna P € Nq U Ngq. Pak Up > 0 pro vSsechna P € Ng U Nyq a
diky (131) je L, Up = L, Up < 0 pro vSechna P € Ng. Pouzitim (127) ziskdme

(max Up)—M:maX Up < max ﬁ'g: max UQ:<maX UQ)—M,
PeNgq PeNq QENsq QENsq QENsq

z ¢ehoz plyne (132). Implikace (133) se ziskd pfechodem k {—Up}pengun,, @ aplikaci
implikace (132), analogicky jako bylo ziskédno (128) z (127) v dukazu véty 10. O

Stejné jako ve spojitém pripadé plyne z diskrétniho principu maxima formulovaného
ve vété 10 jednoznacnost feseni tlohy

(134) LoUp = fp+aqp V P € Ng,
(135) Up =gp V P € Naq,

kde gp := g(P) udéva Dirichletovu okrajovou podminku v bodé P. Jelikoz tloha (134)—
(135) je linedrni a kone¢né rozmeérnd, plyne z jednoznacnosti téz existence feseni, jak
ukazeme v nasledujici véte.

Véta 11 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3). Pak pro libovolnou pravou stranu
md tloha (134)—(135) prdvé jedno tesent.

Diikaz. Uloze (134)-(135) odpovida soustava linedrnich algebraickych rovnic se étvercovou
matici pro neznamé hodnoty {Up}pen,- Uloha je tedy jednoznaéné fesiteln pravé tehdy,
kdyz homogenni soustava ma pouze trividlni feseni. Je-li vsak prava strana v (134)—(135)
nulové, dostdvame z (129) ihned, ze Up = 0 pro vSechna P € N. d
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6.6 Odhad chyby aproximace

V této casti odvodime obecné odhady chyby aproximace pro tlohu (134)—(135), pficemz
zobecnime odhad chyby aproximace provedeny na zacatku této kapitoly pro diskretizaci
Poissonovy rovnice.

Necht u je Fesen{ spojité tilohy, kterou aproximujeme pomoci diskretizace (134)—(135).
Jako obvykle zavadime chybu diskretizace

ep:= Lyup— fp—qp V P € Ng,

kde up = u(P). Predpokldddme, ze ptiblizné teseni spliuje stejné Dirichletovy okrajové
podminky jako Feseni presné, tj. Up = u(P) pro vSechna P € Njq. Pak chyba aproximace
ep := Up — up opét spliuje

Lyep=—c¢p \V/PGNQ, ep =20 V P € Nyq .

Véta 12 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3) a necht ® je nezdpornd sitovd funkce
definovand na Ng U Naq spliujici

L, ®p < -1 V P € Nq.

Pak pro chybu aproximace odpovidajici diskretizaci (134)—(135) plati odhad

< @) ( ).
s el < (gog, o) (s ol

Diikaz. Bud D := maxpep, |ep|. Pak
Lh(D(I)pzl:ep):DLh(I)p:Fé‘pﬁ—D:FEPSO V P € Nq,
a tudiz podle (127) plati pro libovolné P € Ng

+ep < DPptep < max (DPp+eg)” =D max Pp,
= P p= QENBQ( Q Q) QENBQ Q

z ¢ehoz plyne dokazovany odhad. U

Zatimco odhad chyby diskretizace je pomérné snadny, nalezeni srovnavaci funkce ®
nemusi byt vzdy jednoduché. Tato funkce neni samoziejmé urcena jednoznacné a cilem
je nalézt takové @, aby maxgen,, Po bylo co nejmensi.

Pro tlohu (107) a diskretizaci (108)—(109) plyne z véty 12 odhad |Up — up| < C h?
pro libovolné P € Nq. Bude-li viak mit € zakfivenou hranici, ziskdme odhad |ep| < C h?
pouze v reguldrnich uzlech, zatimco v uzlech u hranice budeme mit obecné jen |ep| < C'h
(viz vztah (120)). Aplikaci véty 12 pak dostaneme pouze |Up — up| < C'h pro P € Ng.
Tento odhad vsak neni optimélni a lze ho zlepsit pouzitim nasledujici véty.

Véta 13 Necht No = Ny U Ny, kde Ny N Ny = (). Necht jsou splnény predpoklady (P1)-
(P3) a necht ® je nezdpornd sitovd funkce definovand na No U Naq spliugici

th)PS—C1<O VP€N1, th)p§—02<0 VPeN,.
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Necht chyba diskretizace odpovidajici iloze (134)—(135) splriuge
|€p|§D1 \V/PGNl, |€p|§D2 VPeN,.
Pak pro chybu aproximace plati odhad

Dy D
max |ep| < ( max <I>Q> max{ ! 2}.

PeNg QENso a’ ?2
Diikaz. Oznacime-li
D := max {& &}
C1’ Cy )’
muzeme dukaz provést analogicky jako pro vétu 12. O

Priklad 2 Uvazujme dlohu (107) s Q := {(z,y) € R?; z*+y* < 1}. Oblast Q pokryjeme
rovnomeérnou ctvercovou siti s krokem h a v reguldrnich uzlech pouZijeme schéma (108),
zatimceo v neregquldrnich uzlech pouZijeme pro druhé derivace aproximace typu (120). Apli-
kaci véty 18 odvod’te odhad chyby aprozimace, ktery je druhého Fddu v h.

Reseni: Nechf Ny je mnozina uzli z Ng, jejichz viechny sousedni uzly lezi v  a N, :=
Ng \ N;. Podle (113) a (120) plati
lep| < K1 h? YV PeN, lep| < Kyh Y PEN,.
Necht U(z,y) = 22 + y? a polozme
bp =MV (P) VPe Ng, Op =MV (P)+ My VY P € Npyg,
kde My, M, jsou kladné konstanty, které budou urcéeny pozdéji. Pak
Lp®p =M L,Vp =M (—AV)p = —4 M, vV PeN.

Je-li P € Ny, uvazujme napf. situaci z obr. 4 a aproximaci u,,(P) pomoci vyrazu v (120).
Jelikoz chyba této aproximace zavisi na tietich derivacich u, je tato apoximace pro kvad-
ratické funkce presnd, a proto ziskame

Oy+ 0Dy —(140)Pp
20 (1+6)h?
Obdobné postupujeme v ostatnich situacich, které mohou nastat, coz vede ke vztahu
M, M,

Lh®p§—4M1—ﬁ§—ﬁ VPeN,.

My My
=MV, (P)+————— >2M + —.

Aplikaci véty 13 dostavame

Kih? Kyh?
< (M + M. .
zgg}v)é lep| < (M + g)max{ TSR

Polozime-li M; = iKl h? a My = Ky h3, ziskdme
1
max |ep| < = K1 h* + Ky h?,
PeNq 4

tj. ukéazali jsme, Ze chyba aproximace je skutecné druhého fadu presnosti.
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