
středech E, W a S. Označ́ıme |WL| = φ1 hy, |ER| = φ2 hy a |LR| = ψ hx. V integrálńım
tvaru (122) aproximujeme levou stranu vztahem∫

V

f dx ≈ 1

2
(1 + φ1 + φ2)hx hy fP ,

integrály přes rovné části ∂V aproximujeme analogicky jako výše a pro integrál přes oblouk
LBR použijeme vztah ∫

LBR

a
∂u

∂n
dσ ≈ aB gB ψ hx .

To vede k diferenčńı rovnici

− 2φ2 + 1

(1 + φ1 + φ2)h2
x

aE (UE − UP )− 2φ1 + 1

(1 + φ1 + φ2)h2
x

aW (UW − UP )(123)

− 2

(1 + φ1 + φ2)h2
y

aS (US − UP ) = fP +
2ψ aB gB

(1 + φ1 + φ2)hy
.

Pokud hranice oblasti Ω prot́ıná śıt’ové př́ımky v bĺızkosti uzlu P tak jako na obr. 4,
je základńı myšlenka odvozeńı śıt’ové rovnice v uzlu P stejná jako výše, avšak konstrukce
kontrolńıho objemu V a aproximace integrálu přes jeho hranici je komplikovaněǰśı.

6.5 Princip maxima pro diskretizace eliptických úloh

Předpokládejme, že jsme diskretizaćı úlohy (107) či jiné lineárńı eliptické úlohy źıskali
v každém bodě P ∈ NΩ śıt’ovou rovnici

(124) Lh UP = fP + qP ,

kde qP je určeno okrajovými podmı́nkami jinými než dirichletovskými. Př́ıkladem śıt’ové
rovnice s nenulovým členem qP je rovnice (123). Množina NΩ obsahuje všechny uzly lež́ıćı
v oblasti Ω, ale může obsahovat i některé body na hranici Ω, v nichž je předepsána jiná
okrajová podmı́nka než dirichletovská. Dále zavád́ıme množinu N∂Ω sestávaj́ıćı z bod̊u
na hranici Ω, v nichž je předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka. Body množiny N∂Ω

mohou náležet mezi uzly śıtě pokrývaj́ıćı oblast Ω nebo mohou být pr̊useč́ıky śıt’ových
př́ımek s hranićı ∂Ω jako např. body A a B v obr. 4. Přibližné řešeńı {UP} v rovnici (124)
představuje množinu hodnot v bodech množiny NΩ ∪N∂Ω.

Čińıme následuj́ıćı předpoklady o operátoru Lh a množinách NΩ a N∂Ω:

(P1) Pro každé P ∈ NΩ definujeme množinu NP ⊂ (NΩ ∪N∂Ω) \ {P} a předpokládáme,
že

(125) Lh UP = cP UP −
∑
Q∈NP

cPQ UQ ,

kde

(126) cPQ > 0 ∀ Q ∈ NP , cP ≥
∑
Q∈NP

cPQ .
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(P2) Množina NΩ je souvislá v tom smyslu, že

∀ P,Q ∈ NΩ ∃ P1, . . . , Pm ∈ NΩ :

P1 ∈ NP , P2 ∈ NP1 , . . . , Pm ∈ NPm−1 , Q ∈ NPm .

(P3) ∃ P ∈ NΩ, Q ∈ N∂Ω : Q ∈ NP .

Lze snadno ověřit, že rovnice (108), (118), (121) a (123) splňuj́ı (125) a (126) (mı́sto druhé
nerovnosti v (126) plat́ı ve všech čtyřech př́ıpadech rovnost). Pro diskretizaci (108) Pois-
sonovy rovnice je splněn též přepoklad (P2) o souvislosti množiny NΩ. Předpoklad (P3)
implikuje, že na části hranice oblasti Ω je předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka.
Pro diskretizace (108) i (121) je přepoklad (P3) zřejmě splněn.

Nyńı zformulujeme a dokážeme diskrétńı princip maxima pro výše uvedený operá-
tor Lh.

Věta 10 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3). Pak pro libovolnou śıt’ovou funkci
{UP}P∈NΩ∪N∂Ω

plat́ı

Lh UP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

U+
Q ,(127)

Lh UP ≥ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ min
P∈NΩ

UP ≥ min
Q∈N∂Ω

U−Q ,(128)

kde U+
Q = max{UQ, 0}, U−Q = min{UQ, 0}. Speciálně

(129) Lh UP = 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

|UP | ≤ max
Q∈N∂Ω

|UQ| .

D̊ukaz. Necht’ plat́ı levá strana implikace (127) a označme MΩ := maxP∈NΩ
UP a M∂Ω :=

maxQ∈N∂Ω
UQ. Je-li MΩ ≤ 0, pak (127) triviálně plat́ı. Necht’ tedy MΩ > 0 a předpokládej-

me, že MΩ > M∂Ω. Necht’ P ∗ ∈ NΩ je takový, že MΩ = UP ∗ . Pak

(130) MΩ = UP ∗ ≤ 1

cP ∗

∑
Q∈NP∗

cP ∗Q UQ ≤MΩ ,

kde prvńı nerovnost plyne z toho, že Lh UP ∗ ≤ 0, a druhá z (126). Vztah (130) může
platit pouze tehdy, pokud v něm plat́ı rovnosti, a z (126) pak plyne, že UQ = MΩ pro
všechna Q ∈ NP ∗ . Ze souvislosti množiny NΩ formulované v předpokladu (P2) pak plyne,
že UP = MΩ pro všechna P ∈ NΩ. Konečně z předpokladu (P3) plyne, že existuje Q ∈ N∂Ω

takové, že UQ = MΩ, což je spor s předpokladem, že MΩ > M∂Ω. Je tedy MΩ ≤ M∂Ω,
tj. plat́ı (127).

Plat́ı-li levá strana implikace (128), pak {−UP}P∈NΩ∪N∂Ω
splňuje levou stranu impli-

kace (127), a tud́ıž

− min
P∈NΩ

UP = max
P∈NΩ

(−UP ) ≤ max
Q∈N∂Ω

(−UQ)+ = max
Q∈N∂Ω

(−U−Q ) = − min
Q∈N∂Ω

U−Q ,

tj. plat́ı (128).
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Plat́ı-li levá strana implikace (129), pak {UP}P∈NΩ∪N∂Ω
i {−UP}P∈NΩ∪N∂Ω

splňuj́ı levou
stranu implikace (127), a tud́ıž pro libovolné P ∈ NΩ plat́ı

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

U+
Q , −UP ≤ max

Q∈N∂Ω

(−UQ)+ ⇒ |UP | ≤ max
Q∈N∂Ω

|UQ| ,

což dává (129). �

Důsledek 1 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3) a nav́ıc

(131) cP =
∑
Q∈NP

cPQ ∀ P ∈ NΩ .

Pak pro libovolnou śıt’ovou funkci {UP}P∈NΩ∪N∂Ω
plat́ı

Lh UP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

UQ ,(132)

Lh UP ≥ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ min
P∈NΩ

UP ≥ min
Q∈N∂Ω

UQ .(133)

D̊ukaz. Necht’ plat́ı levá strana implikace (132) a označme M := minQ∈NΩ∪N∂Ω
UQ. Bud’

ŨP := UP −M pro všechna P ∈ NΩ ∪ N∂Ω. Pak ŨP ≥ 0 pro všechna P ∈ NΩ ∪ N∂Ω a
d́ıky (131) je Lh ŨP = Lh UP ≤ 0 pro všechna P ∈ NΩ. Použit́ım (127) źıskáme(

max
P∈NΩ

UP

)
−M = max

P∈NΩ

ŨP ≤ max
Q∈N∂Ω

Ũ+
Q = max

Q∈N∂Ω

ŨQ =
(

max
Q∈N∂Ω

UQ

)
−M ,

z čehož plyne (132). Implikace (133) se źıská přechodem k {−UP}P∈NΩ∪N∂Ω
a aplikaćı

implikace (132), analogicky jako bylo źıskáno (128) z (127) v d̊ukazu věty 10. �

Stejně jako ve spojitém př́ıpadě plyne z diskrétńıho principu maxima formulovaného
ve větě 10 jednoznačnost řešeńı úlohy

Lh UP = fP + qP ∀ P ∈ NΩ ,(134)

UP = gP ∀ P ∈ N∂Ω ,(135)

kde gP := g(P ) udává Dirichletovu okrajovou podmı́nku v bodě P . Jelikož úloha (134)–
(135) je lineárńı a konečně rozměrná, plyne z jednoznačnosti též existence řešeńı, jak
ukážeme v následuj́ıćı větě.

Věta 11 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3). Pak pro libovolnou pravou stranu
má úloha (134)–(135) právě jedno řešeńı.

D̊ukaz. Úloze (134)–(135) odpov́ıdá soustava lineárńıch algebraických rovnic se čtvercovou
matićı pro neznámé hodnoty {UP}P∈NΩ

. Úloha je tedy jednoznačně řešitelná právě tehdy,
když homogenńı soustava má pouze triviálńı řešeńı. Je-li však pravá strana v (134)–(135)
nulová, dostáváme z (129) ihned, že UP = 0 pro všechna P ∈ NΩ. �
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6.6 Odhad chyby aproximace

V této části odvod́ıme obecné odhady chyby aproximace pro úlohu (134)–(135), přičemž
zobecńıme odhad chyby aproximace provedený na začátku této kapitoly pro diskretizaci
Poissonovy rovnice.

Necht’ u je řešeńı spojité úlohy, kterou aproximujeme pomoćı diskretizace (134)–(135).
Jako obvykle zavád́ıme chybu diskretizace

εP := Lh uP − fP − qP ∀ P ∈ NΩ ,

kde uP = u(P ). Předpokládáme, že přibližné řešeńı splňuje stejné Dirichletovy okrajové
podmı́nky jako řešeńı přesné, tj. UP = u(P ) pro všechna P ∈ N∂Ω. Pak chyba aproximace
eP := UP − uP opět splňuje

Lh eP = −εP ∀ P ∈ NΩ , eP = 0 ∀ P ∈ N∂Ω .

Věta 12 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3) a necht’ Φ je nezáporná śıt’ová funkce
definovaná na NΩ ∪N∂Ω splňuj́ıćı

Lh ΦP ≤ −1 ∀ P ∈ NΩ .

Pak pro chybu aproximace odpov́ıdaj́ıćı diskretizaci (134)–(135) plat́ı odhad

max
P∈NΩ

|eP | ≤
(

max
Q∈N∂Ω

ΦQ

)(
max
P∈NΩ

|εP |
)
.

D̊ukaz. Bud’ D := maxP∈NΩ
|εP |. Pak

Lh(DΦP ± eP ) = DLh ΦP ∓ εP ≤ −D ∓ εP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ,

a tud́ıž podle (127) plat́ı pro libovolné P ∈ NΩ

±eP ≤ DΦP ± eP ≤ max
Q∈N∂Ω

(DΦQ ± eQ)+ = D max
Q∈N∂Ω

ΦQ ,

z čehož plyne dokazovaný odhad. �

Zat́ımco odhad chyby diskretizace je poměrně snadný, nalezeńı srovnávaćı funkce Φ
nemuśı být vždy jednoduché. Tato funkce neńı samozřejmě určena jednoznačně a ćılem
je nalézt takové Φ, aby maxQ∈N∂Ω

ΦQ bylo co nejmenš́ı.
Pro úlohu (107) a diskretizaci (108)–(109) plyne z věty 12 odhad |UP − uP | ≤ C h2

pro libovolné P ∈ NΩ. Bude-li však mı́t Ω zakřivenou hranici, źıskáme odhad |εP | ≤ C h2

pouze v regulárńıch uzlech, zat́ımco v uzlech u hranice budeme mı́t obecně jen |εP | ≤ C h
(viz vztah (120)). Aplikaćı věty 12 pak dostaneme pouze |UP − uP | ≤ C h pro P ∈ NΩ.
Tento odhad však neńı optimálńı a lze ho zlepšit použit́ım následuj́ıćı věty.

Věta 13 Necht’ NΩ = N1 ∪N2, kde N1 ∩N2 = ∅. Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–
(P3) a necht’ Φ je nezáporná śıt’ová funkce definovaná na NΩ ∪N∂Ω splňuj́ıćı

Lh ΦP ≤ −C1 < 0 ∀ P ∈ N1 , Lh ΦP ≤ −C2 < 0 ∀ P ∈ N2 .
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Necht’ chyba diskretizace odpov́ıdaj́ıćı úloze (134)–(135) splňuje

|εP | ≤ D1 ∀ P ∈ N1 , |εP | ≤ D2 ∀ P ∈ N2 .

Pak pro chybu aproximace plat́ı odhad

max
P∈NΩ

|eP | ≤
(

max
Q∈N∂Ω

ΦQ

)
max

{
D1

C1

,
D2

C2

}
.

D̊ukaz. Označ́ıme-li

D := max

{
D1

C1

,
D2

C2

}
,

můžeme d̊ukaz provést analogicky jako pro větu 12. �

Př́ıklad 2 Uvažujme úlohu (107) s Ω := {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1}. Oblast Ω pokryjeme
rovnoměrnou čtvercovou śıt́ı s krokem h a v regulárńıch uzlech použijeme schéma (108),
zat́ımco v neregulárńıch uzlech použijeme pro druhé derivace aproximace typu (120). Apli-
kaćı věty 13 odvod’te odhad chyby aproximace, který je druhého řádu v h.

Řešeńı: Necht’ N1 je množina uzl̊u z NΩ, jejichž všechny sousedńı uzly lež́ı v Ω a N2 :=
NΩ \N1. Podle (113) a (120) plat́ı

|εP | ≤ K1 h
2 ∀ P ∈ N1 , |εP | ≤ K2 h ∀ P ∈ N2 .

Necht’ Ψ(x, y) = x2 + y2 a položme

ΦP = M1 Ψ(P ) ∀ P ∈ NΩ , ΦP = M1 Ψ(P ) +M2 ∀ P ∈ N∂Ω ,

kde M1, M2 jsou kladné konstanty, které budou určeny později. Pak

Lh ΦP = M1 Lh ΨP = M1 (−∆Ψ)P = −4M1 ∀ P ∈ N1 .

Je-li P ∈ N2, uvažujme např. situaci z obr. 4 a aproximaci uxx(P ) pomoćı výrazu v (120).
Jelikož chyba této aproximace záviśı na třet́ıch derivaćıch u, je tato apoximace pro kvad-
ratické funkce přesná, a proto źıskáme

ΦA + θΦW − (1 + θ) ΦP

1
2
θ (1 + θ)h2

= M1 Ψxx(P ) +
M2

1
2
θ (1 + θ)h2

≥ 2M1 +
M2

h2
.

Obdobně postupujeme v ostatńıch situaćıch, které mohou nastat, což vede ke vztahu

Lh ΦP ≤ −4M1 −
M2

h2
≤ −M2

h2
∀ P ∈ N2 .

Aplikaćı věty 13 dostáváme

max
P∈NΩ

|eP | ≤ (M1 +M2) max

{
K1 h

2

4M1

,
K2 h

3

M2

}
.

Polož́ıme-li M1 = 1
4
K1 h

2 a M2 = K2 h
3, źıskáme

max
P∈NΩ

|eP | ≤
1

4
K1 h

2 +K2 h
3 ,

tj. ukázali jsme, že chyba aproximace je skutečně druhého řádu přesnosti.
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