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Numerické řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic

Petr Knobloch

1 Úvod

V mnoha vědeckých a technických oblastech se setkáváme s matematickými modely
sestávaj́ıćımi z parciálńıch diferenciálńıch rovnic (PDR). Obvykle tyto modely nelze vy-
řešit analyticky a jejich řešeńı je potřeba aproximovat pomoćı numerických metod. Za
t́ım účelem bylo vyvinuto velké množstv́ı r̊uzných postup̊u. Ćılem přednášky Numerické
řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic je seznámit studenty s metodou konečných dife-
renćı, k jej́ıž analýze postačuj́ı základńı vědomosti z přednášek věnovaných matematické
analýze. Budou vysvětleny hlavńı myšlenky a prostředky analýzy metody konečných dife-
renćı a studovány vlastnosti r̊uzných diskretizaćı pro základńı př́ıklady PDR (transportńı
rovnice, rovnice vedeńı tepla, rovnice difúze). Źıskané znalosti budou užitečné i pro źıskáńı
představy o tom, s jakými problémy je nutno se vypořádávat při vývoji a aplikaci jiných
numerických metod pro řešeńı PDR. Nav́ıc je metoda konečných diferenćı stále běžným
prostředkem pro aproximaci časových derivaćı v PDR, zat́ımco diskretizace vzhledem
k prostorovým proměnným je často źıskávána jinými př́ıstupy (např. metodou konečných
prvk̊u). Jelikož však každá numerická metoda vede na soustavu algebraických rovnic, lze
některé poznatky z této přednášky využ́ıt i při studiu vlastnost́ı diskretizaćı źıskaných
jinými postupy.

1.1 Diferenčńı kvocienty

Metoda konečných diferenćı je založena na tom, že se diferenciálńı rovnice uvažuje pouze
v izolovaných bodech a derivace v těchto bodech se nahrad́ı diferenčńımi kvocienty.
Zmı́něné body se źıskaj́ı jako uzly śıtě pokrývaj́ıćı výpočetńı oblast, a proto jiný název
této numerické metody je metoda śıt́ı.

Mějme funkci v : R→ R. Pak jej́ı prvńı derivace v bodě x ∈ R je definována vztahem

(1) v′(x) = lim
h→0

v(x+ h)− v(x)

h
.

Zvoĺıme-li h > 0, pak můžeme derivaci v′(x) aproximovat vztahem

(2) v′(x) ≈ v(x+ h)− v(x)

h
.

Je-li funkce v dostatečně hladká, lze očekávat, že diferenčńı kvocient v (2) aproximuje
v′(x) t́ım lépe, č́ım je h menš́ı. Zanedlouho uvid́ıme, že toto očekáváńı je správné.
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Mı́sto (1) můžeme též psát

(3) v′(x) = lim
h→0

v(x)− v(x− h)

h
,

a tedy i (zpr̊uměrujeme-li (1) a (3))

v′(x) = lim
h→0

v(x+ h)− v(x− h)

2h
.

Tomu odpov́ıdaj́ı aproximace

v′(x) ≈ v(x)− v(x− h)

h
, resp. v′(x) ≈ v(x+ h)− v(x− h)

2h
,

popř.

v′(x) ≈
v(x+ h

2
)− v(x− h

2
)

h
.

Abychom zápis uvažovaných aproximaćı zpřehlednili, zavád́ıme pro diference následuj́ıćı
označeńı (vždy předpokládáme, že h > 0):

dopředná diference: ∆+ v(x) = v(x+ h)− v(x),

zpětná diference: ∆− v(x) = v(x)− v(x− h),

centrálńı diference s dvojnásobnou délkou intervalu: ∆0 v(x) = 1
2

[v(x+h)−v(x−h)],

centrálńı diference: δ v(x) = v(x+ h
2
)− v(x− h

2
).

Pak uvedené aproximace můžeme psát ve tvaru

v′ ≈ ∆+ v

h
, resp. v′ ≈ ∆− v

h
, resp. v′ ≈ ∆0 v

h
, resp. v′ ≈ δ v

h
.

Je-li v ∈ C2(R), zjǐst’ujeme pomoćı Taylorova vzorce, že všechny tyto aproximace vedou
k chybě O(h) (tj. velikost chyby lze v každém bodě x omezit hodnotou Ch s konstantou
C nezávislou na h). Je-li v ∈ C3(R), dostáváme nav́ıc

∆0 v

h
= v′ +O(h2) ,

δ v

h
= v′ +O(h2) .

Chceme-li aproximovat v′′(x), pak můžeme postupovat následovně:

v′′(x) ≈ δ v′(x)

h
≈ δ2 v(x)

h2
.

Plat́ı
δ2 v(x) = v(x+ h)− 2 v(x) + v(x− h)

a tento výraz se nazývá centrálńı diference druhého řádu. Snadno ověř́ıme, že

δ2 = ∆+ ∆− = ∆−∆+ .
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Použit́ım Taylorova vzorce dostaneme pro v ∈ C4(R)

δ2 v

h2
= v′′ +O(h2) .

Podobně pro v ∈ C6(R) je
δ4 v

h4
= v(4) +O(h2) .

Přitom

δ4 v(x) = v(x+ 2h)− 4 v(x+ h) + 6 v(x)− 4 v(x− h) + v(x− 2h) .

1.2 Př́ıklady diskretizaćı Cauchyovy úlohy pro rovnici konvek-
ce–difúze v jedné prostorové dimenzi

Ukažme si nyńı, jak pomoćı metody konečných diferenćı lze źıskat diskretizaci Cauchyovy
úlohy pro danou parciálńı diferenciálńı rovnici. Jako př́ıklad budeme uvažovat rovnici
konvekce–difúze v jedné prostorové dimenzi. Hledáme tedy funkci u = u(x, t) závisej́ıćı
na prostorové proměnné x ∈ R a časové proměnné t ∈ R+

0 splňuj́ıćı parciálńı diferenciálńı
rovnici

(4) ut = b uxx − a ux v R× R+

s počátečńı podmı́nkou

(5) u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ R ,

kde u0 je daná funkce. Parametr b představuje koeficient difúze, a proto předpokládáme,
že b > 0. Parametr a určuje rychlost š́ı̌reńı veličiny u vlivem konvekce (unášeńı). Pro
jednoduchost předpokládáme, že a a b jsou konstanty.

Jak již bylo zmı́něno výše, základem diskretizace metodou konečných diferenćı je śıt’

pokrývaj́ıćı výpočetńı oblast, v jej́ıchž uzlech aproximujeme parciálńı diferenciálńı rov-
nici rovnicemi algebraickými. Pro jednoduchost budeme nyńı uvažovat rovnoměrnou śıt’

s konstantńım prostorovým krokem h > 0 a konstantńım časovým krokem τ > 0. Definu-
jeme prostorové uzly xj = j h, j ∈ Z, a časové hladiny tn = n τ , n ∈ N0. Rovnoběžky se
souřadnými osami prot́ınaj́ıćı tyto osy v bodech xj a tn jsou takzvané śıt’ové př́ımky, které
vytvářej́ı śıt’ pokrývaj́ıćı výpočetńı oblast R×R+

0 . Pr̊useč́ıky śıt’ových př́ımek (xj, tn), kde
j ∈ Z a n ∈ N0, nazveme uzly śıtě. Řešeńı u Cauchyovy úlohy (4), (5) aproximujeme
v uzlech (xj, tn) hodnotami Un

j . Śıt’ová funkce {Un
j } je pak přibližným řešeńım uvažované

Cauchyovy úlohy. Pro přehlednost zavád́ıme též označeńı unj := u(xj, tn).
Přibližné řešeńı {Un

j } źıskáme tak, že parciálńı diferenciálńı rovnici v uzlech śıtě na-
hrad́ıme diferenčńım schématem. Uvažujme libovolný uzel (xj, tn) s j ∈ Z a n ∈ N0.
Pak rovnici (4) můžeme s využit́ım vztah̊u z předešlého odd́ılu aproximovat např́ıklad
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následovně:

0 = (ut − b uxx + a ux)(xj, tn)

≈ u(xj, tn + τ)− u(xj, tn)

τ
− b u(xj + h, tn)− 2u(xj, tn) + u(xj − h, tn)

h2

+ a
u(xj + h, tn)− u(xj − h, tn)

2h

=
un+1
j − unj
τ

− b
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
+ a

unj+1 − unj−1

2h

≈
Un+1
j − Un

j

τ
− b

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
.

Použijeme-li symboly pro diference, můžeme uvedené aproximace zapsat v přehledněǰśım
tvaru:

0 = (ut − b uxx + a ux)(xj, tn) ≈
∆+t u

n
j

τ
− b

δ2
x u

n
j

h2
+ a

∆0x u
n
j

h

≈
∆+t U

n
j

τ
− b

δ2
x U

n
j

h2
+ a

∆0x U
n
j

h
.

Nyńı u symbol̊u pro diference vyznačujeme indexem x či t, vzhledem ke které proměnné
je diference definována. Např.

∆+t u(x, t) = u(x, t+ τ)− u(x, t) , ∆+x u(x, t) = u(x+ h, t)− u(x, t) .

Rovnici (4) tedy aproximujeme numerickým schématem

(6)
Un+1
j − Un

j

τ
= b

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
∀ j ∈ Z, n ∈ N0 ,

které je nutno doplnit počátečńı podmı́nkou

(7) U0
j = u0(xj) ∀ j ∈ Z .

Jedná se o př́ıklad tzv. explicitńıho schématu, nebot’ hodnotu přibližného řešeńı v libo-
volném uzlu (xj, tn) s j ∈ Z a n ∈ N lze ze schématu vyjářit pomoćı hodnot přibližného
řešeńı na předcházej́ıćı časové vrstvě tn−1. Přibližné řešeńı tedy existuje a je určeno jed-
noznačně. Označ́ıme-li

(8) µ =
τ

h2
b , ν =

τ

h
a ,

můžeme schéma (6) psát ve tvaru

(9) Un+1
j = Un

j + µ (Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)− ν

2
(Un

j+1 − Un
j−1) ,

který je v některých př́ıpadech vhodněǰśı pro analýzu.
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Jelikož existuje řada zp̊usob̊u, jak pomoćı diferenčńıch kvocient̊u aproximovat de-
rivace, źıskáme r̊uznými kombinacemi diferenčńıch kvocient̊u mnoho rozličných nume-
rických schémat pro aproximaci dané parciálńı diferenciálńı rovnice. Jak uvid́ıme později,
takto źıskaná schémata mohou mı́t velmi odlǐsné vlastnosti. Ukažme si ještě dvě schémata,
která lze definovat pro rovnici (4). Uvažujeme-li tuto rovnici v uzlu (xj, tn+1) s j ∈ Z a
n ∈ N0, můžeme provést následuj́ıćı aproximace:

0 = (ut − b uxx + a ux)(xj, tn+1) ≈
∆−t u

n+1
j

τ
− b

δ2
x u

n+1
j

h2
+ a

∆0x u
n+1
j

h

≈
∆−t U

n+1
j

τ
− b

δ2
x U

n+1
j

h2
+ a

∆0x U
n+1
j

h
,

což vede ke schématu

(10)
Un+1
j − Un

j

τ
= b

Un+1
j+1 − 2Un+1

j + Un+1
j−1

h2
− a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1

2h
∀ j ∈ Z, n ∈ N0 ,

k němuž opět muśıme přidat počátečńı podmı́nku (7). Nyńı již v daném uzlu neńı možné
jednoduchým zp̊usobem vyjádřit hodnotu přibližného řešeńı pomoćı hodnot z předchoźı
časové hladiny a hodnoty přibližného řešeńı na nové časové hladině je nutno źıskat vyřeše-
ńım soustavy lineárńıch rovnic. Jedná se o př́ıklad tzv. implicitńıho schématu.

Sečteme-li schémata (6) a (10), źıskáme po vyděleńı dvěma schéma

Un+1
j − Un

j

τ
= b

δ2
x U

n+1
j + δ2

x U
n
j

2h2
− a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1 + Un
j+1 − Un

j−1

4h
∀ j ∈ Z, n ∈ N0 .

Toto schéma je opět implicitńı a nazývá se schéma Crankovo–Nicolsonové. Jelikož hodnoty
přibližného řešeńı, které toto schéma kombinuje, vykazuj́ı symetrické uspořádáńı nejen
vzhledem k xj, ale i vzhledem k tn+1/2 := tn + τ/2, aproximuje toto schéma parciálńı
diferenciálńı rovnici (4) při h, τ → 0 s menš́ı chybou než předchoźı dvě schémata.

1.3 Chyba diskretizace

Chyba diskretizace je chyba, které se dopoušt́ıme, když derivace v diferenciálńı rovnici
nahrad́ıme diferenčńımi kvocienty. Źıskáme ji dosazeńım přesného řešeńı do numerického
schématu ve tvaru odpov́ıdaj́ıćım nahrazeńı derivaćı diferenčńımi kvocienty a odečteńım
pravé strany od levé.

Jako př́ıklad uvažujme schéma (6) pro numerické řešeńı rovnice (4). Pro definici chyby
diskretizace použijeme tvar schématu s diferenčńımi kvocienty (tj. (6)), nikoli ekvivalentńı
tvar (9). Chyba diskretizace je pak dána vztahem

εnj =
un+1
j − unj
τ

− b
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
+ a

unj+1 − unj−1

2h
,

kde unj = u(xj, tn). Tento vztah můžeme též psát ve tvaru

εnj =
∆+t u

n
j

τ
− b

δ2
x u

n
j

h2
+ a

∆0x u
n
j

h
.
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Můžeme take zavést chybu diskretizace εh,τ (x, t), která je definována v každém bodě (x, t)
výpočetńı oblasti, pro nějž (x± h, t) a (x, t+ τ) též lež́ı ve výpočetńı oblasti, vztahem

εh,τ =
∆+t u

τ
− b δ

2
x u

h2
+ a

∆0x u

h
.

Zřejmě εnj = εh,τ (xj, tn). Je-li u dvakrát spojitě derivovatelné podle t a čtyřikrát spojitě
derivovatelné podle x, pak použit́ım Taylorova vzorce źıskáme

εh,τ (x, t) =
1

2
utt(x, η) τ − b

12
uxxxx(ξ, t)h

2 +
a

6
uxxx(ζ, t)h

2 ,

kde η ∈ (t, t + τ) a ξ, ζ ∈ (x − h, x + h). Ř́ıkáme, že schéma je prvńıho řádu přesnosti
v čase a druhého řádu přesnosti v prostoru.

U každého schématu je základńım požadavkem, aby chyba diskretizace konvergovala
k nule pro h, τ → 0. Pak ř́ıkáme, že schéma je konsistentńı s řešenou diferenciálńı rovnićı.

1.4 Chyba aproximace

Chyba aproximace je definována vztahem enj = Un
j − unj , kde Un

j je přibližné řešeńı a unj
je aproximované přesné řešeńı v uzlu (xj, tn).

Všimněme si, že chyba aproximace je řešeńım př́ıslušného schématu, v němž se na pravé
straně objev́ı dodatečný člen −εnj nebo násobek této hodnoty (v závislosti na použitém
tvaru schématu). Např. v př́ıpadě schématu (6) máme

en+1
j − enj
τ

= b
enj+1 − 2 enj + enj−1

h2
− a

enj+1 − enj−1

2h
− εnj ,

resp.

en+1
j = enj + µ (enj+1 − 2 enj + enj−1)− ν

2
(enj+1 − enj−1)− τ εnj .

Později uvid́ıme, že na základě vztah̊u tohoto typu lze za určitých podmı́nek chybu apro-
ximace odhadnout pomoćı odhadu chyby diskretizace.

2 Von Neumannova analýza stability numerických

schémat pro Cauchyovy úlohy

V teorii parciálńıch diferenciálńıch rovnic hraje d̊uležitou roli Fourierova transformace.
Pro funkci u ∈ L1(R) definujeme Fourierovu transformaci û vztahem

(11) û(ξ) =
1√
2 π

∫ ∞
−∞

u(x) e−ix ξ dx , ξ ∈ R .

Za určitých předpoklad̊u pak plat́ı

(12) u(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

û(ξ) eix ξ dξ

6



a je splněna Parsevalova rovnost

(13) ‖u‖L2(R) = ‖û‖L2(R) .

Pravá strana vztahu (12) je inverzńı Fourierova transformace. Vztah (12) vyjadřuje funkci
u jako superpozici vln daných funkcemi eix ξ s r̊uznými amplitudami û(ξ). Funkce û
představuje alternativńı reprezentaci funkce u a může být komplexńı, i když je funkce
u reálná.

Podobně jako výše lze postupovat též v diskrétńım př́ıpadě. Bud’ l ∈ R a označme

ϕj(ξ) =
1√
l

e−i (2π j/l) ξ , ξ ∈ R , j ∈ Z .

Pak pro libovolné reálné č́ıslo a tvoř́ı množina {ϕj}j∈Z úplný ortonormálńı systém v pro-
storu L2(a, a + l). Je-li dána posloupnost U = {Uj}j∈Z splňuj́ıćı

∑
j∈Z |Uj|2 < ∞, pak

řada
∑

j∈Z Uj ϕj konverguje v prostoru L2(a, a+ l) k funkci Ũ a plat́ı Uj =
∫ a+l

a
Ũ ϕj dξ.

Nav́ıc je splněna Parsevalova rovnost
∑

j∈Z |Uj|2 = ‖Ũ‖2
L2(a,a+l). Předpokládejme nyńı,

že hodnoty Uj představuj́ı hodnoty śıt’ové funkce v uzlech xj = j h. Zvolme a = −l/2,

l = 2π/h a definujme funkci Û ∈ L2(−π/h, π/h) vztahem

(14) Û(ξ) =
1√
2 π

∞∑
j=−∞

hUj e−ixj ξ

(tj. Û =
√
h Ũ). Pak

(15) Uj =
1√
2 π

∫ π/h

−π/h
Û(ξ) eixj ξ dξ ∀ j ∈ Z .

Vztahy (14) a (15) jsou diskrétńımi analogiemi vztah̊u (11) a (12). Vztah (15) opět vy-
jadřuje U jako superpozici vln. Označ́ıme-li

‖U‖2 =

√√√√ ∞∑
j=−∞

h |Uj|2

diskrétńı analogii normy v prostoru L2(R), plat́ı podobně jako v (13) Parsevalova rovnost

(16) ‖U‖2 = ‖Û‖L2(−π/h,π/h) .

Uvažujme Cauchyovu úlohu naj́ıt funkci u = u(x, t) definovanou pro x ∈ R a t ≥ 0 a
splňuj́ıćı

(17) ut + Lu = 0 v R× R+ , u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ R ,
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kde u0 je zadaná počátečńı podmı́nka a L je lineárńı diferenciálńı operátor s konstantńımi
koeficienty obsahuj́ıćı pouze derivace podle x. Obecné jednokrokové schéma pro úlohu
(17) na stejnoměrné śıti s uzly xj = j h, j ∈ Z, má tvar

M∑
s=−M

αs U
n+1
j+s =

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,(18)

U0
j = u0(xj) ∀ j ∈ Z ,(19)

kde přirozené č́ıslo M záviśı na zp̊usobu aproximace derivaćı podle x v operátoru L.
Předpokládáme, že přibližné řešeńı je uvedeným schématem určeno jednoznačně. Zaṕı̌se-
me-li Un = {Un

j }j∈Z ve tvaru (15) pomoćı Fourierovy transformace Ûn = Ûn(ξ) definované
vztahem (14), źıskáme dosazeńım do (18)∫ π/h

−π/h
eixj ξ

(
Ûn+1(ξ)

M∑
s=−M

αs ei s h ξ − Ûn(ξ)
M∑

s=−M

βs ei s h ξ

)
dξ = 0 ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 .

Jelikož funkce {eixj ξ}j∈Z tvoř́ı úplný ortogonálńı systém v prostoru L2(−π/h, π/h), plat́ı

Ûn+1(ξ)
M∑

s=−M

αs ei s h ξ = Ûn(ξ)
M∑

s=−M

βs ei s h ξ ∀ n ∈ N0 .

Všimněme si, že tento vztah lze formálně źıskat tak, že diskrétńı řešeńı Un
j nahrad́ıme

v (18) výrazem Ûn(ξ) eixj ξ. Dı́ky předpokladu o jednoznačné řešitelnosti schématu je
součet na levé straně pro libovolné ξ nenulový, a můžeme proto definovat funkci

λ(ξ) =

M∑
s=−M

βs ei s h ξ

M∑
s=−M

αs ei s h ξ

.

Pak obdrž́ıme

(20) Ûn+1(ξ) = λ(ξ) Ûn(ξ) ∀ n ∈ N0 .

Tento vztah ukazuje, že provedeńı jednoho časového kroku schématu (18) je ekvivalentńı
přenásobeńı Fourierovy transformace diskrétńıho řešeńı amplifikačńım faktorem λ(ξ). Ve-

likost amplifikačńıho faktoru |λ(ξ)| představuje ześıleńı amplitudy Ûn(ξ) libovolné frek-
vence ξ při provedeńı jednoho časového kroku. Ze vztahu (20) źıskáme

(21) Ûn(ξ) = λ(ξ)n Û0(ξ) ∀ n ∈ N0 .

Vid́ıme, že všechny informace o schématu jsou obsaženy v amplifikačńım faktoru. Mimo
jiné lze z amplifikačńıho faktoru snadno źıskat informace o stabilitě a přesnosti př́ıslušného
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schématu. Fourierova transformace proto představuje standardńı metodu pro studium
vlastnost́ı diferenčńıch schémat.

Diferenčńı schémata jsou často pouze podmı́něně stabilńı, což znamená, že jsou sta-
bilńı, jen pokud prostorový krok h a časový krok τ splňuj́ı jistou podmı́nku. Množinu
Λ ⊂ R+×R+ takovou, že pro libovolnou dvojici (h, τ) ∈ Λ je př́ıslušná podmı́nka stability
splněna, nazveme oblast́ı stability diferenčńıho schématu. Vždy budeme předpokládat, že
množina Λ je omezená a že dvojice (0, 0) je jej́ım hromadným bodem. Stabilitu schématu
(18) lze definovat následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 1 Diferenčńı schéma (18) je stabilńı v oblasti stability Λ, pokud pro každý
pevný čas T > 0 existuje konstanta CT taková, že pro libovolnou počátečńı podmı́nku U0

plat́ı
‖Un‖2 ≤ CT ‖U0‖2 ∀ n ∈ N, (h, τ) ∈ Λ, nτ ≤ T .

Věta 1 Diferenčńı schéma (18) je stabilńı v oblasti stability Λ právě tehdy, když existuje
konstanta K nezávislá na ξ, h a τ taková, že

(22) |λ(ξ)| ≤ 1 +K τ ∀ ξ ∈ R , (h, τ) ∈ Λ .

Je-li funkce λ(ξ/h) na Λ nezávislá na h a τ , pak lze podmı́nku (22) nahradit podmı́nkou

(23) |λ(ξ)| ≤ 1 ∀ ξ ∈ R , (h, τ) ∈ Λ .

D̊ukaz. Z Parsevalovy rovnosti (16) a vztahu (21) plyne

(24) ‖Un‖2 = ‖λn Û0‖L2(−π/h,π/h) .

Poznamenejme, že λn zde znač́ı n–tou mocninu λ. Plat́ı-li (22), je pro n ≤ T/τ

‖Un‖2 ≤ (1 +K τ)n ‖Û0‖L2(−π/h,π/h) ≤ (1 +K τ)T/τ ‖U0‖2 ≤ eK T ‖U0‖2 ,

tj. schéma (18) je stabilńı v Λ. Předpokládejme nyńı, že (22) neplat́ı pro žádnou konstantu
K. Zvolme libovolné č́ıslo C > 0. Jelikož funkce λ záviśı na ξ spojitě a periodicky s peri-
odou 2π/h, existuje (h, τ) ∈ Λ a interval (ξ1, ξ2) ⊂ (−π/h, π/h) tak, že |λ(ξ)| > 1 + C τ
∀ ξ ∈ (ξ1, ξ2). Necht’

Û0(ξ) =
1√

ξ2 − ξ1

pro ξ ∈ (ξ1, ξ2) a Û0(ξ) = 0 pro ξ 6∈ (ξ1, ξ2) .

Pak dle (16) a (24) je ‖U0‖2 = ‖Û0‖L2(−π/h,π/h) = 1 a

‖Un‖2 = ‖λn Û0‖L2(ξ1,ξ2) > (1 + C τ)n ≥ (1 + C τmax)
nτ/τmax ‖U0‖2 ,

kde τmax je takové, že Λ ⊂ R+× (0, τmax) (využili jsme, že funkce (1+C τ)1/τ je klesaj́ıćı).
Pro libovolné T > τmax a n ∈ N splňuj́ıćı T/2 ≤ nτ ≤ T je

‖Un‖2 > (1 + C τmax)
T/(2 τmax) ‖U0‖2 .

Schéma (18) tedy neńı stabilńı v Λ, nebot’ C lze volit libovolně velké. Je-li funkce λ(ξ/h)
na Λ nezávislá na h a τ , pak jsou zřejmě podmı́nky (22) a (23) ekvivalentńı. �
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Poznámka 1 Uvedená věta pocháźı od von Neumanna, a analýza diferenčńıch metod
založená na Fourierově metodě se proto obvykle nazývá von Neumannova analýza. Nerov-
nost (22) se většinou nazývá von Neumannova podmı́nka.

Uvažujme rovnici (4), přičemž opět předpokládáme, že b > 0 a a jsou konstanty, a
ukažme si provedeńı analýzy stability na př́ıkladu explicitńıho schématu (6). Použit́ım
ekvivalentńıho tvaru (9) zjist́ıme, že amplifikačńı faktor je dán vztahem

λ(ξ) = 1− 4µ sin2 ξ h

2
− i ν sin(ξ h) .

Pro nalezeńı nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro stabilitu v diskrétńı L2 normě je tedy
třeba uvažovat podmı́nku (22). Snadno vypoč́ıtáme, že

|λ(ξ)|2 = (1− 4µ s2)2 + 4 ν2 s2 (1− s2) , kde s = sin
ξ h

2
.

Při s2 = 1 stač́ı požadovat, aby µ ≤ 1
2
, nebot’ pak |λ(ξ)| ≤ 1. Jelikož ν2 = a2 µ τ/b a

4 s2 (1− s2) ≤ 1, dostáváme při µ ≤ 1
2

nerovnost

|λ(ξ)| ≤
(

1 +
a2

2 b
τ

)1/2

≤ 1 +
a2

4 b
τ .

Pro µ ≤ 1
2

je tedy von Neumannova podmı́nka splněna a schéma je stabilńı v diskrétńı
L2 normě. Nicméně při µ ≤ 1

2
může pro některé hodnoty ξ být |λ(ξ)| > 1, což vede

k r̊ustu př́ıslušné amplitudy v diskrétńım řešeńı, zat́ımco v řešeńı diferenciálńı rovnice jsou
všechny amplitudy tlumeny. Pokud tedy exponenciálńı r̊ust v čase, který von Neumanno-
va podmı́nka umožňuje, neodpov́ıdá vlastnostem aproximované parciálńı diferenciálńı rov-
nice, je von Neumannova podmı́nka v praxi př́ılǐs slabá. Zavád́ıme proto následuj́ıćı silněǰśı
definici stability.

Definice 2 Diferenčńı schéma se nazývá silně stabilńı, jestliže plat́ı: pokud Fourierova
transformace řešeńı aproximované parciálńı diferenciálńı rovnice splňuje

(25) |û(ξ, t+ τ)| ≤ eα τ |û(ξ, t)| ∀ ξ ∈ R

pro nějaké α ≥ 0, pak amplifikačńı faktory diferenčńıho schématu splňuj́ı

|λ(ξ)| ≤ eα τ ∀ ξ ∈ R .

Pro rovnici (4) plat́ı (25) s α = 0, a tedy požadujeme, aby |λ(ξ)| ≤ 1 ∀ ξ ∈ R. Jelikož

|λ(ξ)|2 = 1− 4 (2µ− ν2) s2 + 4 (4µ2 − ν2) s4 ,

dostáváme

|λ(ξ)| ≤ 1 ∀ ξ ∈ R ⇔ (4µ2 − ν2) s2 ≤ 2µ− ν2 ∀ s ∈ [−1, 1] ⇔ ν2 ≤ 2µ ≤ 1 .

Kromě očekávané podmı́nky µ ≤ 1
2

jsme tedy dostali ještě daľśı podmı́nku, kterou lze
zapsat ve tvaru τ ≤ 2 b/a2. To může být velmi vážné omezeńı, nebot’ v praxi je často
b� |a|.

10



3 Numerické řešeńı transportńı rovnice

V této části se budeme zabývat numerickým řešeńım Cauchyovy úlohy pro transportńı
rovnici v jedné prostorové dimenzi, tj. úlohy

ut + a ux = 0 v R× R+ ,(26)

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ R(27)

pro neznámou funkci u = u(x, t) závisej́ıćı na prostorové proměnné x ∈ R a časové
proměnné t ∈ R+

0 . Funkce u0 je daná počátečńı podmı́nka a koeficient a je rychlost š́ı̌reńı
veličiny u. Náš hlavńı zájem bude patřit rovnici (26) s konstatńım koeficientem a, avšak
v některých př́ıpadech budeme uvažovat též rovnici (26) s nenulovou pravou stranou či
s nekonstatńım koeficientem a.

Je známo, že řešeńı rovnice (26) jsou konstantńı podél chrakteristik, což jsou křivky
x = x(t) splňuj́ıćı x′(t) = a(x(t), t). Je-li funkce a lipschitzovská v x a spojitá v t, charak-
teristiky se neprotnou. Jejich sestrojeńım tedy źıskáme řešeńı dané vztahem u(x(t), t) =
u0(x(0)). Je-li a konstantńı, pak charakteristiky jsou určeny rovnićı x− at = konst. Jsou
to tedy rovnoběžné př́ımky v rovině (x, t) se směrnićı 1/a. Z toho plyne, že pro u0 ∈ C1(R)
a konstatńı a má úloha (26), (27) právě jedno klasické řešeńı, které je dáno vztahem

(28) u(x, t) = u0(x− a t) .

Vid́ıme tedy, že řešeńı u v čase t je rovno počátečńı podmı́nce u0 posunuté o vzdálenost
|a|t (doprava pro a > 0, doleva pro a < 0). Parametr a se nazývá rychlost š́ı̌reńı podél
charakteristik. Řešeńı u lze tak považovat za vlnu š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı a beze změny tvaru.
Proto se rovnice (26) také nazývá jednosměrná vlnová rovnice.

Samozřejmě vyvstává otázka, proč se zabývat numerickým řešeńım úlohy (26), (27),
když je jej́ı řešeńı známo. Důvodem je to, že u komplikovaněǰśıch úloh, v nichž hraj́ı
d̊uležitou roli transportńı mechanismy, již řešeńı zpravidla nejsme schopni v analytickém
tvaru źıskat a muśıme ho aproximovat pomoćı numerických metod. Přitom navržeńı
vhodné metody neńı v̊ubec triviálńı a řada pot́ıž́ı, s nimiž se setkáváme, se vyskytuje
již při numerickém řešeńı rovnice (26). Abychom př́ıslušné jevy lépe pochopili, je rozumné
je studovat na co nejjednodušš́ı úloze, a proto uvažujeme rovnici (26). U metod, které
se ukáž́ı jako nevhodné pro řešeńı rovnice (26), nelze samozřejmě očekávat, že by dávaly
dobré výsledky pro komplikovaněǰśı úlohy.

3.1 Př́ıklady numerických schémat

Opět budeme uvažovat rovnoměrnou śıt’ s konstantńım prostorovým krokem h a kon-
stantńım časovým krokem τ a definujeme uzly śıtě (xj, tn), kde xj = j h, tn = n τ , j ∈ Z
a n ∈ N0. Řešeńı u Cauchyovy úlohy (26), (27) opět aproximujeme v uzlech (xj, tn) hod-
notami Un

j . Rovnici (26) aproximujeme v libovolném uzlu (xj, tn) diferenčńım schématem
źıskaným nahrazeńım parciálńıch derivaćı diferenčńımi kvocienty. Takto lze źıskat mnoho
rozličných numerických schémat, z nichž několik nyńı uvedeme. Pro jejich přehledněǰśı
zápis budeme už́ıvat parametr ν = a τ/h, který jsme zavedli již v části věnované von
Neumannově analýze stability.
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Pro numerické řešeńı rovnice (26) lze uvažovat např́ıklad schémata:

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j

h
= 0 , tj. Un+1

j = (1 + ν)Un
j − ν Un

j+1 ,(29)

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j − Un

j−1

h
= 0 , tj. Un+1

j = ν Un
j−1 + (1− ν)Un

j ,(30)

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
= 0 , tj. Un+1

j =
ν

2
Un
j−1 + Un

j −
ν

2
Un
j+1 ,(31)

Un+1
j − Un−1

j

2 τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
= 0 , tj. Un+1

j = Un−1
j + ν Un

j−1 − ν Un
j+1 ,(32)

Un+1
j − 1

2
(Un

j+1 + Un
j−1)

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
= 0 , tj.(33)

Un+1
j =

1

2
(1 + ν)Un

j−1 +
1

2
(1− ν)Un

j+1 .

Všechna uvedená schémata jsou explicitńı. Schéma (32) je známo pod označeńım le-
apfrog scheme. K určeńı přibližného řešeńı na nové časové vrstvě využ́ıvá toto schéma
hodnot přibližného řešeńı z předcházej́ıch dvou časových vrstev. Hovoř́ıme proto o dvou-
krokovém schématu. Ostatńı schémata jsou jednokroková. Schéma (33) se nazývá Laxovo–
Friedrichsovo schéma. Všimněme si, že

Un+1
j − 1

2
(Un

j+1 + Un
j−1)

τ
=
Un+1
j − Un

j

τ
− h2

2 τ

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
.

Jelikož diferenčńı kvocient (Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)/h2 reprezentuje aproximaci uxx(xj, tn),

lze tedy speciálńı aproximaci časové derivace použitou v (33) interpretovat jako přidáńı
umělé difúze o velikosti h2/(2 τ) ke schématu (31). Laxovo–Friedrichsovo schéma tedy
odpov́ıdá diskretizaci rovnice

ut −
h2

2 τ
uxx + a ux = 0

s použit́ım dopředné diference pro časovou derivaci a centrálńıch diferenćı pro prostorové
derivace.

Cvičeńı 1 Uvažujme rovnici ut+ux = 0 v oblasti (−2, 3)×R+ s počátečńı podmı́nkou u0

znázorněnou v obr. 1. Definujme ekvidistantńı prostorové uzly −2 = x0 < x1 < · · · < xJ =
3 s prostorovým krokem h = 5/J . Dále uvažujme konstatńı časový krok τ > 0 a časové
hladiny tn = n τ , n ∈ N0. V čase t0 je přiblǐzné řešeńı určeno počátečńı podmı́nkou.
Na následuj́ıćıch časových hladinách pak m̊užeme hodnoty přiblǐzného řešeńı ve vnitřńıch
uzlech určit pomoćı libovolného z výše uvedených schémat, přičemž polož́ıme Un

0 = 0 a
Un
J = Un

J−1 pro n ∈ N (pro n = 1 však nelze použ́ıt schéma (32)). Naprogramujte výše
uvedená schémata a proved’te výpočty pro J = 50 a τ = 0.08. U Laxova-Friedrichsova
schématu otestujte, jaký vliv má zmenšeńı h na polovinu při nezměněném τ , zmenšeńı τ
na polovinu při nezměněném h a současné zmenšeńı h i τ na polovinu, popř. na čtvrtinu.
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−2 0 3

Obrázek 1: Počátečńı podmı́nka u0 použitá ve cvičeńı 1.

Provedeme-li výpočty popsané ve cvičeńı 1, zjist́ıme, že v přibližných řešeńıch schémat
(29) a (31) se již po několika málo časových kroćıch objev́ı velké oscilace a dostaneme
zcela nepoužitelné výsledky. Na druhou stranu zbývaj́ıćı tři schémata vedou při J = 50
a τ = 0.08 k přijatelným aproximaćım řešeńı uvažované úlohy. Změńıme-li však J či τ ,
objev́ı se v některých př́ıpadech nestabilńı chováńı i u těchto schémat. Naš́ım ćılem nyńı
bude vysvětlit, proč k uvedeným jev̊um docháźı.

t

n

n−

1

t 2

0t

t

x jx j−1x j−n Q

P
x−at=const.

n−

Obrázek 2: Oblast závislosti PDR a schématu (30).

Zvolme bod P ∈ R × R+ a uvažujme schéma (30) a takovou śıt’, že bod P je jej́ı
uzel. Necht’ např. P = (xj, tn). Pak hodnota Un

j je určena hodnotami Un−1
j−1 a Un−1

j .

Podobně tyto dvě hodnoty jsou určeny hodnotami Un−2
j−2 , Un−2

j−1 a Un−2
j , viz obr. 2. Z to-

ho plyne, že hodnota Un
j záviśı pouze na hodnotách počátečńı podmı́nky u0 v bodech

xj−n, xj−n+1, . . . , xj−1, xj. Pokud bychom uvažovali v rovnici (26) nenulovou pravou stranu
f , závisela by hodnota Un

j též na hodnotách f v uzlech śıtě lež́ıćıch v trojúhelńıku s vr-
choly (xj, tn), (xj−n, 0) a (xj, 0). Tento trojúhelńık se nazývá oblast závislosti schématu
v uzlu (xj, tn).

Pro řešeńı u úlohy (26), (27) plyne ze vztahu (28), že u(P ) = u0(Q), kde Q je pr̊useč́ık
př́ımky t = 0 a charakteristiky x−a t = const. procházej́ıćı bodem P , viz obr. 2. V př́ıpadě
rovnice (26) s nenulovou pravou stranou f záviśı hodnota u(P ) též na hodnotách funkce
f v bodech úsečky PQ. Úsečka PQ je oblast́ı závislosti uvažované parciálńı diferenciálńı
rovnice v bodě P . Nyńı můžeme zformulovat následuj́ıćı podmı́nku.
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Věta 2 (CFL podmı́nka; Courant, Friedrichs, Lewy (1928)) Nutná podmı́nka konvergence
diferenčńıho schématu je, aby oblast závislosti parciálńı diferenciálńı rovnice ležela uvnitř
oblasti závislosti diferenčńıho schématu.

Pro schéma (30) je CFL podmı́nka splněna, lež́ı-li bod Q na př́ımce t = 0 mezi body
xj−n a xj. To je právě tehdy, když a ≥ 0 a a τ ≤ h. Uvažujme posloupnost śıt́ı s τ/h =
const. a h→ 0 a necht’ P je uzlem všech těchto śıt́ı. Pak oblast závislosti schématu (30)
v uzlu P je pro všechny tyto śıtě stejná. Pokud a < 0 nebo a τ > h, pak pro všechny tyto
śıtě hodnota přibližného řešeńı U v uzlu P nezáviśı na hodnotách počátečńı podmı́nky
u0 v pevně daném okoĺı bodu Q (neměnném při h → 0). Přibližná řešeńı v uzlu P
tud́ıž obecně nemohou konvergovat k hodnotě u(P ). Z uvedeného je zřejmé, že plat́ı též
následuj́ıćı věta.

Věta 3 Nutnou podmı́nkou konvergence explicitńıho schématu typu Un+1
j = αUn

j−1 +
β Un

j + γ Un
j+1 pro rovnici (26) při τ/h = const. je, aby platilo |a τ/h| ≤ 1.

Nerovnost |a τ/h| ≤ 1 z věty 3 se také často nazývá CFL podmı́nka.
Všimněme si, že pro schéma tvaru uvažovaného ve větě 3 se informace během jednoho

časové kroku rozš́ı̌ŕı o prostorový krok h. Numerická rychlost š́ı̌reńı informace je tud́ıž
h/τ . Uvedená nerovnost tedy ř́ıká, že numerická rychlost š́ı̌reńı muśı být větš́ı nebo rovna
rychlosti š́ı̌reńı odpov́ıdaj́ıćı uvažované parciálńı diferenciálńı rovnici. Pokud diferenčńı
schéma nemůže š́ı̌rit řešeńı alespoň tak rychle, jako se š́ı̌ŕı řešeńı parciálńı diferenciálńı
rovnice, nemůže řešeńı schématu konvergovat k řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice.

Na CFL podmı́nku se lze d́ıvat též jako na nutnou podmı́nku stability diferenčńıho
schématu. Obecně neńı pro stabilitu postačuj́ıćı, ale jej́ı velkou přednost́ı je jej́ı jednodu-
chost. Umožňuje tak vyřadit řadu diferenčńıch schémat s nepatrnou námahou věnovanou
jejich vyšetřováńı. Teprve schémata, která splňuj́ı CFL podmı́nku je vhodné vyšetřovat
podrobněji použit́ım kritéríı, která jsou pro jejich stabilitu postačuj́ıćı.

Vrát́ıme-li se ke schémat̊um (29)–(33), pak vid́ıme, že ve všech př́ıpadech je nutno splnit
podmı́nku |a τ/h| ≤ 1. To vysvětluje, proč schéma (33) vede pro úlohu ze cvičeńı 1 při
h = 0.05 a τ = 0.08 k oscilaćım. Je též zřejmé, že schéma (29) nelze pro úlohu ze cvičeńı 1
použ́ıt, nebot’ oblast závislosti parciálńı diferenciálńı rovnice nelež́ı v oblasti závislosti
schématu. Oscilace lze pozorovat též v př́ıpadě schématu (31) při splněńı CFL podmı́nky.
Vyšetřeme proto stabilitu tohoto schématu pomoćı Fourierovy metody (tj. proved’me von
Neumannovu analýzu stability).

Rigorózńı postup určeńı amplifikačńıho faktoru schématu (31) spoč́ıvá ve vyjádřeńı
přibližného řešeńı pomoćı jeho Fourierovy transformace a využit́ı ortonormality funkćı
{ei ξ j h}j∈Z. Viděli jsme však, že formálně lze amplifikačńı faktor jednokrokového schématu

źıskat nahrazeńım přibližného řešeńı śıt’ovou funkćı λ(ξ)n ei ξ j h. Dosazeńım této funkce za
Un
j ve schématu (31) źıskáme

λ(ξ) = 1 +
ν

2

(
e−i ξ h − ei ξ h

)
= 1− i ν sin(ξ h) .

Pro libovolnou śıt’ a každé ξ, pro které sin(ξ h) 6= 0, je tedy |λ(ξ)| > 1. Pro každý
proces zjemňováńı, při němž je ν pevné, je proto schéma nestabilńı. Vid́ıme tedy, že CFL
podmı́nka skutečně neńı pro stabilitu postačuj́ıćı.
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Jak jsme viděli, při a > 0 lze k řešeńı rovnice (26) použ́ıt schéma (30). Bude-li a <
0, nelze toto schéma použ́ıt, nebot’ neńı splněna CFL podmı́nka, avšak můžeme použ́ıt
schéma (29). To nás vede ke schématu

(34) Un+1
j =

{
(1 + ν)Un

j − ν Un
j+1 , je-li a < 0 ,

ν Un
j−1 + (1− ν)Un

j , je-li a > 0 .

Je-li a nekonstantńı, pak a v (34) znač́ı hodnotu a(xj, tn). Všimněme si, že při a > 0 se
informace š́ı̌ŕı ve směru kladné poloosy x (tj. zleva doprava) a k diskretizaci v prostorovém
bodě xj je využita informace v bodě xj a vlevo od něj. Na druhou stranu při a < 0 se
informace š́ı̌ŕı ve směru záporné poloosy x (tj. zprava doleva) a k diskretizaci v bodě xj
je použita informace v bodě xj a vpravo od něj. Jedná se o tzv. diskretizaci typu upwind ,
kdy k diskretizaci v daném bodě využ́ıváme informaci, která lež́ı proti směru š́ı̌reńı (tj.
která do daného bodu přicháźı).

Je-li |a τ/h| ≤ 1, splňuje schéma (34) CFL podmı́nku. Proved’me též von Neumannovu
analýzu stability (při konstantńım a). Dosazeńım Un

j := λ(ξ)n ei ξ j h do schématu (34)
dostaneme při a < 0

λ(ξ) = (1 + ν)− ν ei ξ h = 1 + ν − ν cos(ξ h)− i ν sin(ξ h)

a při a > 0

λ(ξ) = ν e−i ξ h + (1− ν) = 1− ν + ν cos(ξ h)− i ν sin(ξ h) .

Tyto dva vztahy lze pro obě znaménka koeficientu a psát ve tvaru

(35) λ(ξ) = 1− |ν|+ |ν| cos(ξ h)− i ν sin(ξ h) ,

z čehož plyne, že

(36) |λ(ξ)|2 = 1− 4 |ν| (1− |ν|) sin2 ξ h

2
.

Zjǐst’ujeme tedy, že |λ(ξ)| ≤ 1 pro všechna ξ ∈ R právě tehdy, když |ν| ≤ 1. V tomto
př́ıpadě tedy dává CFL podmı́nka správné meze stability.

Všimněme si, že schéma (34) lze přepsat do tvaru

Un+1
j − Un

j

τ
− |a|h

2

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
= 0 .

Podobně jako Laxovo–Friedrichsovo schéma můžeme tedy i schéma (34) interpretovat jako
přidáńı umělé difúze ke schématu (31). V tomto př́ıpadě má umělá difúze velikost |a|h/2.
Jelikož |a|h/2 = |ν|h2/(2 τ), je při |ν| < 1 umělá difúze přidávaná schématem (34) vždy
menš́ı než umělá difúze odpov́ıdaj́ıćı Laxovu–Friedrichsovu schématu. Při |ν| = 1 jsou obě
schémata stejná a dávaj́ı přesné řešeńı, nebot’ uzly śıtě lež́ı na charakteristikách.

Ukažme si ještě jiný zp̊usob odvozeńı schématu (34). Pro jednoduchost uvažujme
př́ıpad a > 0 a necht’ a τ ≤ h. Předpokládejme, že známe hodnoty UA, UB přibližného
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Obrázek 3: Odvozeńı schématu (34) pomoćı charakteristik.

řešeńı v uzlech A, B a chceme určit hodnotu UP přibližného řešeńı v uzlu P , viz obr. 3.
Charakteristika procházej́ıćı uzlem P prot́ıná śıt’ovou př́ımku t = tn v bodě Q lež́ıćım mezi
body A a B. Řešeńı u rovnice (26) splňuje u(P ) = u(Q) a je tedy přirozené definovat
hodnotu UP jako aproximaci u v bodě Q źıskanou pomoćı hodnot UA a UB. Použijeme-li
lineárńı interpolaci, dostaneme vztah

UP =
|BQ|
|AB|

UA +
|AQ|
|AB|

UB .

To je přesně schéma (30), tj. schéma (34) pro a > 0, nebot’ |AB| = h, |BQ| = a τ = ν h a
|AQ| = |AB| − |BQ| = (1− ν)h.

3.2 Fázová rychlost a disperze

Uvažujme úlohu (26), (27) s a = const. Definujme Fourierovu transformaci řešeńı u vzta-
hem

û(ξ, t) =
1√
2 π

∫ ∞
−∞

u(x, t) e−i ξ x dx , ξ ∈ R .

Pak
ût + i ξ a û = 0 v R× R+ , û(ξ, 0) = û0(ξ) ∀ ξ ∈ R ,

kde

û0(ξ) =
1√
2 π

∫ ∞
−∞

u0(x) e−i ξ x dx , ξ ∈ R .

Je tedy
û(ξ, t) = û0(ξ) e−i ξ a t

a plat́ı

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

û(ξ, t) ei ξ x dξ =
1√
2 π

∫ ∞
−∞

û0(ξ) ei ξ (x−a t) dξ = u0(x− a t) .

Z uvedeného plyne, že

(37) û(ξ, t+ τ) = û(ξ, t) e−i ξ a τ .

Během jednoho časového kroku se tedy fáze Fourierovy transformace řešeńı úlohy (26),
(27) změńı o −ξ a τ . Všimněme si též, že pro libovolné ξ ∈ R je |û(ξ, t)| = |û0(ξ)|,
tj. amplituda libovolného Fourierova členu je v čase konstatńı.
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V diskrétńım př́ıpadě je

Un
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
Ûn(ξ) ei ξ j h dξ , kde Ûn(ξ) =

1√
2 π

∞∑
j=−∞

hUn
j e−i ξ j h .

Všimněme si, že interval [−π/h, π/h] obsahuje všechny frekvence, které lze na śıti s krokem
h reprezentovat, nebot’ pro libovolné k ∈ Z je

ei (ξ+ 2π
h
k) j h = ei ξ j h ei 2π k j = ei ξ j h .

Pro libovolné jednokrokové diferenčńı schéma plat́ı Ûn+1(ξ) = λ(ξ) Ûn(ξ). Vzhledem ke
vztahu (37) je tedy žádoućı, aby λ(ξ) byla dobrá aproximace e−i ξ a τ . Abychom tato dvě
č́ısla mohli lépe porovnat, zaṕı̌seme amplifikačńı faktor ve tvaru λ(ξ) = |λ(ξ)| e−i ξ α(ξ) τ .
Hodnota |λ(ξ)| vyjadřuje pokles amplitudy složky přibližného řešeńı o frekvenci ξ během
jednoho časového kroku. Jelikož, jak jsme viděli, pro přesné řešeńı libovolný Fourier̊uv
člen neńı tlumený, požadujeme, aby |λ(ξ)| bylo bĺızké hodnotě 1. Veličina α(ξ) se nazývá
fázová rychlost . Je to rychlost, kterou diferenčńı schéma š́ı̌ŕı vlny o frekvenci ξ. Pokud by
bylo α(ξ) = a pro všechna ξ, pak by se vlny š́ı̌rily správnou rychlost́ı, avšak s t́ım se obecně
nesetkáme u žádného z diferenčńıch schémat. Rychlost α(ξ) je pouze aproximaćı a a je
obecně r̊uzná pro r̊uzné hodnoty ξ, což se projevuje deformaćı tvaru řešeńı diferenčńıho
schématu. Jev, kdy se vlny o r̊uzných frekvenćıch pohybuj́ı r̊uznými rychlostmi, se nazývá
disperze. Rozd́ıl a− α(ξ) se nazývá fázová chyba.

Fázovou rychlost můžeme určit ze vztahu

tan(ξ α(ξ) τ) = −Imλ(ξ)

Reλ(ξ)
.

Je-li |λ(ξ)| = 1, plat́ı sin(ξ α(ξ) τ) = −Imλ(ξ). Fázovou chybu je vhodné vyšetřovat
zejména pro malé hodnoty |ξ h|, nebot’ vlny s takovýmito frekvencemi lze na śıti s krokem
h dobře aproximovat. Přitom můžeme využ́ıt následuj́ıćı vztahy pro poč́ıtáńı s malými
č́ısly:

1

1 + x
= 1− x+O(x2) , sinx = x

(
1− x2

6
+O(x4)

)
, cosx = 1− x2

2
+O(x4) ,

tanx = x

(
1 +

x2

3
+O(x4)

)
, tan−1 y = y

(
1− y2

3
+O(y4)

)
.

Př́ıklad 1 Vyšetřeme fázovou chybu pro schéma (34).

Řešeńı: Podle (35) a výše uvedených vztah̊u je

tan(ξ α(ξ) τ) =
ν sin(ξ h)

1− |ν|+ |ν| cos(ξ h)
=
ν ξ h

(
1− (ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)
1− |ν| (ξ h)2

2
+O((ξ h)4)

= ν ξ h

[
1−

(
1

6
− |ν|

2

)
(ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
,
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z čehož plyne (je ν ξ h = ξ a τ)

α(ξ) = a

[
1−

(
1

6
− |ν|

2

)
(ξ h)2 +O((ξ h)4)

](
1− ν2

3
(ξ h)2 +O((ξ h)4)

)
= a

[
1− 1

6
(1− |ν|) (1− 2 |ν|) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
.

Vid́ıme, že fázová chyba je řádu (ξ h)2 a znaménko záviśı na ν. Pro |ν| ∈ (1
2
, 1) docháźı k

předb́ıháńı a pro |ν| ∈ (0, 1
2
) ke zpožd’ováńı fáze. Pro |ν| = 1

2
dostaneme z (35)

λ(ξ) =
1

2
[1 + cos(ξ h)− i 2 ν sin(ξ h)] =

1

2
[1 + cos(2 ν ξ h)− i sin(2 ν ξ h)]

=
1

2

[
1 + cos2(ν ξ h)− sin2(ν ξ h)− i 2 sin(ν ξ h) cos(ν ξ h)

]
= cos(ν ξ h) [cos(ν ξ h)− i sin(ν ξ h)] = cos

(
ξ h

2

)
e−i ξ a τ ,

a tud́ıž chyba fáze je nulová. Pro |ν| = 1 v́ıme, že schéma dává přesné řešeńı, což plyne i
z toho, že podle (35) je

λ(ξ) = cos(ξ h)− i ν sin(ξ h) = cos(ν ξ h)− i sin(ν ξ h) = e−i ξ a τ .

Ukažme si to např. pro ν = 1. Pak Ûn(ξ) = λ(ξ)n Û0(ξ) = e−i ξ n h Û0(ξ), a tud́ıž

Un
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
Û0(ξ) ei ξ (j−n)h dξ = U0

j−n = u0(xj−n) = u0(xj − nh)

= u0(xj − a tn) = u(xj, tn) .

Ze vztahu (36) vid́ıme, že kromě př́ıpadu |ν| = 1 docháźı u upwind schématu (34)
vždy k chybě v amplitudě řádu (ξ h)2 v jednom časovém kroku, což vede ke globálńı
chybě řádu ξ h (na daném časovém intervalu [0, T ]). Pro většinu problémů je takovéto
tlumeńı nepřijatelné.

V př́ıpadě Laxova–Friedrichsova schématu (33) je

λ(ξ) = cos(ξ h)− i ν sin(ξ h) , |λ(ξ)|2 = 1− (1− ν2) sin2(ξ h) .

Schéma je tedy stabilńı pro |ν| ≤ 1, tj. opět pro ty hodnoty ν, pro něž je splněna CFL
podmı́nka. Tlumeńı je stejného řádu jako u schématu (34), avšak pokles amplitudy je
v́ıce než dvojnásobný (v jednom časovém kroku zhruba (1 + |ν|)(1 − |ν|)(ξ h)2 namı́sto
|ν|(1− |ν|)(ξ h)2 u schématu (34)). Analogicky jako výše dostaneme

α(ξ) = a

[
1 +

1

3
(1− ν2) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
.

Kromě př́ıpadu |ν| = 1, kdy Laxovo–Friedrichsovo schéma je totožné se schématem (34)
a dává tedy přesné řešeńı, docháźı podle uvedeného vztahu vždy k předb́ıháńı fáze.
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3.3 Diskrétńı princip maxima pro Cauchyovy úlohy

Uvažujme Cauchyovu úlohu naj́ıt funkci u = u(x, t) definovanou pro x ∈ R a t ≥ 0 a
splňuj́ıćı

ut + Lu = 0 v R× R+ , u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ R ,

kde u0 je zadaná počátečńı podmı́nka a L je lineárńı diferenciálńı operátor s konstantńımi
koeficienty tvaru

L =
m∑
k=1

ak
∂k

∂xk
.

Obecné jednokrokové schéma pro tuto úlohu na stejnoměrné śıti s uzly (xj, tn), kde xj =
j h, tn = n τ , j ∈ Z a n ∈ N0, má tvar

M∑
s=−M

αs U
n+1
j+s =

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,(38)

U0
j = u0(xj) ∀ j ∈ Z .(39)

Budeme předpokádat, že α0 > 0, αs ≤ 0 ∀ s 6= 0, βs ≥ 0 ∀ s a

(40)
M∑

s=−M

αs =
M∑

s=−M

βs > 0 .

Poznámka 2 Je-li schéma (38) ve tvaru s diferenčńımi kvocienty, pak

M∑
s=−M

αs u
n+1
j+s −

M∑
s=−M

βs u
n
j+s ≈ (ut + Lu)(xj, tn+θ) ,

kde θ ∈ [0, 1]. Je rozumné požadovat, aby tato aproximace byla přesná, pokud u je lineárńı
funkce (polynom prvńıho stupně v x a t). Volbou u(x, t) = 1 a u(x, t) = t pak dostáváme
podmı́nku (40).

Pro libovolnou śıt’ovou funkci {Un
j }j∈Z,n∈N0 zavedeme označeńı

Un
min = inf

j∈Z
Un
j , Un

max = sup
j∈Z

Un
j , n ∈ N0 .

Věta 4 (Diskrétńı princip maxima) Necht’ {Un
j }j∈Z je pro každé n ∈ N0 omezené a

splňuje vztah (38). Pak

(41) Un
min ≤ Un+1

j ≤ Un
max ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 .

Pokud mı́sto (38) je pouze

(42)
M∑

s=−M

αs U
n+1
j+s ≤

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,
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plat́ı

(43) Un+1
j ≤ Un

max ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 .

Pokud

(44)
M∑

s=−M

αs U
n+1
j+s ≥

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,

plat́ı

(45) Un
min ≤ Un+1

j ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 .

D̊ukaz. Necht’ plat́ı (42). Pak pro libovolné j ∈ Z a n ∈ N0 je

α0 U
n+1
j ≤

M∑
s=−M
s 6=0

(−αs)Un+1
j+s +

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ≤ Un+1

max

M∑
s=−M
s 6=0

(−αs) + Un
max

M∑
s=−M

βs

Označ́ıme-li A =
∑M

s=−M βs, plyne z této nerovnosti d́ıky (40)

α0 U
n+1
max ≤ (α0 − A)Un+1

max + AUn
max ,

a tedy i (43). Je-li splněno (44), pak −Un
j splňuje (42), a tud́ıž pro všechna j ∈ Z a n ∈ N0

je −Un+1
j ≤ supk∈Z (−Un

k ) = −Un
min, tj. plat́ı (45). Plat́ı-li (38), plat́ı dle předchoźıho (43)

a (45), a tud́ıž i (41). �

Diskrétńı princip maxima (41) zaručuje, že se v přibližném řešeńı neobjev́ı nar̊ustaj́ıćı
oscilace pozorované u některých metod ve cvičeńı 1. Nav́ıc lze d́ıky diskrétńımu principu
maxima odhadnout chybu aproximace pomoćı odhadu chyby diskretizace. Ukažme si to
na př́ıkladu schématu (29). Pro toto schéma je chyba diskretizace dána vztahem

εnj =
un+1
j − unj
τ

+ a
unj+1 − unj

h
,

kde opět unj = u(xj, tn). Je-li u dvakrát spojitě derivovatelné, pak použit́ım Taylorova
vzorce źıskáme

(46) εnj =
1

2
utt(xj, η) τ +

a

2
uxx(ξ, tn)h ,

kde ξ ∈ (xj, xj + h) a η ∈ (tn, tn + τ). Jedná se tedy o schéma prvńıho řádu přesnosti
v prostoru i v čase. Chyba aproximace enj = Un

j − unj v př́ıpadě schématu (29) splňuje

(47) en+1
j = (1 + ν) enj − ν enj+1 − τ εnj .

Schéma (29) splňuje předpoklady použité k d̊ukazu diskrétńıho principu maxima právě
tehdy, když 1 + ν ≥ 0 a −ν ≥ 0, tj. ν ∈ [−1, 0]. Tato podmı́nka zaručuje platnost CFL
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podmı́nky i stabilitu ve smyslu von Neumannovy analýzy a jej́ı platnost budeme nadále
předpokládat. Uvažujme rovnici (26) pouze na časovém intervalu (0, T ], kde T > 0 je
daný pevně zvolený čas, tj. uvažujme úlohu

ut + a ux = 0 v R× (0, T ] , u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ R .

Schéma (29) tedy uvažujeme pro n = 0, . . . , NT − 1, kde NT je dolńı celá část č́ısla T/τ .
Pro n = 0 splňuje přibližné řešeńı vztah (39). Chyba aproximace pak splňuje rovnici (47)
a e0

j = 0 pro j ∈ Z. Předpokládejme, že druhé derivace uxx a utt jsou v množině R× [0, T ]
omezeny v absolutńı hodnotě konstantou K a položme D = K (τ +a h)/2. Pak podle (46)
je |εnj | ≤ D pro j ∈ Z a n = 0, . . . , NT − 1. Z (47) tud́ıž dostáváme

sup
j∈Z
|en+1
j | ≤ |1 + ν| sup

j∈Z
|enj |+ |ν| sup

j∈Z
|enj |+ τ D ∀ n = 0, . . . , NT − 1.

Poněvadž |1 + ν| = 1 + ν a |ν| = −ν, plyne odtud nerovnost

(48) sup
j∈Z
|en+1
j | ≤ τ D + sup

j∈Z
|enj | ∀ n = 0, . . . , NT − 1 .

Jelikož e0
j = 0 pro j ∈ Z, dostáváme supj∈Z |enj | ≤ n τ D pro n = 0, . . . , NT , a tud́ıž

|Un
j − unj | ≤

1

2
K T (τ + a h) ∀ j ∈ Z , n = 0, . . . , NT .

To je požadovaný odhad chyby aproximace, který ukazuje, že chyba přibližného řešeńı
konverguje stejnoměrně (dokonce lineárně v h a τ) do nuly pro h, τ → 0.

Z uvedeného odvozeńı neńı zřejmé, jak odhad chyby aproximace souviśı s diskrétńım
principem maxima. Ukažme si proto nyńı formálńı odvozeńı vztahu (48), které platnost
diskrétńıho principu maxima explicitně využ́ıvá. Nejprve definujme tzv. srovnávaćı funkci
Φn
j = tnD pro j ∈ Z a n = 0, . . . , NT . Pak

Φn+1
j = (1 + ν) Φn

j − ν Φn
j+1 + τ D ∀ j ∈ Z , n = 0, . . . , NT − 1 .

S přihlédnut́ım k (47) zjǐst’ujeme, že śıt’ová funkce V n
j = enj − Φn

j splňuje

V n+1
j ≤ (1 + ν)V n

j − ν V n
j+1 ∀ j ∈ Z , n = 0, . . . , NT − 1 .

Podobně śıt’ová funkce W n
j = −enj − Φn

j splňuje

W n+1
j ≤ (1 + ν)W n

j − ν W n
j+1 ∀ j ∈ Z , n = 0, . . . , NT − 1 .

Jelikož jsou pro ν ∈ [−1, 0] splněny předpoklady pro platnost diskrétńıho principu maxima
formulované v části 3.3 a předchoźı dvě nerovnosti odpov́ıdaj́ı nerovnosti (42), plat́ı podle
věty 4 nerovnost (43), tj.

V n+1
j ≤ V n

max , W n+1
j ≤ W n

max ∀ j ∈ Z , n = 0, . . . , NT − 1 .
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Prvńı z těchto nerovnost́ı implikuje, že pro libovolné j ∈ Z a n = 0, . . . , NT − 1

en+1
j ≤ tn+1 D + V n

max = tn+1D + sup
j∈Z

(enj − tnD) = τ D + sup
j∈Z

enj

≤ τ D + sup
j∈Z
|enj | .

Podobně druhá nerovnost implikuje, že

−en+1
j ≤ tn+1D +W n

max = tn+1D + sup
j∈Z

(−enj − tnD) = τ D + sup
j∈Z

(−enj )

≤ τ D + sup
j∈Z
|enj | .

Posledńı dvě nerovnosti implikuj́ı, že

|en+1
j | ≤ τ D + sup

j∈Z
|enj | ∀ j ∈ Z , n = 0, . . . , NT − 1 ,

z čehož plyne nerovnost (48).
Poznamenejme nakonec, že analýza založená na chybě diskretizace a diskrétńım prin-

cipu maxima má u úloh pro parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu jen omezenou
použitelnost, nebot’ př́ıslušné derivace obvykle neexistuj́ı v celé výpočetńı oblasti. Uve-
dený postup je tak užitečný pouze pro lokálńı analýzu.

3.4 Numerické okrajové podmı́nky

Dosud se naše teoretické úvahy týkaly pouze numerického řešeńı Cauchyových úloh. V pra-
xi ovšem obvykle řeš́ıme parciálńı diferenciálńı rovnice na omezených prostorových oblas-
tech. Na jejich hranićıch (či jejich částech) pak obvykle předepisujeme okrajové podmı́nky.
Může se však stát, že použité numerické schéma vyžaduje okrajovou podmı́nku na části
hranice, kde parciálńı diferenciálńı rovnice žádnou okrajovou podmı́nku nevyžaduje. V ta-
kovém př́ıpadě je nutno předepsat tzv. numerickou okrajovou podmı́nku.

Uvažujme rovnici (26) na omezeném prostorovém intervalu (A,B). Je-li a > 0 kon-
statńı, pak charakteristiky vycházej́ıćı z bod̊u lež́ıćıch na úsečce (A,B) × {0} prot́ınaj́ı
polopř́ımku {B} ×R+, avšak nikoliv polopř́ımku {A} ×R+. Na polopř́ımce {A} ×R+ je
proto nutno předepsat okrajovou podmı́nku, zat́ımco na polopř́ımce {B}×R+ je řešeńı u
určeno počátečńı podmı́nkou a okrajovou podmı́nkou na {A}×R+. Je-li a < 0 konstatńı,
pak je situace opačná: okrajovou podmı́nku je třeba předepsat na polopř́ımce {B} ×R+,
zat́ımco na polopř́ımce {A} × R+ je řešeńı u určeno počátečńı podmı́nkou a okrajovou
podmı́nkou na {B} × R+. Pokud a neńı konstantńı, může např. každý bod polopř́ımek
{A}×R+ a {B}×R+ ležet na nějaké charakteristice vycházej́ıćı z bodu na (A,B)×{0},
a tud́ıž žádnou okrajovou podmı́nku nelze předepsat. Nebo naopak žádná charakteristika
zmı́něné polopř́ımky neprot́ıná a pak na obou polopř́ımkách je potřeba předepsat okrajové
podmı́nky.

Výpočetńı oblast [A,B] × R+
0 pokryjme rovnoměrnou śıt́ı s prostorovým krokem h a

časovým krokem τ . Předpokládáme, že h = |B −A|/J , kde J ∈ N. Pak śıt’ obsahuje uzly
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(xj, tn), kde xj = A+j h, tn = n τ , j = 0, . . . , J , n ∈ N0. V uzlech (xj, tn) s j = 1, . . . , J−1
a n ∈ N0 uvažujme Laxovo–Friedrichsovo schéma (33). Toto schéma vyžaduje hodnoty
Un

0 a Un
J , bez ohledu na to, zda rovnice (26) umožňuje tyto hodnoty předepsat. Je-li

např. a > 0 konstatńı, pak, jak jsme již uvedli, rovnice (26) neumožňuje předepsat okra-
jovou podmı́nku podél polopř́ımky {B}×R+, a je tedy nutno předepsat numerickou okra-
jovou podmı́nku v uzlech (xJ , tn). Př́ıklady numerických okrajových podmı́nek v uzlech
(xJ , tn) jsou následuj́ıćı vztahy:

Un
J = Un

J−1 ,(49)

Un
J = 2Un

J−1 − Un
J−2 ,(50)

Un
J = Un−1

J−1 ,(51)

Un
J = 2Un−1

J−1 − U
n−2
J−2 .(52)

Vztahy (49) a (50) jsou jednoduché extrapolace přibližného řešeńı z vnitřńıch uzl̊u na
hranici. Vztahy (51) a (52) se někdy nazývaj́ı kvazicharakteristické extrapolace, nebot’

využ́ıvaj́ı hodnot přibližného řešeńı v uzlech lež́ıćıch na př́ımkách procházej́ıćıch uzly
(xJ−1, tn−1) a (xJ , tn), jejichž směr přibližně odpov́ıdá směru charakteristik.

Alternativou k výše uvedenému postupu je zavést fiktivńı uzly (x−1, tn) a (xJ+1, tn), do
nichž extrapolujeme přibližné řešeńı z p̊uvodńıch uzl̊u śıtě, a ve všech p̊uvodńıch uzlech śıtě
(tj. i hraničńıch) použ́ıt schéma (33). Použijeme-li k extrapolaci vztah (50), pak źıskáme

Un+1
J − 1

2
(Un

J+1 + Un
J−1)

τ
+ a

Un
J+1 − Un

J−1

2h
= 0 , Un

J+1 = 2Un
J − Un

J−1 ,

z čehož plyne
Un+1
J − Un

J

τ
+ a

Un
J − Un

J−1

h
= 0 .

Vid́ıme tedy, že extrapolace do fiktivńıch uzl̊u je v tomto př́ıpadě ekvivalentńı aproximaci
diferenciálńı rovnice v hraničńıch uzlech pomoćı jednostranných diferenćı, což je daľśı typ
numerické okrajové podmı́nky. Často je však jednodušš́ı použ́ıt některý z extrapolačńıch
vztah̊u (49)–(52) než zavádět fiktivńı uzly nebo jednostranné diference.

Je d̊uležité zd̊uraznit, že některé numerické okrajové podmı́nky mohou pro dané sché-
ma zp̊usobit nestabilńı chováńı, které se projev́ı nar̊ustaj́ıćımi oscilacemi v přibližném
řešeńı. Přitom numerická okrajová podmı́nka, kterou lze použ́ıt s daným numerickým
schématem, může být s jiným schématem nestabilńı a naopak. Pro každou zvolenou kom-
binaci schématu a numerické okrajové podmı́nky je proto potřeba stabilitu vyšetřovat
zvlášt’.

3.5 Laxovo–Wendroffovo schéma

Z jednokrokových schémat, která jsme dosud analyzovali, jsou pro řešeńı rovnice (26)
použitelná (při libovolném znaménku a) pouze schémata (33) a (34). Obě tato schémata
jsou pouze prvńıho řádu přesnosti (v př́ıpadě schématu (33) za podmı́nky h = O(τ)).
Naš́ım ćılem je nyńı odvodit schéma druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase. Pro
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jednoduchost budeme opět uvažovat konstantńı rychlost a. Bude však poučné schéma
odvodit pro nenulovou pravou stranu f = f(x, t). Řeš́ıme tedy rovnici

(53) ut + a ux = f v R× R+

s počátečńı podmı́nkou (27).
Předpokládejme, že u ∈ C4(R× R+

0 ). Pak pro (x, t) ∈ R× R+
0 je

(54) u(x, t+ τ) = u(x, t) + ut(x, t) τ +
1

2
utt(x, t) τ

2 +O(τ 3) .

Derivace ut a utt źıskáme z rovnice (53). V př́ıpadě ut je to triviálńı. Abychom źıskali
utt, zderivujeme rovnici (53) podle t. T́ım vznikne člen uxt, který źıskáme z rovnice (53)
zderivováńım podle x. Máme tedy

utt = ft − a uxt = ft − a (fx − a uxx) = a2 uxx − a fx + ft .

Dosazeńım do (54) obdrž́ıme

u(x, t+ τ) = u− a τ ux + τ f +
a2 τ 2

2
uxx −

a τ 2

2
fx +

τ 2

2
ft +O(τ 3) ,

kde členy na pravé straně jsou uvažovány v bodě (x, t). Jelikož

ux =
∆0x u

h
+O(h2) , uxx =

δ2
x u

h2
+O(h2) ,

dostáváme

∆+t u = −ν ∆0x u+O(τ h2) +
ν2

2
δ2
x u+

τ

2
[f + f(x, t+ τ)]− a τ 2

2h
∆0x f +O(τ 3) .

To nás vede ke schématu

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
− a2 τ

2

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
(55)

=
1

2

(
fn+1
j + fnj

)
− a τ

4h

(
fnj+1 − fnj−1

)
,

které můžeme též zapsat ve tvaru

Un+1
j = Un

j −
ν

2
(Un

j+1 − Un
j−1) +

ν2

2
(Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1)

+
τ

2

(
fn+1
j + fnj

)
− ν τ

4

(
fnj+1 − fnj−1

)
.

Z odvozeńı je zřejmé, že chyba diskretizace splňuje εh,τ = O(h2 + τ 2), tj. skutečně
jsme źıskali schéma druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase. Pro f ≡ 0 je Laxovo–
Wendroffovo schéma ekvivalentńı přidáńı umělé difúze o velikosti 1

2
a2 τ k nestabilńımu
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schématu (31). V tomto př́ıpadě můžeme Laxovo–Wendroffovo schéma odvodit též po-
moćı charakteristik, podobně jako schéma (34), viz obr. 3. Přidáme-li v obr. 3 na př́ımce
t = tn uzel C tak, že B je střed úsečky AC, a definujeme-li v bodě Q aproximaci u
pomoćı kvadratické interpolace hodnot přibližného řešeńı v uzlech A, B a C, źıskáme
Laxovo–Wendroffovo schéma.

Von Neumannovu analýzu provád́ıme pro f ≡ 0. Źıskáme

λ(ξ) = 1− 2 ν2 sin2 ξ h

2
− i ν sin(ξ h) , |λ(ξ)|2 = 1− 4 ν2 (1− ν2) sin4 ξ h

2
,

a schéma je tedy stabilńı pro |ν| ≤ 1, přičemž celý tento interval je povolen CFL podmı́n-
kou. Fázová rychlost splňuje

α(ξ) = a

[
1− 1

6
(1− ν2) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
a při |ν| < 1 tedy docháźı vždy ke zpožd’ováńı fáze (pro malé |ξh|). Pro |ν| = 1 je
λ(ξ) = e−i ξ a τ , a schéma tud́ıž dává přesné řešeńı. Fázová chyba je stejného řádu jako
u schémat (33) a (34), avšak tlumeńı je podstatně menš́ı (v jednom časovém kroku je
chyba v amplitudě řádu (ξ h)4 mı́sto (ξ h)2). Pro nejvyšš́ı frekvenci na śıti (ξ = π/h) je
λ(π/h) = 1−2 ν2, a tedy α(π/h) = 0, což znamená, že tato rychle osciluj́ıćı složka řešeńı se
nepohybuje pryč. Při |ν| < 1 je však tato složka řešeńı tlumena: např. počátečńı podmı́nce
U0
j = (−1)j odpov́ıdá řešeńı Un

j = (1 − 2 ν2)n(−1)j. Nedostatkem Laxova–Wendroffova
schématu je, že na rozd́ıl od schémat (33) a (34) nesplňuje diskrétńı princip maxima.

Cvičeńı 2 Proved’te výpočet ze cvičeńı 1 pro Laxovo–Wendroffovo schéma a srovnejte
výsledek s přiblǐzným řešeńım źıskaným pomoćı Laxova–Friedrichsova schématu (33).

Cvičeńı 3 Uvažujme rovnici ut + ux = 0 v oblasti (−1, 1) × R+ s počátečńı podmı́nkou
u0(x) = sin(2 π x). Definujme ekvidistantńı prostorové uzly −1 = x0 < x1 < · · · < xJ = 1
s prostorovým krokem h = 2/J . Dále definujme uzel xJ+1 = 1 + h lež́ıćı mimo interval
[−1, 1]. Zvolme J = 20 a uvažujme konstatńı časový krok τ = 0.09. V čase t = 0 je
přiblǐzné řešeńı určeno počátečńı podmı́nkou. Na následuj́ıćıch časových hladinách tn =
n τ , n ∈ N poč́ıtejte v uzlech x1, . . . , xJ přiblǐzná řešeńı pomoćı schémat (33), (34) a (55).
Pak položte Un

0 = Un
J a Un

J+1 = Un
1 . Uvažujeme tedy periodické okrajové podmı́nky. U

zmı́něných schémat porovnejte fázovou chybu a tlumeńı a srovnejte výsledky provedených
numerických experiment̊u s teoretickými výsledky uvedenými výše.

3.6 Schéma Crankovo–Nicolsonové

Schéma Crankovo–Nicolsonové jsme v úvodńı části o metodě konečných diferenćı defino-
vali jako aritmetický pr̊uměr explicitńıho a implicitńıho schématu. Nyńı si ukážeme jiný
zp̊usob, jak toto schéma odvodit. Naše motivace bude opět źıskat jednokrokové schéma
pro rovnici (53), které je druhého řádu v prostoru i v čase.
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Odvozeńı bude založeno na tom, že na diferenci u(x, t+ τ)− u(x, t) můžeme pohĺıžet
jako na centrálńı diferenci vzhledem k času t+ τ

2
. Je tedy

u(x, t+ τ)− u(x, t)

τ
=
δt u(x, t+ τ

2
)

τ
= ut(x, t+ τ

2
) +O(τ 2) .

Dále plat́ı

u(x, t+ τ) + u(x, t)

2
= u(x, t+ τ

2
) +

u(x, t+ τ)− 2u(x, t+ τ
2
) + u(x, t)

2
.

Čitatel zlomku na pravé straně představuje centrálńı diferenci druhého řádu vzhledem k t
v bodě (x, t+ τ

2
) s krokem τ

2
. Jelikož δ2

t u = O(τ 2), dostáváme

u(x, t+ τ) + u(x, t)

2
= u(x, t+ τ

2
) +O(τ 2) .

Z toho plyne, že

ux(x, t+ τ
2
) =

1

2
[ux(x, t+ τ) + ux(x, t)] +O(τ 2)

=
1

2

[
u(x+ h, t+ τ)− u(x− h, t+ τ)

2h
+
u(x+ h, t)− u(x− h, t)

2h

]
+O(h2 + τ 2) .

To ukazuje, že v bodě (x, t+ τ
2
) může být vhodné rovnici (53) aproximovat schématem

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1 + Un
j+1 − Un

j−1

4h
=
fn+1
j + fnj

2
,

což lze psát též ve tvaru

−ν
4
Un+1
j−1 + Un+1

j +
ν

4
Un+1
j+1 =

ν

4
Un
j−1 + Un

j −
ν

4
Un
j+1 +

τ

2

(
fn+1
j + fnj

)
.

Nyńı již neńı možné hodnotu přibližného řešeńı v daném uzlu na nové časové vrstvě
jednoduchým zp̊usobem vyjádřit pomoćı hodnot přibližného řešeńı na předcházej́ıćı časové
vrstvě a jedná se tedy o implicitńı schéma. Hodnoty přibližného řešeńı na nové časové
vrstvě jsou navzájem svázány a źıskaj́ı se vyřešeńım soustavy lineárńıch rovnic. Jelikož
hodnota přibližného řešeńı v daném uzlu na nové časové vrstvě záviśı na všech hodnotách
přibližného řešeńı z předcházej́ıćı časové vrstvy, nevede CFL podmı́nka k žádné podmı́nce
na parametr ν.

Von Neumannova analýza (pro f ≡ 0) dává amplifikačńı faktor

λ(ξ) =
1− i ν

2
sin(ξ h)

1 + i ν
2

sin(ξ h)
.

Je tedy |λ(ξ)| = 1 pro všechna ξ ∈ R, a tud́ıž schéma je nepodmı́něně stabilńı. Ne-
docháźı však k žádnému tlumeńı, takže drobné poruchy v řešeńı z̊ustávaj́ı trvale př́ıtomny.
Speciálně pro vlnu s nejvyšš́ı frekvenćı π/h opět plat́ı, že fázová rychlost je nulová, avšak
na rozd́ıl od Laxova–Wendroffova schématu se jej́ı amplituda v čase neměńı: počátečńı
podmı́nce U0

j = (−1)j odpov́ıdá řešeńı Un
j = (−1)j. Stejně jako u Laxova–Wendroffova

schématu neplat́ı ani pro schéma Crankovo–Nicolsonové diskrétńı princip maxima.
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3.7 Analýza leapfrog scheme

Názvem leapfrog scheme je označováno dvoukrokové schéma (32). Je zřejmé, že se jedná
o schéma druhého řadu přesnosti v prostoru i v čase, které nesplňuje diskrétńı princip
maxima. CFL podmı́nka je splněna, jestliže |ν| ≤ 1, což budeme nadále předpokládat.

Zabývejme se nyńı stabilitou leapfrog scheme. Stejně jako v př́ıpadě jednokrokových
schémat vyjádř́ıme přibližné řešeńı Un

j v integrálńım tvaru pomoćı jeho Fourierovy trans-

formace Ûn(ξ) a dosad́ıme do schématu. T́ım źıskáme vztah∫ π/h

−π/h
ei ξ j h

(
Ûn+1(ξ) + i 2 ν sin(ξ h) Ûn(ξ)− Ûn−1(ξ)

)
dξ = 0 ∀ j ∈ Z , n ∈ N ,

z něhož d́ıky ortogonalitě funkćı {ei ξ j h}j∈Z plyne

(56) Ûn+1(ξ) + i 2 ν sin(ξ h) Ûn(ξ)− Ûn−1(ξ) = 0 ∀ n ∈ N , ξ ∈ [−π/h, π/h] .

Pro každé ξ ∈ [−π/h, π/h] tedy máme soustavu lineárńıch diferenčńıch rovnic s kon-
stantńımi koeficienty. Charakteristická rovnice této soustavu diferenčńıch rovnic je

λ2 + i 2 ν sin(ξ h)λ− 1 = 0 .

Jej́ı kořeny jsou

λ±(ξ) = −i ν sin(ξ h)±
√

1− ν2 sin2(ξ h)

a plat́ı |λ±(ξ)| = 1. Pokud λ+(ξ) = λ−(ξ) =: λ(ξ), pak obecné řešeńı soustavy diferenčńıch
rovnic (56) má tvar

Ûn(ξ) = α(ξ)λ(ξ)n + β(ξ)nλ(ξ)n−1 ,

kde α(ξ) a β(ξ) jsou konstanty určené hodnotami Û0(ξ) a Û1(ξ). Je-li β(ξ) 6= 0, bude

Ûn(ξ) r̊ust lineárně s n. Toto nestabilńı chováńı je třeba vyloučit. Jelikož λ+(ξ) = λ−(ξ)
může nastat pouze při |ν| = 1, budeme požadovat, aby |ν| < 1. Pak λ+(ξ) 6= λ−(ξ) a
obecné řešeńı soustavy diferenčńıch rovnic (56) je

(57) Ûn(ξ) = α+(ξ)λ+(ξ)n + α−(ξ)λ−(ξ)n .

Snadno zjist́ıme, že schéma je v tomto př́ıpadě stabilńı. Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka
pro stabilitu leapfrog scheme tedy je |ν| < 1.

Leapfrog scheme (32) nelze použ́ıt k určeńı přibližného řešeńı na časové vrstvě t1 a
schéma je tedy potřeba inicializovat pomoćı vhodného jednokrokového schématu. Lze
ukázat, že k inicializaci v́ıcekrokových schémat lze použ́ıt libovolné jednokrokové schéma,
které je konzistentńı s řešenou parciálńı diferenciálńı rovnićı. Toto schéma může být i
nestabilńı, nebot’ aplikaćı schématu pouze v několika prvńıch kroćıch dojde jen k ma-
lému r̊ustu řešeńı (malému d́ıky konzistenci) a tento r̊ust nebude při použit́ı stabilńıho
v́ıcekrokového schématu dále zesilován. Jeli τ/h = const., pak inicializačńı schéma může
mı́t o 1 nižš́ı řád přesnosti než v́ıcekrokové schéma, přičemž celková přesnost bude od-
pov́ıdat v́ıcekrokovému schématu.
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Ze vztahu (57) plyne

Ûn(ξ) = Û0(ξ)λ+(ξ)n + γ(ξ)
λ+(ξ)n − λ−(ξ)n

λ+(ξ)− λ−(ξ)
,

kde γ(ξ) = Û1(ξ) − Û0(ξ)λ+(ξ). Použijeme-li k inicializaci schéma (31), je Û1(ξ) =

(1− i ν sin(ξ h)) Û0(ξ). Použit́ım vztahu
√

1− x = 1− 1
2
x+O(x2) źıskáme

λ±(ξ) = −i ν sin(ξ h)± 1∓ 1

2
ν2 sin2(ξ h) +O((ξ h)4) ,

a tud́ıž

γ(ξ) = (1− i ν sin(ξ h)− λ+(ξ)) Û0(ξ) =

(
ν2

2
sin2(ξ h) +O((ξ h)4)

)
Û0(ξ) .

Vid́ıme, že pro malé hodnoty |ξ h| je γ(ξ) malé, a schéma se tud́ıž chová jako jednokro-
kové schéma s amplifikačńım faktorem λ+. Pro větš́ı hodnoty |ξ h| velikost γ(ξ) být malá
nemuśı. Část řešeńı př́ıslušná λ− se nazývá parazitická složka řešeńı. Jelikož λ−(0) = −1,
tato složka řešeńı v pr̊uběhu času rychle osciluje. Později ukážeme, že se parazitická složka
řešeńı pohybuje špatným směrem (pro a > 0 se pohybuje zprava doleva).

Cvičeńı 4 Uvažujte ve cvičeńı 1 okrajovou podmı́nku Un
J = 0, která neńı konzistentńı

s řešenou rovnićı, a proved’te výpočet pro leapfrog scheme. Měli byste pozorovat, že v d̊u-
sledku zmı́něné okrajové podmı́nky vznikne v bodě x = 3 parazitická složka řešeńı, která je
silně osciluj́ıćı a pohybuje se zprava doleva. Okrajová podmı́nka v bodě x = −2 přeměńı
parazitickou složku na neparazitickou.

Parazitická složka řešeńı se objev́ı při každém výpočtu s v́ıcekrokovými schématy. Ob-
vykle nezp̊usobuje podstatné pot́ıže, avšak v některých př́ıpadech je ji potřeba redukovat
nebo odstranit. Vliv parazitických složek lze redukovat pomoćı disipace.

Definice 3 Schéma je disipativńı řádu 2 r, jestlǐze amplifikačńı faktory splňuj́ı podmı́nku

|λj(ξ)| ≤ 1− C
(

sin
ξ h

2

)2 r

∀ ξ ∈ R ,

kde C je kladná konstanta nezávislá na h a τ .

Pro leapfrog scheme a schéma Crankovo–Nicolsonové je velikost amplifikačńıch faktor̊u
rovna 1 pro všechny frekvence. Ř́ıkáme, že tato schémata jsou ostře nedisipativńı. Pro
Laxovo–Friedrichsovo schéma je |λ(π/h)| = 1, avšak |λ(ξ)| < 1 pro 0 < |ξ| < π/h a
|ν| < 1. Toto schéma je proto nedisipativńı, ale ne ostře. Redukuje amplitudu u většiny
frekvenćı, nikoli však u nejvyšš́ı frekvence na śıti.

Všimněme si, že śıt’ová funkce Un
j = (−1)n+j η je pro libovolné η ∈ R řešeńım leapfrog

scheme. Vid́ıme tedy, že počátečńı poruchy se š́ı̌ŕı, aniž by byly tlumeny. O př́ıtomnosti
této šachovnicové složky řešeńı rozhoduj́ı pouze počátečńı a okrajové podmı́nky.
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Vlastnosti nedisipativńıho schématu lze zlepšit přidáńım disipace. Je však třeba dát
pozor, abychom t́ım nezhoršili řád přesnosti schématu. Např. leapfrog scheme lze modifi-
kovat takto:

Un+1
j − Un−1

j

2 τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
+

ε

2 τ

(
1

2
δx

)4

Un−1
j = 0 ,

kde ε je vhodná kladná konstanta. Jelikož δ4
x u = O(h4), schéma je nadále druhého řádu

přesnosti, pokud τ ≥ C h2. Tato podmı́nka nepředstavuje žádné podstatné omezeńı, nebot’

časový krok voĺıme obvykle srovnatelný s prostorovým krokem. Pro vyšetřeńı stability
přeṕı̌seme schéma do tvaru

Un+1
j − Un−1

j + ν Un
j+1 − ν Un

j−1 + ε

(
1

2
δx

)4

Un−1
j = 0

a přibližné řešeńı vyjádř́ıme v integrálńım tvaru pomoćı jeho Fourierovy transformace
Ûn(ξ). Oproti př́ıpadu bez disipace se nav́ıc objev́ı člen ε (1

2
δx)

4 Ûn−1(ξ) ei ξ j h. Jak v́ıme,

δ2
x ei ξ j h = −4 sin2 ξ h

2
ei ξ j h, a tud́ıž (1

2
δx)

4 ei ξ j h = sin4 ξ h
2

ei ξ j h. Mı́sto soustavy dife-
renčńıch rovnic (56), proto nyńı źıskáme

Ûn+1(ξ) + i 2 ν sin(ξ h) Ûn(ξ)−
(

1− ε sin4 ξ h

2

)
Ûn−1(ξ) = 0 .

Kořeny odpov́ıdaj́ıćı charakteristické rovnice jsou

λ±(ξ) = −i ν sin(ξ h)±
√

1− ε sin4 ξ h

2
− ν2 sin2(ξ h) .

Je-li

(58) ν2 sin2(ξ h) + ε sin4 ξ h

2
≤ 1 ,

je

|λ±(ξ)| =
√

1− ε sin4 ξ h

2
≤ 1− ε

2
sin4 ξ h

2
,

a schéma je tedy stabilńı a disipativńı řádu 4 (k tomu je opět nutné, aby |ν| < 1).
Podmı́nku (58) můžeme přepsat do tvaru

4 ν2 sin2 ξ h

2

(
1− sin2 ξ h

2

)
+ ε sin4 ξ h

2
≤ 1 .

Stač́ı tedy nalézt takové hodnoty ε, že

4 ν2 s (1− s) + ε s2 ≤ 1 ∀ s ∈ [0, 1] .

Je-li ν2 ∈ (0, 1
2
], můžeme volit ε ∈ (0, 1], nebot’ pak 4 ν2 s (1− s) + ε s2 ≤ 2 s (1− s) + s2 =

s (2 − s) ≤ 1. Je-li ν2 ∈ [1
2
, 1), voĺıme ε ∈ (0, 4 ν2 (1 − ν2)]. Pak 4 ν2 s (1 − s) + ε s2 =

4 ν2 s+ (ε− 4 ν2) s2 ≤ 4 ν2 s (1− ν2 s) ≤ 1.
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Podobně jako výše můžeme modifikovat i metodu Crankovu–Nicolsonové pro řešeńı
rovnice (53). Obdrž́ıme schéma

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1 + Un
j+1 − Un

j−1

4h
+
ε

τ

(
1

2
δx

)4

Un
j =

fn+1
j + fnj

2
,

které je druhého řádu přesnosti (pokud τ ≥ C h2) a disipativńı řádu 4 pro malé hodnoty ε.

Cvičeńı 5 Zopakujte výpočet ze cvičeńı 4 pro leapfrog scheme s disipaćı (v prostorových
uzlech x1 a xJ−1 uvažujte leapfrog scheme bez disipace).

Pro v́ıcekroková schémata vždy existuje právě jeden amplifikačńı faktor λ0(ξ) takový,
že λ0(0) = 1. Tento amplifikačńı faktor použijeme k definici fázové rychlosti. Pro leapfrog
scheme je to amplifikačńı faktor λ+. Plat́ı

sin(ξ α(ξ) τ) = ν sin(ξ h) = ν ξ h

(
1− (ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)
,

z čehož plyne

α(ξ) = a

(
1− (ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)(
1 +

(ν ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)
= a

(
1− 1

6
(1− ν2) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

)
.

Źıskali jsme tedy totéž jako pro Laxovo-Wendroffovo schéma a rovněž plat́ı α(π/h) = 0.
Pro parazitickou složku řešeńı leapfrog scheme odpov́ıdaj́ıćı λ− zavedeme fázovou

rychlost vztahem λ−(ξ) = −|λ−(ξ)| e−i ξ α−(ξ) τ , nebot’ λ−(0) = −1. Pak sin(ξ α−(ξ) τ) =
−ν sin(ξ h), a tud́ıž α−(ξ) = −α(ξ). Parazitická složka řešeńı se tedy pohybuje opačným
směrem než je správný směr řešeńı. Nav́ıc plat́ı α−(π/h) = 0, a tud́ıž nejvyšš́ı frekvence,
které neobsahuj́ı přesnou informaci, se neš́ı̌ŕı pryč.

3.8 Volba parametru ν

Vlastnosti schémat vyšetřovaných v předchoźıch odstavćıch záviśı na volbě parametru ν,
tj. na poměru prostorového a časového kroku. V řadě př́ıpad̊u jsme viděli, že pro |ν| = 1
schémata dávaj́ı přesné řešeńı, což je ovšem dáno jednoduchost́ı uvažované modelové
úlohy. Pro úlohy s nekonstantńımı́ koeficienty nebo komplikovaněǰśı problémy k tomu
již nedocháźı. Nicméně naše teoretické úvahy ukazuj́ı, že je obecně vhodné volit |ν| bĺızko
hranice stability, nebot’ t́ım dosáhneme malé disipace i disperze. Zaj́ımá-li nás pouze určitá
frekvence ξ0, měli bychom volit h tak, aby |ξ0 h| � π a vlna o frekvenci ξ0 mohla být
tud́ıž na použité śıti dobře aproximována.
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4 Numerické řešeńı rovnice vedeńı tepla

V této části se budeme zabývat numerickým řešeńım smı́̌sené úlohy pro rovnici vedeńı
tepla v jedné prostorové dimenzi. Hledáme funkci u = u(x, t) definovanou pro x ∈ [0, 1] a
t ≥ 0 takovou, že

ut − uxx = 0 v (0, 1)× R+ ,(59)

u(0, t) = u(1, t) = 0 ∀ t > 0 ,(60)

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ [0, 1] .(61)

Budeme předpokládat, že úloha (59)–(61) má klasické řešeńı. To mimo jiné vyžaduje, aby
počátečńı a okrajové podmı́nky splňovaly podmı́nky kompatibility u0(0) = u0(1) = 0.

Úlohy uvedeného typu popisuj́ı š́ı̌reńı tepla v tenké izolované homogenńı tyči konečné
délky bez př́ıtomnosti tepelných zdroj̊u. Úloha typu (59)–(61) též popisuje š́ı̌reńı tepla
např́ıč nekonečnou deskou, přičemž x je souřadnice kolmá ke stěnám desky, na každé
z nichž je předepsána konstantńı teplota.

Poznámka 3 Transformaćı v(x, t) = u(x, κ t) +α (1− x) + β x źıskáme úlohu s tepelnou
difuzivitou κ a nehomogenńımi Dirichletovými okrajovými podmı́nkami:

vt − κ vxx = 0 v (0, 1)× R+ ,

v(0, t) = α, v(1, t) = β ∀ t > 0 ,

v(x, 0) = v0(x) ≡ u0(x) + α (1− x) + β x ∀ x ∈ [0, 1] .

Uvažováńı κ = 1 a homogenńıch okrajových podmı́nek v (59)–(61) tedy nepředstavuje
újmu na obecnosti. Podobně lze též jednoduchou transformaćı proměnné x přej́ıt k úloze
definované na libovolném zadaném prostorovém intervalu.

4.1 Řešeńı úlohy (59)–(61) Fourierovou metodou

Hledejme řešeńı úlohy (59)–(61) ve tvaru u(x, t) = X(x)T (t). Dosazeńım do (59) a (60)
snadno zjist́ıme, že

u(x, t) = am e−(mπ)2 t sin(mπ x)

pro nějaké m ∈ N a am ∈ R. Rovnice (59) a (60) splňuje zřejmě i libovolná lineárńı
kombinace těchto funkćı. Nab́ıźı se tedy hledat řešeńı u ve tvaru

(62) u(x, t) =
∞∑
m=1

am e−(mπ)2 t sin(mπ x) .

Z počátečńı podmı́nky (61) plyne

(63) u0(x) =
∞∑
m=1

am sin(mπ x) ,
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a tud́ıž koeficienty am jsou Fourierovy koeficienty funkce u0 při rozvoji do sinové řady.
Plat́ı

am = 2

∫ 1

0

u0(x) sin(mπ x) dx .

Je známo, že pro libovolné u0 ∈ L2(0, 1) řada (63) konverguje v L2(0, 1). Součet řady (62)
je pak nekonečně hladká funkce v [0, 1]×R+, která řeš́ı parciálńı diferenciálńı rovnici (59) a
splňuje okrajovou podmı́nku (60). Pokud řada Fourierových koeficient̊u am konverguje ab-
solutně, je součet řady (62) spojitá funkce na [0, 1]×R+

0 , která splňuje počátečńı podmı́nku
(61). K tomu stač́ı, aby funkce u0 byla absolutně spojitá na [0, 1], (u0)′ ∈ L2(0, 1) a
u0(0) = u0(1) = 0 (konzistence s okrajovou podmı́nkou).

V praxi výsledek (62) umožňuje źıskat pouze numerickou aproximaci řešeńı u, ne-
bot’ koeficienty am jsme obecně schopni určit pouze přibližně a nav́ıc jsme schopni seč́ıst
pouze konečně mnoho člen̊u řady. Skutečným omezeńım uvedené metody však je, že
ji nelze snadno zobecnit na komplikovaněǰśı úlohy. Je proto nutné hledat jiné zp̊usoby
výpočtu přibližného řešeńı úlohy (59)–(61) a jedńım z možných postup̊u je aplikace me-
tody konečných diferenćı.

4.2 Explicitńı schéma pro úlohu (59)–(61)

Podobně jako dř́ıve zavedeme rovnoměrnou śıt’, kterou pokryjeme výpočetńı oblast. Inter-
val [0, 1] nejprve rozděĺıme na J ∈ N interval̊u stejné délky h = 1/J , č́ımž vzniknou body
xj = j h, j = 0, 1, 2, . . . , J . Kromě prostorového kroku śıtě h zavedeme též časový krok
śıtě τ > 0 a definujeme časové hladiny tn = n τ , n = 0, 1, 2, . . . . Řešeńı u úlohy (59)–(61)
aproximujeme v uzlech śıtě (xj, tn) hodnotami Un

j , kde j = 0, 1, 2, . . . , J a n = 0, 1, 2, . . . .
Opět polož́ıme unj = u(xj, tn).

Uvažujeme-li rovnici (59) v uzlu (xj, tn) s j ∈ {1, . . . , J−1} a n ∈ N0, můžeme provést
následuj́ıćı aproximace:

0 = (ut − uxx)(xj, tn) ≈
∆+t u

n
j

τ
−
δ2
x u

n
j

h2
≈

∆+t U
n
j

τ
−
δ2
x U

n
j

h2
.

To vede k diferenčńım rovnićım

(64) Un+1
j = Un

j + µ (Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1) , j = 1, 2, . . . , J − 1 ,

kde
µ =

τ

h2
.

Každou hodnotu na časové hladině tn+1 lze nezávisle spoč́ıtat z hodnot na časové hladině
tn a jedná se tedy o explicitńı diferenčńı schéma.

K rovnićım (64) muśıme ještě přidat okrajové a počátečńı podmı́nky

Un
0 = Un

J = 0 , n = 1, 2, . . . ,(65)

U0
j = u0(xj) , j = 0, 1, . . . , J .(66)

Hodnoty přibližného řešeńı źıskáme tak, že nejprve definujeme hodnoty U0
j pomoćı (66)

a pak evolučně poč́ıtáme hodnoty přibližného řešeńı na následuj́ıćıch časových hladinách
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z rovnic (64) a okrajových podmı́nek (65). Přibližné řešeńı Un
j je tedy vztahy (64)–(66)

jednoznačně určeno.

Cvičeńı 6 Uvažujte schéma (64)–(66) pro úlohu (59)–(61) s počátečńı podmı́nkou

u0(x) =

{
2x pro x ∈ [0, 1

2
] ,

2− 2x pro x ∈ [1
2
, 1] .

Zvolte J = 20 a proved’te výpočet pro τ = 0.0012 a τ = 0.0013.

Provedeme-li výpočty z cvičeńı 6, zjist́ıme, že pro τ = 0.0012 źıskáme dobrou aproxi-
maci řešeńı úlohy (59)–(61), zat́ımco pro τ = 0.0013 se v přibližném řešeńı objev́ı oscilace,
které se zvětšuj́ıćım se n rychle rostou. Jedná se o typický př́ıklad stability či nestabili-
ty numerického schématu. Jak uvid́ıme později, numerické výsledky zásadně závisej́ı na
hodnotě µ, tj. na vztahu mezi prostorovým a časovým krokem.

Chyba diskretizace schématu (64) je dána vztahem

εnj =
∆+t u

n
j

τ
−
δ2
x u

n
j

h2

pro j ∈ {1, . . . , J − 1} a n ∈ N0. Je-li x ∈ [h, 1− h] a t ≥ 0, můžeme též položit

εh,τ (x, t) =
∆+t u(x, t)

τ
− δ2

x u(x, t)

h2
.

Pak εnj = εh,τ (xj, tn). Použit́ım Taylorova vzorce źıskáme

εh,τ (x, t) = 1
2
utt(x, η) τ − 1

12
uxxxx(ξ, t)h

2 , ξ ∈ (x− h, x+ h), η ∈ (t, t+ τ) .

Předpokládáme-li, že existuj́ı konstanty M1 a M2 takové, že |utt| ≤ M1, |uxxxx| ≤ M2 na
[0, 1]× [0, T ], kde T > 0 je pevně zvolený čas, pak

(67) |εh,τ (x, t)| ≤ 1
2
M1 τ + 1

12
M2 h

2 = 1
2
τ
(
M1 + 1

6µ
M2

)
∀ x ∈ [h, 1− h]× [0, T − τ ] .

Vid́ıme tedy, že schéma je prvńıho řádu přesnosti v čase a druhého řádu přesnosti v pro-
storu. Pro pevný poměr µ (který je vhodné uvažovat pro zajǐstěńı stability, jak uvid́ıme
později) se εh,τ chová jako O(τ) pro τ → 0 a v tomto smyslu je schéma prvńıho řádu
přesnosti.

Poznámka 4 Jelikož ut = uxx, je utt = uxxt = (ut)xx = uxxxx, a tud́ıž

εh,τ (x, t) = 1
2

(
1− 1

6µ

)
uxxxx(x, t) τ +O(τ 2) .

Pro µ = 1
6

je tedy schéma druhého řádu přesnosti. Jedná se ale o velmi speciálńı př́ıpad,
se kterým se v obecněǰśıch situaćıch nesetkáme.
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4.3 Konvergence explicitńıho schématu

Věta 5 Uvažujme posloupnost (hi, τi) → (0, 0) pro i → ∞ a předpokládejme, že µi ≡
τi/h

2
i ≤ 1

2
. Necht’ T > 0 a |utt| ≤ M1, |uxxxx| ≤ M2 v [0, 1] × [0, T ]. Pak pro libovolný

bod (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ] a libovolnou posloupnost (ji, ni) ∈ N × N takovou, že ji hi →
x, ni τi → t, konverguj́ı aproximace Uni

ji
generované explicitńım schématem (64)–(65)

k řešeńı u(x, t), přičemž tato konvergence je stejnoměrná v [0, 1]× [0, T ].

D̊ukaz. Uvažujme libovolnou dvojici h, τ (τ < T ) a libovolný bod (xj, tn) ∈ (0, 1)×(0, T ).
Pro chybu aproximace enj = Un

j − unj plat́ı

en+1
j = enj + µ [enj+1 − 2 enj + enj−1]− τ εnj , j = 1, . . . , J − 1 .

Definujeme-li ‖en‖∞ = maxl=1,...,J−1 |enl |, pak (d́ıky en0 = enJ = 0)

‖en+1‖∞ ≤ (|1− 2µ|+ 2µ) ‖en‖∞ + τ ‖εn‖∞ ≤ ‖en‖∞ + τ ‖εn‖∞ .

Jelikož e0
l = U0

l − u0(xl) = 0, l = 0, . . . , J , dostáváme

‖en‖∞ ≤ τ
n−1∑
k=0

‖εk‖∞ ≤ tn max
k=0,...,n−1

‖εk‖∞ .

Použit́ım (67) źıskáváme

|Un
j − u(xj, tn)| ≤ T (1

2
M1 τ + 1

12
M2 h

2) .

Tvrzeńı nyńı plyne ze spojitosti u na [0, 1]× [0, T ]. �

4.4 Fourierova analýza chyby

Vı́me, že řešeńı úlohy (59)–(61) lze zapsat ve tvaru Fourierovy řady (62). Ukážeme, že
v podobném tvaru lze zapsat i přibližné řešeńı splňuj́ıćı (64)–(66). Za t́ım účelem zaṕı̌seme
řady (62) a (63) pomoćı komplexńıch exponenciel:

u(x, t) =
∞∑

m=−∞

Am eimπ x−(mπ)2 t ,(68)

u0(x) =
∞∑

m=−∞

Am eimπ x .(69)

Polož́ıme-li u0(x) = −u0(−x) pro x ∈ [−1, 0), pak

Am =
1

2

∫ 1

−1

u0(x) e−imπ x dx .
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Snadno se ověř́ı, že pro m ∈ N je Am = −A−m = −i am/2. Budeme předpokládat, že
Fourierova řada (69) je absolutně konvergentńı, tj.

(70)
∞∑

m=−∞

|Am| <∞ .

Jak v́ıme, postačuj́ıćı podmı́nkou pro to je, aby funkce u0 byla absolutně spojitá na [0, 1],
(u0)′ ∈ L2(0, 1) a u0(0) = u0(1) = 0.

Připomeňme, že funkce eimπ x−(mπ)2 t jsou řešeńımi rovnice (59). V uzlech śıtě plat́ı

eimπ xj−(mπ)2 tn = ei k j h
[
e−k

2 τ
]n
,

kde jsem zavedli vlnové č́ıslo k = mπ. V analogii k tomu se můžeme ptát, kdy

Un
j = ei k j h λn

řeš́ı diferenčńı rovnici (64). Dosazeńım do (64) źıskáme

ei k j h λn+1 = ei k j h λn [1 + µ (ei k h − 2 + e−i k h)],

a tud́ıž

(71) λ ≡ λ(k) = 1− 2µ [1− cos(k h)] = 1− 4µ sin2 k h

2
.

Č́ıslo λ(k) se nazývá amplifikačńı (zesiluj́ıćı) faktor členu Fourierovy řady. Následuj́ıćı
věta ukazuje, že přibližné řešeńı Un

j můžeme zapsat ve tvaru podobném jako u.

Věta 6 Necht’ śıt’ová funkce Un
j splňuje (64)–(66). Pak

(72) Un
j =

∞∑
m=−∞

Am eimπ j h [λ(mπ)]n , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .

D̊ukaz. Jelikož amplifikačńı faktory jsou omezené a plat́ı (70), konverguje řada (72) ab-
solutně, a jelikož každý jej́ı člen řeš́ı diferenčńı rovnici (64), řeš́ı i součet řady (72) rovnici
(64). Dále pro každé m ∈ N plat́ı Am [λ(mπ)]n = −A−m [λ(−mπ)]n, a tud́ıž je pro j = 0
a j = J součtem řady 0. Jsou tedy splněny okrajové podmı́nky (65). Konečně pro n = 0
se řada (72) redukuje na řadu (69) s x = j h, a součet řady tud́ıž splňuje i počátečńı
podmı́nku (66). Součet řady tedy splňuje (64)–(66), a jelikož je řešeńı úlohy (64)–(66)
určeno jednoznačně, plat́ı (72). �

Poznámka 5 Všimněme si, že z vlastnost́ı amplifikačńıho faktoru a koeficient̊u Am plyne,
že řadu (72) lze též přepsat do tvaru

(73) Un
j =

∞∑
m=1

am sin(mπ j h) [λ(mπ)]n , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .
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Ze vztahu (68) plyne, že

unj =
∞∑

m=−∞

Am eimπ j h
[
e−(mπ)2 τ

]n
.

Jelikož chceme, aby Un
j dobře aproximovalo unj , vid́ıme ze srovnáńı uvedené řady s řadou

(72), že je potřeba, aby hodnoty λ(k) byly dobrou aproximaćı hodnot e−k
2 τ , alespoň pro

ńızké hodnoty vlnového č́ısla k. To je předmětem následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 1 Plat́ı

(74) |e−k2τ − λ(k)| ≤ C(µ) k4 τ 2 ∀ k, τ > 0 ,

kde C(µ) záviśı pouze na µ. Pokud µ = 1
6
, pak

|e−k2τ − λ(k)| ≤ 4

15
k6 τ 3 ∀ k, τ > 0 .

D̊ukaz. K d̊ukazu využijeme Taylor̊uv vzorec ve tvaru

f(x) =
l−1∑
k=0

1

k!
f (k)(0)xk +

1

l!
f (l)(ξ)xl ,

který plat́ı pro libovolné l ∈ N, f ∈ C l(R) a x > 0 s vhodným ξ ∈ (0, x). Aplikujeme-li
tento vzorec na f(x) = e−x a f(x) = cos x, źıskáme

e−k
2τ = 1− k2 τ + 1

2
e−ξ k4 τ 2

cos(k h) = 1− 1
2

(k h)2 + 1
24

(cos ζ) (k h)4 ,

kde ξ ∈ (0, k2τ) a ζ ∈ (0, kh). Podle (71) je tedy

λ(k) = 1− 2µ [1− cos(k h)] = 1− k2 τ + 1
12

(cos ζ) k4 h2 τ ,

z čehož plyne

|e−k2τ − λ(k)| = 1

2

∣∣∣∣k4 τ 2 e−ξ − 1

6
k4 h2 τ cos ζ

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
1 +

1

6µ

)
k4 τ 2 ,

což dokazuje (74). Podobně źıskáme

|e−k2τ − λ(k)| = 1

360
|60 k6 τ 3 e−ξ̃ − k6 h4 τ cos ζ̃| ≤ 4

15
k6 τ 3 pro µ =

1

6
,

kde opět ξ̃ ∈ (0, k2τ) a ζ̃ ∈ (0, kh). �

Uvedené lemma můžeme využ́ıt jako alternativńı prostředek pro vyšetřováńı chyby
diskretizace. Na základě vztah̊u (68) a (70) plat́ı

εnj =
un+1
j − unj
τ

−
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
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=
∞∑

m=−∞

Am eimπ xj−(mπ)2 tn

[
e−(mπ)2 τ − 1

τ
− eimπ h − 2 + e−imπ h

h2

]

=
∞∑

m=−∞

Am eimπ xj−(mπ)2 tn
1

τ

[
e−(mπ)2 τ − λ(mπ)

]
.

Použit́ım odhadu (74) dostáváme

|εnj | ≤
∞∑

m=−∞

|Am|
1

τ
|e−(mπ)2 τ − λ(mπ)| ≤

∞∑
m=−∞

|Am|C(µ) (mπ)4 τ .

Abychom při konstantńım µ źıskali stejnoměrný odhad chyby diskretizace prvńıho řádu
přesnosti, je tedy nutné požadovat, aby π4

∑∞
m=−∞ |Am|m4 <∞. Tato hodnota předsta-

vuje odhad |uxxxx| = |utt| a dostáváme tedy odhad (67). Pro h2 = 6 τ lze pomoćı lem-
matu 1 źıskat přesnost druhého řádu (srv. pozn. 4).

Vyjádřeńı řešeńı úlohy (59)–(61) ve tvaru řady (68) ukazuje, že pro libovolné vlnové
č́ıslo k = mπ z̊ustává amplituda př́ıslušné složky řešeńı v čase omezená. Je přirozené
tuto vlastnost požadovat i od přibližného řešeńı. Řekneme proto, že numerická metoda
pro řešeńı úlohy (59)–(61) je stabilńı, pokud existuje konstanta K nezávislá na k taková,
že |[λ(k)]n| ≤ K pro všechna k a n. To je ekvivalentńı požadavku, aby |λ(k)| ≤ 1 pro
všechna k.

Věta 7 Necht’ pro dané hodnoty h a τ je |λ(mπ)| ≤ 1 pro všechna m ∈ N. Pak řešeńı
schématu (64)–(66) z̊ustává pro libovolnou počátečńı podmı́nku u0 splňuj́ıćı (70) omezené
pro n→∞.

D̊ukaz. Jelikož |λ(mπ)| ≤ 1 ∀ m ∈ N, je dle (72) a (70)

|Un
j | ≤

∞∑
m=−∞

|Am| |λ(mπ)|n ≤
∞∑

m=−∞

|Am| <∞ .

�

Poznámka 6 Necht’ existuje m1 ∈ N tak, že |λ(m1 π)| > 1. Bud’ u0(x) = sin(m1πx). Pak
podle (73) je Un

j = sin(m1πjh) [λ(m1π)]n, a tud́ıž |Un
j | → ∞ pro n → ∞ a pro každé

j ∈ {1, . . . , J − 1} takové, že sin(m1πjh) 6= 0.

Nyńı vid́ıme význam podmı́nky µ ≤ 1
2
. Je-li tato podmı́nka splněna, pak |λ(mπ)| ≤ 1

∀ m ∈ N, a řešeńı tud́ıž z̊ustává omezené. Je-li µ > 1
2
, pak pro některá m ∈ N je λ(mπ) <

−1 a velikost př́ıslušných člen̊u v (72) s postupuj́ıćım časem roste nade všechny meze.
Teoreticky je možné zvolit počátečńı podmı́nku tak, aby Am = 0, kdykoli λ(mπ) < −1.
Avšak to je velmi speciálńı situace a vpraxi by vlivem zaokrouhlovaćıch chyb vznikly malé
nenulové koeficienty u všech takovýchto člen̊u a s postupuj́ıćım časem by tyto členy opět
neomezeně rostly. Schéma (64) je tedy stabilńı pouze při splněńı podmı́nky µ ≤ 1

2
.
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Fourierovu metodu můžeme použ́ıt též k d̊ukazu konvergence. Jej́ı výhoda spoč́ıvá
v tom, že nemuśıme předpokládat dostatečnou hladkost řešeńı u a stejnoměrnou omeze-
nost uxxxx a utt. Naš́ım jediným předpokladem o úloze (59)–(61) nyńı bude absolutńı
konvergence řady (69) pro počátečńı podmı́nku u0. Počátečńı podmı́nka tedy nemuśı být
hladká. Budeme předpokládat, že µ je pevné a µ ≤ 1

2
. Chybu aproximace můžeme vyjádřit

ve tvaru

enj = Un
j − u(xj, tn) =

∞∑
m=−∞

Am eimπ xj
{

[λ(mπ)]n − [e−(mπ)2 τ ]n
}
.

Při označeńı λ1 = λ(mπ) a λ2 = e−(mπ)2 τ je λ1, λ2 ∈ [−1, 1] a plat́ı

λn1 − λn2 =
n−1∑
k=0

λn−k1 λk2 −
n∑
k=1

λn−k1 λk2 = (λ1 − λ2)
n−1∑
k=0

λn−1−k
1 λk2 ,

z čehož plyne

(75) |λn1 − λn2 | ≤ n |λ1 − λ2| ∀ λ1, λ2 ∈ [−1, 1] .

Bud’ ε > 0 libovolné a necht’ m0 ∈ N je takové, že∑
|m|>m0

|Am| ≤
ε

4
.

Pak použit́ım (75) źıskáme

|enj | ≤
ε

2
+
∑
|m|≤m0

n |Am| |λ(mπ)− e−(mπ)2 τ | .

Z nerovnosti (74) plyne

|enj | ≤
ε

2
+ n τ 2C(µ) π4

∑
|m|≤m0

|Am|m4

a vid́ıme tedy, že pro τ dostatečně malé je |enj | ≤ ε ∀ (xj, tn) ∈ [0, 1] × [0, T ], nebot’

n τ ≤ T .
Při aplikaci Fourierovy metody jsme reprezentovali přibližné řešeńı pomoćı nekonečné

řady (72), nebot’ ji bylo možné snadno srovnávat s řadou pro přesné řešeńı. Jelikož však
na uvažované prostorové śıti s J + 1 uzly lze reprezentovat jen konečně mnoho r̊uzných
frekvenćı, lze přibližné řešeńı vyjádřit jako lineárńı kombinaci 2 J po sobě jdoućıch funkćı

(76) eimπ j h [λ(mπ)]n .

Snadno ověř́ıme, že tyto funkce se skutečně nezměńı, nahrad́ıme-li m hodnotou m+ 2 J .
Můžeme tedy např. uvažovat Un

j jakožto lineárńı kombinaci funkćı (76) odpov́ıdaj́ıćıch

m = −(J − 1),−(J − 2), . . . ,−1, 0, 1, . . . , J .
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4.5 Implicitńı metoda pro úlohu (59)–(61)

Podmı́nka stability τ ≤ h2/2 pro explicitńı schéma (64) je velmi vážné omezeńı, které
implikuje, že bude třeba velmi mnoho časových krok̊u. Nav́ıc, budeme-li muset zmenšit h
pro zvýšeńı přesnosti, velmi se zvýš́ı celková výpočetńı náročnost, nebot’ budeme muset
též podstatně zmenšit τ . Ukážeme nyńı, že zmı́něných omezeńı se můžeme zbavit použit́ım
zpětné diference pro diskretizaci časové derivace v (59), tj. použit́ım schématu

Un+1
j − Un

j

τ
=
Un+1
j+1 − 2Un+1

j + Un+1
j−1

h2
.

Toto schéma lze přepsat do tvaru

(77) −µUn+1
j−1 + (1 + 2µ)Un+1

j − µUn+1
j+1 = Un

j , j = 1, 2, . . . , J − 1 , n ≥ 0 .

Na rozd́ıl od schématu (64) nyńı danou hodnotu Un+1
j nelze určit nezávisle na ostatńıch

hodnotách na časové hladině tn+1, nýbrž všechny tyto hodnoty je nutno vypoč́ıtat současně
vyřešeńım soustavy J−1 lineárńıch rovnic pro J−1 neznámých. Jedná se tedy o implicitńı
metodu.

Stabilitu schématu (77) s okrajovými a počátečńımi podmı́nkami (65) a (66) můžeme
vyšetřovat Fourierovou metodou analogicky jako pro schéma (64). Snadno zjist́ıme, že
funkce Un

j = ei k j h λn splňuje (77) právě tehdy, když

λ ≡ λ(k) =
1

1 + 4µ sin2 k h
2

.

Tedy λ(k) ∈ (0, 1] pro libovolné µ > 0 a libovolné k ∈ R, což znamená, že metoda je
nepodmı́něně stabilńı.

4.6 Thomas̊uv algoritmus

Soustava (77) je tridiagonálńı a můžeme ji zapsat ve tvaru

−aj Uj−1 + bj Uj − cj Uj+1 = dj , j = 1, 2, . . . , J − 1 ,

kde
U0 = UJ = 0 .

Budeme předpokládat, že

(78) aj > 0 , bj > 0 , cj > 0 , bj > aj + cj ,

což splňuje (77). Soustavu rovnic nejprve převedeme na soustavu s horńı trojúhelńıkovou
matićı tvaru

(79) Uj − ej Uj+1 = fj , j = 1, 2, . . . , J − 1 .

Máme-li v tomto tvaru k–tou rovnici a chceme-li upravit k + 1–vou rovnici, tj.

−ak+1 Uk + bk+1 Uk+1 − ck+1 Uk+2 = dk+1 ,
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pak k této rovnici přičteme rovnici (79) s j = k přenásobenou ak+1, č́ımž źıskáme

(bk+1 − ak+1 ek)Uk+1 − ck+1 Uk+2 = dk+1 + ak+1 fk .

Algoritmus je tedy následuj́ıćı

e1 := c1/b1, f1 := d1/b1

for j = 2, . . . , J− 2 do

ej := cj/(bj − aj ej−1)
fj := (dj + aj fj−1)/(bj − aj ej−1)

enddo

fJ−1 := (dJ−1 + aJ−1 fJ−2)/(bJ−1 − aJ−1 eJ−2)

Řešeńı Uj pak jednoduše urč́ıme z rovnic (79).
Snadno lze ověřit, že ej ∈ (0, 1), j = 1, 2, . . . , J − 2. Algoritmus lze tedy vždy provést

a je numericky stabilńı (nevede ke vzr̊ustaj́ıćım chybám).
Uvedený algoritmus potřebuje pro vyřešeńı soustavy (77) na jeden uzel tři sč́ıtáńı, tři

násobeńı a dvě děleńı, zat́ımco explicitńı schéma (64) vyžaduje tři sč́ıtáńı a dvě násobeńı
(popř. čtyři sč́ıtáńı a jedno násobeńı). Výpočetńı náročnost implicitńıho schématu je tedy
asi dvojnásobná oproti explicitńımu schématu. Důležité však je, že lze volit mnohem deľśı
časové kroky (aniž by se zhoršila přesnost), nebot’ nyńı neńı žádná podmı́nka stability
omezuj́ıćı volbu τ . Proto je celková výpočetńı náročnost implicitńı metody pro dosažeńı
zvoleného času T mnohem menš́ı než u explicitńı metody.

4.7 Dvoukrokové metody

Výše uvažované metody pro řešeńı úlohy (59)–(61) jsou druhého řádu přesnosti v pro-
storu, avšak obecně pouze prvńıho řádu přesnosti v čase. Nab́ıźı se proto uvažovat pro
diskretizaci časové derivace mı́sto jednostranné diference centrálńı diferenci, podobně jako
u leapfrog scheme (32). To vede v nejjednodušš́ım př́ıpadě ke schématu

(80)
Un+1
j − Un−1

j

2 τ
=
Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
, j = 1, 2, . . . , J − 1 , n ≥ 1 .

Snadno zjist́ıme, že chyba diskretizace je v tomto př́ıpadě druhého řádu v čase i v prostoru.
Uvedené schéma je př́ıkladem dvoukrokového schématu, nebot’ k určeńı hodnot Un+1

j

nestač́ı znát hodnoty Un
j , ale potřebujeme též hodnoty Un−1

j . Přibližné řešeńı tedy záviśı
nejen na počátečńı podmı́nce, ale též na hodnotách v čase t1. Tyto hodnoty bud’ muśıme
předepsat, a nebo muśıme stanovit postup, jak je určit. Obvykle se pro určeńı hodnot U1

j

použije nějaké jednokrokové schéma. Metody, které zahrnuj́ı v́ıce než dvě časové hladiny,
se souhrnně nazývaj́ı v́ıcekroková schémata.

Hodnoty přibližného řešeńı v čase t1 zaṕı̌seme ve tvaru

(81) U1
j =

∞∑
m=−∞

Bm eimπ j h , j = 0, 1, . . . , J ,
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a opět předpokládáme, že řada konverguje absolutně a že Bm = −B−m ∀ m ∈ Z. Po-
dobně jako při Fourierově analýze jednokrokových metod výše hledejme nejprve řešeńı
diferenčńıho schématu ve tvaru se ”separovanými proměnnými”, tj. položme

Un
j = ei k j h Ûn(k) ,

kde k = mπ, m ∈ Z. Dosazeńım do (80) źıskáme

(82) Ûn+1(k) + 2 q(k) Ûn(k)− Ûn−1(k) = 0 , n ≥ 1 , kde q(k) =
4 τ

h2
sin2 k h

2
.

Charakteristický polynom λ2 +2 q(k)λ−1 této soustavy diferenčńıch rovnic má dva r̊uzné
reálné kořeny λ± = −q(k)±

√
q(k)2 + 1, a tud́ıž obecné řešeńı soustavy (82) je

(83) Ûn(k) = α+(k)λ+(k)n + α−(k)λ−(k)n ,

kde koeficienty α± jsou libovolná komplexńı č́ısla. Tato č́ısla urč́ıme tak, aby platilo
Û0(mπ) = Am a Û1(mπ) = Bm. Z toho plyne

(84) α+(mπ) =
Bm − Am λ−(mπ)

λ+(mπ)− λ−(mπ)
, α−(mπ) =

Am λ+(mπ)−Bm

λ+(mπ)− λ−(mπ)
.

Řešeńı diskrétńıho problému (80), (66), (65), (81) je pak dáno řadou

(85) Un
j =

∞∑
m=−∞

eimπ j h Ûn(mπ) , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .

Bohužel složky řešeńı odpov́ıdaj́ıćı kořenu λ− jsou nestabilńı, nebot’ λ−(k) < −1, kdy-
koli sin(1

2
k h) 6= 0. Schéma (80) je tedy bezcenné, nebot’ je pro libovolnou volbu h a τ

nestabilńı.
Poznamenejme, že pokud charakteristický polynom soustavy diferenčńıch rovnic odpo-

v́ıdaj́ıćıch dvoukrokovému schématu má pro dané k jeden dvojnásobný kořen, tj. λ+(k) =
λ−(k) ≡ λ(k), má obecné řešeńı soustavy diferenčńıch rovnic tvar

Ûn(k) = α(k)λ(k)n + β(k)nλ(k)n−1 ,

kde α(k), β(k) ∈ C. V tomto př́ıpadě tedy je

(86) Ûn(mπ) = Am λ(mπ)n + [Bm − Am λ(mπ)]nλ(mπ)n−1 .

Pokud je koeficient u druhého členu nenulový, je ke stabilitě nutné, aby |λ(mπ)| < 1,

nebot’ jinak Ûn poroste lineárně v n.
Uvedená analýza schématu (80) samozřejmě neznamená, že každé dvoukrokové expli-

citńı schéma je vždy nestabilńı. Uvažujme např. schéma

(87)
Un+1
j − Un−1

j

2 τ
=
δ2
x U

n
j + δ2

x U
n−1
j

2h2
, j = 1, 2, . . . , J − 1 , n ≥ 1 .
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V tomto př́ıpadě źıskáme soustavu diferenčńıch rovnic

(88) Ûn+1(k) + q(k) Ûn(k) + (q(k)− 1) Ûn−1(k) = 0 , n ≥ 1 ,

jej́ıž charakteristický polynom má kořeny λ+(k) = 1− q(k) a λ−(k) = −1. Je-li q(k) 6= 2,

jsou oba kořeny r̊uzné a Ûn(k) je opět dáno vztahy (83) a (84). Zřejmě je |λ±(k)| ≤ 1
právě tehdy, když q(k) ∈ [0, 2), z čehož plyne podmı́nka stability τ ≤ h2/2. Je-li q(k) = 2,

je λ+(k) = λ−(k) a Ûn(k) je dáno vztahem (86) s λ(k) = −1. Př́ıpad q(mπ) = 2 za
uvedené podmı́nky stability může nastat pouze tehdy, je-li m = (2 l + 1)J , kde l ∈ Z.
Členy s m = (2 l+1)J se však v řešeńı neprojev́ı, nebot’ řadu (85) můžeme d́ıky vlastnosti

Ûn(mπ) = −Ûn(−mπ) ∀ m ∈ Z zapsat ve tvaru

Un
j = 2 i

∞∑
m=1

sin(mπ j h) Ûn(mπ) , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .

Schéma (87) je tedy pro τ ≤ h2/2 stabilńı.
Stabilita metody však nemuśı znamenat, že diskrétńı řešeńı bude bez oscilaćı. Jak jsme

viděli, plat́ı v př́ıpadě q(k) 6= 2

Ûn(k) = α+(k) (1− q(k))n + α−(k) (−1)n .

Označ́ıme-li

V n
j =

∞∑
m=−∞
q(mπ)<2

eimπ j h α+(mπ) (1− q(mπ))n , W j =
∞∑

m=−∞
q(mπ)<2

eimπ j h α−(mπ) ,

můžeme psát
Un
j = V n

j + (−1)nWj , j = 0, 1, . . . , J , n ≥ 0 .

Śıt’ová funkce Wj nezáviśı na čase, a pokud je nenulová, bude pro velké n představovat
dominantńı složku řešeńı, nebot’ V n

j → 0 pro n → ∞. Obvykle se projev́ı ve formě
oscilaćı, jejichž velikost může být i větš́ı než jsou hodnoty počátečńı podmı́nky, jelikož
velikost α+(mπ) a α−(mπ) může být podstatně větš́ı než |Am|. Ze stability metody však
plyne, že tyto oscilace nebudou pro n → ∞ nar̊ustat. Nav́ıc se jejich velikost zmenš́ı,
pokud zjemńıme śıt’.

Časově nezávislá osciluj́ıćı složka nebude v řešeńı schématu (87) př́ıtomna, pokud
řešeńı v čase t1 urč́ıme pomoćı schématu (64). Podle (72) a (71) je pak totiž Bm =
Am (1− q(mπ)) = Am λ+(mπ), a tud́ıž α−(mπ) = 0 pro každé m ∈ Z.

4.8 Disipace

Z diskuse v předchoźım odstavci plyne, že je žádoućı, aby diferenčńı schéma vedlo v kaž-
dém časovém kroku k poklesu amplitud vysokofrekvenčńıch složek řešeńı, tj. aby velikost
př́ıslušných amplifikačńıch faktor̊u byla menš́ı než 1. Jak již v́ıme z části 3.7, tento pokles
vysokofrekvenčńıch oscilaćı se nazývá disipace. Analogicky jako v definici 3 na str. 28

42



řekneme, že diferenčńı schéma je disipativńı řádu 2 r (má disipaci řádu 2 r), jestliže exi-
stuje kladná konstanta C nezávislá na h a τ taková, že každý amplifikačńı faktor λj(k)
splňuje

(89) |λj(k)| ≤ 1− C
(

sin
k h

2

)2 r

pro všechna vlnová č́ısla k. Poznamenejme, že pro každé k uvažujeme obecně v́ıce ampli-
fikačńıch faktor̊u, abychom do našich úvah zahrnuli i v́ıcekroková schémata. Pro ověřováńı
platnosti podmı́nky (89) může být užitečné si všimnout, že nerovnost (89) je ekvivalentńı
podmı́nce

|λj(k)|2 ≤ 1− C ′
(

sin
k h

2

)2 r

s konstantou C ′ nezávislou na h a τ . Disipativnost schématu je v př́ıpadě parabolických
rovnic velmi přirozeným požadavkem, nebot’ pak docháźı v pr̊uběhu času ke zhlazováńı
diskrétńıho řešeńı, stejně jako je tomu u řešeńı aproximované diferenciálńı rovnice.

Použit́ım vztahu (71) snadno zjist́ıme, že explicitńı schéma (64) je disipativńı řádu 2
pro µ ∈ [µ0, µ1] ⊂ (0, 1

2
), kde µ0 a µ1 jsou konstanty nezávislé na h a τ . Proto se obvykle

nepouž́ıvá volba µ = 1
2
, při ńıž je schéma (64) ještě stabilńı. Implicitńı schéma (77) je

disipativńı řádu 2 , je-li µ ≥ µ0 > 0, kde µ0 je konstanta nezávislá na h a τ . Schéma (87)
samozřejmě disipativńı neńı.

4.9 θ–metoda (θ–schéma, metoda váženého pr̊uměru)

Uvažujeme-li vážený pr̊uměr explicitńıho schématu (64) a implicitńıho schématu (77),
źıskáme šestibodové schéma

(90) Un+1
j − Un

j = µ [θ δ2
x U

n+1
j + (1− θ) δ2

x U
n
j ] , j = 1, 2, . . . , J − 1 , n ≥ 0 .

Budeme předpokládat, že θ ∈ [0, 1]. Pro θ = 0 źıskáváme explicitńı schéma (64) a pro
θ = 1 plně implicitńı schéma (77). Pro libovolné θ ∈ (0, 1] je k určeńı hodnot přibližného
řešeńı v čase tn+1 nutno vyřešit tridiagonálńı soustavu lineárńıch rovnic

−θ µUn+1
j−1 + (1 + 2 θ µ)Un+1

j − θ µUn+1
j+1 = [1 + (1− θ)µ δ2

x]U
n
j , j = 1, 2, . . . , J − 1 .

Koeficienty splňuj́ı nerovnosti (78), a můžeme tedy použ́ıt Thomas̊uv algoritmus.
Stabilitu vyšetř́ıme opět pomoćı Fourierovy metody. Dosazeńım Un

j = ei k j h λn do (90)
źıskáme

λ =
1− 4 (1− θ)µ sin2 k h

2

1 + 4 θ µ sin2 k h
2

.

Zřejmě λ ≤ 1. Nestabilita se může objevit pouze pokud λ < −1, což nastane právě tehdy,
když

4 (1− 2 θ)µ sin2 k h

2
> 2 .
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Z toho plyne, že

(91)


Je-li θ ∈ [0, 1

2
), pak (90) je stabilńı ⇐⇒ µ ≤ 1

2 (1− 2 θ)
.

Je-li θ ∈ [1
2
, 1], pak (90) je stabilńı ∀ µ > 0 .

V prvńım př́ıpadě je tedy schéma podmı́něně stabilńı, v druhém nepodmı́něně stabilńı.
Chybu diskretizace schématu (90) je vhodné poč́ıtat v čase tn+1/2 ≡ (n + 1

2
) τ , tj.

definujeme

ε
n+1/2
j = εh,τ (xj, tn+1/2) =

u(xj, tn+1)− u(xj, tn)

τ
− θ δ2

x u(xj, tn+1) + (1− θ) δ2
x u(xj, tn)

h2
.

Tedy

εh,τ (x, t) =
δt u(x, t)

τ
−
θ δ2

x u(x, t+ τ
2
) + (1− θ) δ2

x u(x, t− τ
2
)

h2

=
δt u(x, t)

τ
− (θ − 1

2
)
δt δ

2
x u(x, t)

h2
−
δ2
x u(x, t+ τ

2
) + δ2

x u(x, t− τ
2
)

2h2
.

Dosazeńım Taylorových rozvoj̊u źıskáme

εh,τ (x, t) = [ut + 1
24
uttt τ

2 + . . . ]− (θ − 1
2
) [uxxt τ + 1

12
uxxxxt h

2 τ + . . . ]

−[uxx + 1
12
uxxxx h

2 + 2
6!
uxxxxxx h

4 + 1
8
uxxtt τ

2 + . . . ] .

Použit́ım (59) zjǐst’ujeme, že obecně εh,τ = O(τ+h2), avšak pro θ = 1
2

je εh,τ = O(τ 2 +h2).
Pro θ = 1

2
je tedy schéma (90) druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase a nazývá se

schéma Crankovo–Nicolsonové. Jelikož je nepodmı́něně stabilńı, můžeme uvažovat h =
O(τ). Pak εh,τ = O(τ 2) a jsme tedy schopni dosáhnout dobrou přesnost při malé výpočetńı
náročnosti. Při volbě h = O(τ) však schéma Crankovo–Nicolsonové neńı disipativńı, což
zp̊usobuje, že při nehladké počátečńı podmı́nce může být méně přesné než plně implicitńı
schéma (77), které je disipativńı řádu 2.

Metodu druhého řádu přesnosti v čase lze źıskat též pro

θ =
1

2
− h2

12 τ
, tj. µ =

1

6 (1− 2 θ)
.

(Muśı být h2 ≤ 6 τ , aby bylo θ ≥ 0.) Při této volbě je dle (91) schéma (90) stabilńı a plat́ı
εh,τ = O(τ 2 +h4). Opět tedy můžeme použ́ıvat velké časové kroky a metoda bude přitom
pro hladké počátečńı podmı́nky přesná a stabilńı. Při volbě h = O(τ) však schéma opět
neńı disipativńı a pro malé h je bĺızké schématu Crankovu–Nicolsonové.

I když lze odvodit řadu daľśıch schémat pro řešeńı úlohy (59)–(61), nejpouž́ıvaněǰśı je
v praxi schéma (90). Nejlepš́ı volba parametru θ však záviśı na řešeném problému a často
neńı jasné, které schéma je opravdu nejlepš́ı.
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4.10 Princip maxima a konvergence

Věta 8 θ–schéma (90) s θ ∈ [0, 1] a µ (1− θ) ≤ 1
2

dává přiblǐzné řešeńı {Un
j } splňuj́ıćı

Un
min ≤ Un

j ≤ Un
max ,

kde

Un
min = min{Um

0 , 0 ≤ m ≤ n ; U0
j , 0 ≤ j ≤ J ; Um

J , 0 ≤ m ≤ n} ,
Un

max = max{Um
0 , 0 ≤ m ≤ n ; U0

j , 0 ≤ j ≤ J ; Um
J , 0 ≤ m ≤ n} .

D̊ukaz. Schéma (90) zaṕı̌seme ve tvaru

(1 + 2 θ µ)Un+1
j(92)

= θ µ (Un+1
j−1 + Un+1

j+1 ) + (1− θ)µ (Un
j−1 + Un

j+1) + [1− 2 (1− θ)µ]Un
j .

Koeficienty na pravé straně jsou nezáporné a jejich součet je (1 + 2 θ µ) (koeficienty před
dvojčleny poč́ıtáme dvakrát). Předpokládejme, že U nabývá svého maxima ve vnitřńım
bodě a necht’ toto maximum je Un+1

j . Pak hodnoty U na pravé straně vztahu (92) jsou

menš́ı nebo rovny Un+1
j , a jelikož součet koeficient̊u je (1 + 2 θ µ), muśı být U = Un+1

j

v každém z pěti sousedńıch uzl̊u v (92), pokud př́ıslušný koeficient je nenulový. Je-li tedy
θ 6= 0, dostáváme Un+1

j = Un+1
0 = Un+1

J . Je-li θ = 0, můžeme zkonstruovat posloupnost

bod̊u, až dosáhneme hranice. Tedy Un+1
j = Un

max. Stejným zp̊usobem lze postupovat pro
minimum. �

Věta 9 Uvažujme posloupnost (hi, τi)→ (0, 0) pro i→∞ a necht’ µi (1− θ) ≤ 1
2
. Necht’

chyba diskretizace odpov́ıdaj́ıćı schématu (90) konverguje k nule stejnoměrně v množině
[0, 1] × [0, T ]. Necht’ chyby v okrajových a počátečńıch podmı́nkách rovněž konverguj́ı
stejnoměrně k nule pro i → ∞. Pak aproximace dané schématem (90) konverguj́ı stej-
noměrně v [0, 1]× [0, T ] k řešeńı rovnice (59) s konzistentńımi okrajovými a počátečńımi
podmı́nkami.

D̊ukaz. Dle definice chyby diskretizace je pro enj = Un
j − u(xj, tn)

(1 + 2 θ µ) en+1
j = θ µ (en+1

j−1 + en+1
j+1 ) + (1− θ)µ (enj−1 + enj+1)(93)

+ [1− 2 (1− θ)µ] enj − τ ε
n+1/2
j , j = 1, 2, . . . , J − 1, n = 0, 1, 2, . . . .

Předpokládejme nejprve, že e0
j = 0, j = 0, . . . , J , en0 = enJ = 0, n = 0, 1, 2, . . . a označme

‖en‖∞ = max
j=0,...,J

|enj | , ‖εn+1/2‖∞ = max
j=1,...,J−1

|εn+1/2
j | .

Pak
(1 + 2 θ µ) ‖en+1‖∞ ≤ 2 θ µ ‖en+1‖∞ + ‖en‖∞ + τ ‖εn+1/2‖∞ ,
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a tud́ıž ‖en+1‖∞ ≤ ‖en‖∞ + τ ‖εn+1/2‖∞, z čehož plyne

‖en‖∞ ≤ τ

n−1∑
m=0

‖εm+1/2‖∞ ≤ n τ max
m=0,...,n−1

‖εm+1/2‖∞ → 0 pro i→∞ .

Předpokládejme nyńı, že chyby v okrajových a počátečńıch podmı́nkách jsou nenulové,
tj.

(94) e0
j = η0

j , j = 0, . . . , J , en0 = ηn0 , e
n
J = ηnJ , n = 0, 1, 2, . . . .

Pak enj = ēnj +ẽnj , kde ēnj splňuje (93) s homogenńımi počátečńımi a okrajovými podmı́nka-
mi a ẽnj splňuje (92) a (94). Pak ‖ēn‖∞ splňuje předchoźı odhad a ‖ẽn‖∞ ≤ max{|ηm0 |, 0 ≤
m ≤ n ; |η0

j |, 0 ≤ j ≤ J ; |ηmJ |, 0 ≤ m ≤ n} dle předchoźı věty. �

Podmı́nka pro platnost principu maxima je mnohem v́ıce omezuj́ıćı než podmı́nka
stability plynoućı z Fourierovy analýzy. Např́ıklad pro θ = 1

2
dostáváme µ ≤ 1.

Princip maxima představuje alternativńı prostředek pro źıskáńı podmı́nek stability.
Oproti Fourierově analýze má tu výhodu, že ho lze snadno aplikovat i na úlohy s nekon-
stantńımi koeficienty. Avšak snadné je odvodit pouze postačuj́ıćı podmı́nky stability.

4.11 Obecněǰśı okrajové podmı́nky1

Nahrad’me Dirichletovu okrajovou podmı́nku v bodě x = 0 okrajovou podmı́nkou

(95) ux(0, t) = α(t)u(0, t) + g(t) ∀ t > 0 ,

kde α(t) ≥ 0.
Nejjednodušš́ı aproximace okrajové podmı́nky (95) v čase t = tn je

Un
1 − Un

0

h
= αn Un

0 + gn , αn ≡ α(tn), gn ≡ g(tn) ,

z čehož plyne

(96) Un
0 = βn Un

1 − βn gn h , kde βn =
1

1 + αn h
.

Nyńı můžeme definovat θ–schéma stejným zp̊usobem jako výše. Soustava je opět tridia-
gonálńı a má nyńı J rovnic. Rovnice (96) je prvńı rovnićı této soustavy.

Z (96) plyne, že v prvńım vnitřńım bodě je

δ2
x U

n
1 = Un

2 − 2Un
1 + Un

0 = Un
2 − (2− βn)Un

1 − βn gn h .

Dostáváme tedy

Un+1
1 − Un

1 = µ θ {Un+1
2 − (2− βn+1)Un+1

1 − βn+1 gn+1 h}
+µ (1− θ) {Un

2 − (2− βn)Un
1 − βn gn h} ,

1Tato část nebyla odpřednášena a nebude zkoušena
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z čehož plyne

[1 + θ µ (2− βn+1)]Un+1
1 = [1− (1− θ)µ (2− βn)]Un

1 + θ µUn+1
2 + (1− θ)µUn

2

−µh [θ βn+1 gn+1 + (1− θ) βn gn] .

Definujeme-li obvyklým zp̊usobem chybu diskretizace ε
n+1/2
1 , plat́ı pro chybu aproximace

en1 = Un
1 − u(x1, tn)

[1 + θ µ (2− βn+1)] en+1
1 = [1− (1− θ)µ (2− βn)] en1 + θ µ en+1

2 + (1− θ)µ en2 − τ ε
n+1/2
1 .

Jelikož se tato rovnice lǐśı od rovnic v ostatńıch uzlech śıtě, nemůžeme použ́ıt Fourierovu
analýzu chyby. Lze však využ́ıt princip maxima, nebot’ pro µ (1−θ) ≤ 1

2
jsou všechny koe-

ficienty nezáporné a součet koeficient̊u napravo neńı větš́ı než koeficient nalevo. Můžeme
proto odhadnout chybu aproximace pomoćı chyby diskretizace stejně jako výše.

Zbývá odhadnout ε
n+1/2
1 . Uvažujme př́ıpad θ = 0 (explicitńı metoda). Pak

Un+1
1 − Un

1

τ
=

δ2
x U

n
1

h2
+

1

h2
[−Un

0 + βn Un
1 − βn gn h]

=
δ2
x U

n
1

h2
+
βn

h

[
Un

1 − Un
0

h
− αn Un

0 − gn
]
.

Tedy (při označeńı unj = u(xj, tn))

ε
n+1/2
1 =

un+1
1 − un1
τ

− δ2
x u

n
1

h2
− βn

h

[
∆−x u

n
1

h
− αn un0 − gn

]
= [ut + 1

2
utt τ + . . . ](x1, tn)− [uxx + 1

12
uxxxx h

2 + . . . ](x1, tn)

− β
n

h
[ux + 1

2
uxx h+ . . .− αu− g](x0, tn)

≈ −1
2
βn uxx(x0, tn) .

Chyba diskretizace tud́ıž nekonverguje k nule. Důkaz konvergence chyby aproximace lze
sice zachránit, avšak diskrétńı řešeńı je zat́ıženo poměrně velkou chybou.

Zkusme jiný postup. Zavedeme fiktivńı hodnotu Un
−1 vně [0, 1], takže okrajovou pod-

mı́nku (95) můžeme aproximovat vztahem

(97)
Un

1 − Un
−1

2h
= αn Un

0 + gn .

V bodě x = 0 aproximujeme rovnici jako ve vnitřńıch bodech a za Un
−1 dosad́ıme z (97).

Pak

Un+1
0 − Un

0 = µ θ [Un+1
1 − 2Un+1

0 + (Un+1
1 − 2hαn+1 Un+1

0 − 2h gn+1)]

+µ (1− θ) [Un
1 − 2Un

0 + (Un
1 − 2hαn Un

0 − 2h gn)] ,

z čehož plyne

[1 + 2 θ µ (1 + αn+1 h)]Un+1
0 = [1− 2 (1− θ)µ (1 + αn h)]Un

0

+ 2 θ µUn+1
1 + 2 (1− θ)µUn

1 − 2µh [θ gn+1 + (1− θ) gn] .

Pokud µ (1−θ) (1+αn h) ≤ 1
2
, je možno chybu aproximace opět odhadnout pomoćı chyby

diskretizace postupem založeným na principu maxima. Chyba diskretizace je v tomto
př́ıpadě ε

n+1/2
0 = O(τ + h).
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4.12 Obecněǰśı lineárńı rovnice2

Uvažujme nejdř́ıve rovnici

ut = b uxx ∀ t > 0, x ∈ (0, 1) ,

kde b = b(x, t) > 0. Explicitńımu schématu (64) pak odpov́ıdá diskretizace

Un+1
j = Un

j +
τ

h2
bnj (Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1) ,

kde bnj = b(xj, tn). Stejně jako dř́ıve źıskáme

εh,τ (x, t) = 1
2
utt τ − 1

12
b(x, t)uxxxx h

2 + . . . .

Konvergenci lze dokázat stejným zp̊usobem jako pro b = 1, ale podmı́nku stability je
třeba nahradit podmı́nkou

τ

h2
b(x, t) ≤ 1

2
.

Odhad chyby pak je

|Un
j − u(xj, tn)| ≤ T (1

2
M1 τ + 1

12
BM2 h

2) ,

kde B ≥ b(x, t) ∀ (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ].
θ–schéma lze definovat r̊uznými zp̊usoby. Jednou možnost́ı je uvažovat

Un+1
j − Un

j =
τ

h2
b∗ [θ δ2

x U
n+1
j + (1− θ) δ2

x U
n
j ] ,

kde b∗ je nějaká vhodná hodnota. Nab́ıźı se položit b∗ = b
n+1/2
j . Rozvoj chyby diskretizace

je pak stejný jako dř́ıve až na přenásobeńı faktorem b. Rovněž konvergenci lze dokázat
jako dř́ıve pomoćı principu maxima, avšak potřebujeme, aby

τ

h2
(1− θ) b(x, t) ≤ 1

2
.

Je též možné položit b∗ = 1
2
(bn+1
j + bnj ), což nezhorš́ı odhad chyby diskretizace, nebot’

b∗ = [b+ 1
4
btt τ

2 + . . . ](xj, tn+1/2).
Nejobecněǰśı tvar lineárńı parabolické rovnice druhého řádu je

(98) ut = b uxx − a ux + c u+ d ∀ t > 0, x ∈ (0, 1) ,

kde a = a(x, t), b = b(x, t), c = c(x, t), d = d(x, t) jsou dané funkce, přičemž b > 0.
Explicitńı schéma je přirozené uvažovat ve tvaru

(99)
Un+1
j − Un

j

τ
= bnj

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− anj

Un
j+1 − Un

j−1

2h
+ cnj U

n
j + dnj .

2Tato část nebyla odpřednášena a nebude zkoušena
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Označ́ıme-li
µnj =

τ

h2
bnj , νnj =

τ

h
anj ,

zjist́ıme, že chyba aproximace splňuje

en+1
j = (1− 2µnj + τ cnj ) enj + (µnj − 1

2
νnj ) enj+1 + (µnj + 1

2
νnj ) enj−1 − τ εnj .

Abychom při odhadu chyby mohli postupovat jako dř́ıve, muśıme zajistit, že koeficienty
jsou nezáporné a jejich součet neńı větš́ı než 1. To vyžaduje

(100) 1
2
|νnj | ≤ µnj , 2µnj − τ cnj ≤ 1 , cnj ≤ 0 .

Speciálně (dle prvńı podmı́nky) muśı být

h
|anj |
2 bnj
≤ 1

a toto omezeńı implikuje omezeńı τ prostřednictv́ım druhé podmı́nky:

τ ≤ h2

2 bnj − h2 cnj
.

V mnoha úlohách z praxe je |anj | � bnj , což vyžaduje velmi malé prostorové a časové kroky.
Jednoduchý zp̊usob, jak tento problém napravit, je použ́ıt aproximace

ux(xj, tn) ≈


Un
j − Un

j−1

h
je-li a(xj, tn) ≥ 0,

Un
j+1 − Un

j

h
je-li a(xj, tn) < 0.

Funkci a můžeme interpretovat jako rychlost látky, v ńıž sledujeme rozložeńı veličiny u,
ve směru kladné x–ové poloosy. K diskretizaci ux(xj, tn) tedy využ́ıváme hodnoty u z té
strany, odkud se do bodu xj v čase tn látka pohybujeme. Hovoř́ıme proto o diskretizaci
typu upwind .

Předpokládejme pro jednoduchost, že a(x, t) ≥ 0 a c(x, t) = 0. Explicitńı schéma má
pak tvar

Un+1
j − Un

j

τ
= bnj

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− anj

Un
j − Un

j−1

2h
+ dnj ,

což dává
en+1
j = (1− 2µnj − νnj ) enj + µnj e

n
j+1 + (µnj + νnj ) enj−1 − τ εnj .

Aby všechny koeficienty na pravé straně byly nezáporné, potřebujeme nyńı pouze podmı́n-
ku 2µnj + νnj ≤ 1. Stabilita tedy nevyžaduje žádné omezeńı prostorového kroku h. Cenou
za to je, že nyńı máme pouze εnj = O(h+ τ).

Někdy se můžeme setkat s parabolickou rovnićı v samoadjungovaném tvaru

ut = (p(x, t)ux)x ∀ t > 0, x ∈ (0, 1) ,
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kde p > 0. Rozderivováńım můžeme tuto rovnici převést do tvaru (98), ale obvykle je
výhodněǰśı zkonstruovat diferenčńı aproximaci p̊uvodńıho samoadjungovaného tvaru:

[(p ux)x](xj, tn) ≈ 1

h
[(p ux)(xj+1/2, tn)− (p ux)(xj−1/2, tn)]

≈ 1

h2
[pnj+1/2 (unj+1 − unj )− pnj−1/2 (unj − unj−1)] .

Explicitńı diferenčńı schéma má tedy tvar

Un+1
j − Un

j

τ
=
pnj+1/2 (Un

j+1 − Un
j )− pnj−1/2 (Un

j − Un
j−1)

h2
,

a tud́ıž

Un+1
j = [1− µ (pnj+1/2 + pnj−1/2)]Un

j + µ pnj+1/2 U
n
j+1 + µ pnj−1/2 U

n
j−1 , µ =

τ

h2
.

Chybu aproximace můžeme tud́ıž vyšetřovat stejným zp̊usobem jako dř́ıve, budou-li vše-
chny koeficienty nezáporné, což je splněno, pokud µP ≤ 1

2
, kde P splňuje p(x, t) ≤ P

v uvažované oblasti. Máme tedy omezeńı stejného typu jako dř́ıve.
Zřejmým zp̊usobem lze na výše uvažované obecněǰśı rovnice zobecnit θ–schéma vedoućı

k implicitńımu schématu.

5 Parabolické rovnice ve dvou prostorových dimen-

źıch3

Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená oblast. Hledáme funkci u = u(x, y, t) definovanou pro (x, y) ∈ Ω
a t ≥ 0 takovou, že

ut = ∆u ≡ uxx + uyy ∀ t > 0, (x, y) ∈ Ω ,(101)

u(x, y, t) = ub(x, y, t) ∀ t > 0, (x, y) ∈ ∂Ω ,(102)

u(x, y, 0) = u0(x, y) ∀ (x, y) ∈ Ω ,(103)

kde ub a u0 jsou zadané funkce.
Předpokládejme nejdř́ıve, že Ω = (0, X) × (0, Y ), zvolme Jx, Jy ∈ N a položme hx =

X/Jx, hy = Y/Jy. Oblast Ω pokryjeme rovnoměrnou pravoúhlou śıt́ı s krokem děleńı hx v
x–ovém směru a hy v y–ovém směru. Uzly prostorové śıtě jsou (xr, ys) = (r hx, s hy), kde
r = 0, 1, . . . , Jx a s = 0, 1, . . . , Jy. Přibližné řešeńı znač́ıme

Un
r,s ≈ u(xr, ys, tn) , r = 0, 1, . . . , Jx, s = 0, 1, . . . , Jy, n = 0, 1, 2, . . . .

Nejjednodušš́ı explicitńı diferenčńı schéma je

Un+1
r,s − Un

r,s

τ
=
δ2
x U

n
r,s

h2
x

+
δ2
y U

n
r,s

h2
y

, r = 1, . . . , Jx − 1, s = 1, . . . , Jy − 1 .

3Tato část nebyla odpřednášena a nebude zkoušena
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Hodnota Un+1
r,s je určena hodnotami Un

r,s, U
n
r+1,s, U

n
r−1,s, U

n
r,s+1, Un

r,s−1; hovoř́ıme o tzv. pěti-
bodovém schématu.

Vlastnosti schématu lze analyzovat analogicky jako v jedné dimenzi. Chyba diskreti-
zace je

ε(x, t) = 1
2
utt τ − 1

12
[uxxxx h

2
x + uyyyy h

2
y] + . . . .

Za předpokladu omezenosti uvedených derivaćı a při

µx + µy ≤ 1
2
, kde µx =

τ

h2
x

, µy =
τ

h2
y

,

dostaneme stejně jako v jedné dimenzi pro chybu aproximace

‖en‖∞ ≤ T (1
2
M1 τ + 1

12
Mx

2 h
2
x + 1

12
My

2 h
2
y) .

Lze rovněž aplikovat Fourierovu analýzu stability. Pro Un
r,s = λn ei[kx r hx+ky s hy ] dostaneme

amplifikačńı faktor

λ = λ(k) = 1− 4

[
µx sin2 kx hx

2
+ µy sin2 ky hy

2

]
,

kde k = (kx, ky). Vid́ıme, že |λ(k)| ≤ 1 ∀ k právě tehdy, když µx + µy ≤ 1
2
.

Zřejmým zp̊usobem můžeme též rozš́ı̌rit do dvou dimenźı θ–metodu. Speciálně metoda
Crankova–Nicolsonové bude

(1− 1
2
µx δ

2
x − 1

2
µy δ

2
y)U

n+1
r,s = (1 + 1

2
µx δ

2
x + 1

2
µy δ

2
y)U

n
r,s .

Soustava rovnic již neńı tridiagonálńı a jej́ı vyřešeńı je podstatně dražš́ı než výpočet
hodnot Un+1

r,s u explicitńı metody. Hledáme proto jiné možnosti, jak źıskat nepodmı́něně
stabilńı metodu.

5.1 Metoda stř́ıdavých směr̊u

Uvažujme následuj́ıćı modifikaci schématu Crankova–Nicolsonové:

(104) (1− 1
2
µx δ

2
x)(1− 1

2
µy δ

2
y)U

n+1
r,s = (1 + 1

2
µx δ

2
x)(1 + 1

2
µy δ

2
y)U

n
r,s .

Dodatečné členy ve schématu nezhorš́ı chybu diskretizace, nebot’

1

4
µx µy δ

2
x δ

2
y

u(x, y, t+ 1
2
τ)− u(x, y, t− 1

2
τ)

τ
≈ τ 2

4h2
x h

2
y

δ2
x δ

2
y ut(x, y, t)

≈ 1

4
uxxyyt(x, y, t) τ

2 ,

a tud́ıž εhx,hy ,τ = O(h2
x + h2

y + τ 2). Přednost schématu tkv́ı v tom, že výpočet Un+1
r,s lze

rozložit na řešeńı problémů s tridiagonálńımi maticemi. Zavedeme mezivýsledek U
n+1/2
r,s a

(104) zaṕı̌seme v ekvivalentńım tvaru

(1− 1
2
µx δ

2
x)U

n+1/2
r,s = (1 + 1

2
µy δ

2
y)U

n
r,s , r = 1, . . . , Jx − 1, s = 1, . . . , Jy − 1 ,(105)

(1− 1
2
µy δ

2
y)U

n+1
r,s = (1 + 1

2
µx δ

2
x)U

n+1/2
r,s , r = 1, . . . , Jx − 1, s = 1, . . . , Jy − 1 .(106)

51



Výpočet U
n+1/2
r,s z (105) představuje vyřešeńı Jy− 1 soustav lineárńıch rovnic řádu Jx− 1.

Podobně (106) sestává z Jx − 1 soustav lineárńıch rovnic řádu Jy − 1. Každá ze soustav
má tridiagonálńı matici a provedeńı jednoho časového kroku je tak mnohem rychleǰśı než
řešeńı soustavy lineárńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı Crankově–Nicolsonové metodě. Výpočetńı
náročnost je asi trojnásobná ve srovnáńı s jedńım krokem explicitńıho schématu. Dosaze-
ńım Fourierova členu λn ei[kx r hx+ky s hy ] do (104) źıskáme

λ(k) =

(
1− 2µx sin2 kx hx

2

)(
1− 2µy sin2 ky hy

2

)
(

1 + 2µx sin2 kx hx
2

)(
1 + 2µy sin2 ky hy

2

)
z čehož plyne, že schéma (104) je nepodmı́něně stabilńı.

6 Numerické řešeńı eliptických parciálńıch

diferenciálńıch rovnic 2. řádu

6.1 Diskretizace Poissonovy rovnice

Uvažujme modelovou úlohu

(107) −∆u = f v Ω := (0, 1)2 , u = 0 na ∂Ω .

Množinu Ω pokryjeme rovnoměrnou čtvercovou śıt́ı s J intervaly v každém směru, č́ımž
vzniknou uzly (xr, ys) := (r h, s h), r, s = 0, . . . , J , kde h = 1/J . Označ́ıme

NΩ = {(xr, ys) ; r, s ∈ {1, . . . , J − 1}} ,
N∂Ω = {(xr, 0), (xr, 1), (0, ys), (1, ys) ; r, s ∈ {0, . . . , J}} .

Pak NΩ ⊂ Ω a N∂Ω ⊂ ∂Ω, tj. NΩ je množina vnitřńıch uzl̊u a N∂Ω je množina hraničńıch
uzl̊u. Řešeńı u úlohy (107) budeme v uzlech (xr, ys) ∈ NΩ ∪N∂Ω aproximovat hodnotami
Ur,s. Dále zavedeme označeńı ur,s := u(xr, ys) a fr,s := f(xr, ys).

K diskretizaci úlohy (107) použijeme v každém vnitřńım uzlu (xr, ys) ∈ NΩ aproximaci

(∆u)(xr, ys) = uxx(xr, ys) + uyy(xr, ys) ≈
δ2
x ur,s
h2

+
δ2
y ur,s

h2

=
ur+1,s − 2ur,s + ur−1,s

h2
+
ur,s+1 − 2ur,s + ur,s−1

h2
,

což nás vede k následuj́ıćı definici přibližného řešeńı {Ur,s}Jr,s=0:

4Ur,s − Ur+1,s − Ur−1,s − Ur,s+1 − Ur,s−1

h2
= fr,s , r, s = 1, . . . , J − 1 ,(108)

Ur,0 = Ur,J = U0,s = UJ,s = 0 , r, s = 0, . . . , J .(109)

K určeńı přibližného řešeńı je tedy třeba vyřešit soustavu (J−1)2 lineárńıch algebraických
rovnic.
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6.2 Konvergence přibližných řešeńı

Necht’ U = {Ur,s}Jr,s=0 je libovolná śıt’ová funkce a definujme operátor Lh vztahem

(Lh U)r,s :=
4Ur,s − Ur+1,s − Ur−1,s − Ur,s+1 − Ur,s−1

h2
, r, s = 1, . . . , J − 1 .

Mı́sto (Lh U)r,s budeme už́ıvat jednodušš́ı značeńı Lh Ur,s. Pak úlohu (108)–(109) můžeme
ekvivalentně zapsat ve tvaru

(110) Lh UP = fP ∀ P ∈ NΩ , UP = 0 ∀ P ∈ N∂Ω ,

kde pro uzly śıtě nyńı použ́ıváme značeńı P mı́sto (xr, ys). Později ukážeme (viz d̊usledek 1
na str. 61), že operátor Lh splňuje diskrétńı princip maxima

(111) Lh UP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

UQ .

Podobně jako u evolučńıch úloh můžeme princip maxima využ́ıt k odhadu chyby apro-
ximace. Nejprve definujeme chybu diskretizace

εr,s := Lh ur,s − fr,s , r, s = 1, . . . , J − 1 ,

což můžeme ekvivalentně zapsat ve tvaru

(112) εP := Lh uP − fP ∀ P ∈ NΩ .

Použit́ım Taylorova rozvoje źıskáme pro libovolné P ∈ NΩ

(113) |εP | ≤
1

12
(M1 +M2)h2 , kde M1 = max

Ω
|uxxxx| , M2 = max

Ω
|uyyyy| .

Pomoćı (112), (110) a (107) zjǐst’ujeme, že chyba aproximace eP := UP − uP splňuje

(114) Lh eP = −εP ∀ P ∈ NΩ , eP = 0 ∀ P ∈ N∂Ω .

Vztah (114) nám umožňuje pomoćı diskrétńıho principu maxima (111) a odhadu
chyby diskretizace (113) odvodit odhad chyby aproximace. Za t́ım účelem je potřeba
definovat vhodnou funkci splňuj́ıćı levou stranu implikace (111), k čemuž podobně jako
u odvozeńı odhadu chyby aproximace pro přibližné řešeńı transportńı rovnice využijeme
tzv. srovnávaćı funkci Φ. V tomto př́ıpadě ji můžeme definovat vztahem

Φ(x, y) := (x− 1
2
)2 + (y − 1

2
)2 .

Funkci Φ přǐrad́ıme śıt’ovou funkci {ΦP}P∈NΩ∪N∂Ω
, kde ΦP = Φ(P ). Jelikož funkce Φ má

nulové čtvrté derivace, plyne ze (113), že

Lh ΦP = (−∆Φ)(P ) = −4 ∀ P ∈ NΩ .
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Označme

ΨP := eP +
1

4

h2

12
(M1 +M2) ΦP .

Pak

Lh ΨP = Lh eP −
h2

12
(M1 +M2) = −εP −

h2

12
(M1 +M2) ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ

a podle (111) je

ΨP ≤
1

4

h2

12
(M1 +M2) max

Q∈N∂Ω

ΦQ =
1

8

h2

12
(M1 +M2) ∀ P ∈ NΩ .

Jelikož eP ≤ ΨP , dostáváme

UP − uP ≤
1

96
(M1 +M2)h2 .

Označ́ıme-li ΨP := −eP + 1
4
h2

12
(M1 +M2) ΦP , źıskáme stejný odhad pro −(UP − uP ). Je

tedy

|Ur,s − u(xr, ys)| ≤
1

96
(M1 +M2)h2 ∀ r, s ∈ {0, . . . , J} .

6.3 Obecněǰśı rovnice difúze

Uvažujme úlohu

(115) −div(a∇u) = f v Ω , α0 u+ α1
∂u

∂n
= g na ∂Ω ,

kde Ω je omezená oblast v R2, n je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω, a je hladká funkce
splňuj́ıćı a(x, y) ≥ a0 > 0 a α0, α1 jsou konstanty splňuj́ıćı

α0 ≥ 0 , α1 ≥ 0 , α0 + α1 > 0 .

Rovnice (115) popisuje difúzi veličiny u v nehomogenńım izotropńım prostřed́ı. Pokud
je a(x, y) = ε, jedná se o difúzi v homogenńım izotropńım prostřed́ı a rovnice (115) se
redukuje na rovnici (107).

Oblast Ω pokryjeme pravidelnou obdélńıkovou śıt́ı s krokem hx ve směru osy x a
s krokem hy ve směru osy y. Uzly śıtě, které lež́ı vedle sebe na některé ze śıt’ových př́ımek
nazýváme sousedńı. Každý uzel má tedy čtyři sousedńı uzly. Uzly lež́ıćı v Ω, jejichž všichni
čtyři sousedé lež́ı v Ω nazýváme regulárńı uzly . Uzly lež́ıćı v Ω, jejichž některý soused nelež́ı
v Ω nazýváme neregulárńı uzly . Pokud Ω je mnohoúhelńık, jehož hrany jsou rovnoběžné
se souřadnými osami, můžeme zkonstruovat śıt’ tak, aby neobsahovala neregulárńı uzly.
U oblast́ı s komplikovaněǰśı hranićı to však obecně nelze.

Pro diskretizaci úlohy (115) se nab́ıźı levou stranu parciálńı diferenciálńı rovnice roz-
derivovat a derivace funkce u aproximovat diferenčńımi kvocienty uvažovanými dř́ıve.
Označ́ıme-li b = −ax, c = −ay, můžeme rovnici (115) zapsat ve tvaru

(116) −a∆u+ b ux + c uy = f v Ω
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a v regulárńıch uzlech (xr, ys) aproximovat použit́ım centrálńıch diferenćı, č́ımž źıskáme

(117) −ar,s
(
δ2
x Ur,s
h2
x

+
δ2
y Ur,s

h2
y

)
+ br,s

∆0x Ur,s
hx

+ cr,s
∆0y Ur,s
hy

= fr,s .

Snadno lze ukázat, že chyba diskretizace je druhého řádu v hx a hy. Později uvid́ıme,
že k platnosti diskrétńıho principu maxima je potřeba, aby koeficienty schématu (117)
v uzlech soused́ıćıch s uzlem (xr, ys) byly nekladné. Avšak koeficient u Ur−1,s je roven
−(2 ar,s + br,s hx)/(2h

2
x) a koeficient u Ur+1,s je −(2 ar,s − br,s hx)/(2h2

x). Muśı tedy být
|br,s|hx ≤ 2 ar,s a podobně |cr,s|hy ≤ 2 ar,s. Z toho tedy plyne, že tam, kde a je malé, ale
rychle se měńı (a má tud́ıž velké prvńı derivace), muśıme použ́ıt dostatečně jemnou śıt’.

Je proto výhodněǰśı diskretizovat př́ımo rovnici (115), která má podle definice diver-
gence tvar

−(a ux)x − (a uy)y = f v Ω .

Ukažme si podrobně aproximaci výrazu (a ux)x v regulárńım uzlu (xr, ys). Označ́ıme-li
xr± 1

2
:= xr ± 1

2
hx, pak

(a ux)x(xr, ys) ≈
(a ux)(xr+ 1

2
, ys)− (a ux)(xr− 1

2
, ys)

hx

≈ 1

hx

(
ar+ 1

2
,s

ur+1,s − ur,s
hx

− ar− 1
2
,s

ur,s − ur−1,s

hx

)
≈ 1

h2
x

(
ar+ 1

2
,s (Ur+1,s − Ur,s)− ar− 1

2
,s (Ur,s − Ur−1,s)

)
.

Analogicky postupujeme u výrazu (a uy)y, č́ımž źıskáme pro aproximaci rovnice (115)
schéma

− 1

h2
x

(
ar+ 1

2
,s (Ur+1,s − Ur,s)− ar− 1

2
,s (Ur,s − Ur−1,s)

)
(118)

− 1

h2
y

(
ar,s+ 1

2
(Ur,s+1 − Ur,s)− ar,s− 1

2
(Ur,s − Ur,s−1)

)
= fr,s .

Toto schéma lze zapsat v kompaktńım tvaru

−
(
δx(a δx U)

h2
x

+
δy(a δy U)

h2
y

)
r,s

= fr,s .

Je vidět, že koeficienty schématu (118) jsou v uzlech soused́ıćıch s uzlem (xr, ys) nekladné
bez jakéhokoli omezeńı na śıt’.

6.4 Diskretizace úlohy (115) v neregulárńıch uzlech

V této části si ukážeme, jakým zp̊usobem lze diferenčńı schémata (117) a (118) modifikovat
v neregulárńıch uzlech.
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Obrázek 4: Neregulárńı uzel v bĺızkosti zakřivené hranice.

Uvažujme nejprve situaci znázorněnou v obr. 4. Uzel P lež́ı v oblasti Ω v bĺızkosti
zakřivené hranice, přičemž jeho sousedńı uzly S a W lež́ı v Ω, zat́ımco zbývaj́ıćı dva
sousedńı uzly E a N v Ω nelež́ı. Pr̊useč́ık hranice s úsečkou PE je označen A a pr̊useč́ık
hranice s úsečkou PN je označen B. Předpokládejme, že na uvažované části hranice je
předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka (tj. v (115) je α0 > 0 a α1 = 0). V bodech A
a B tud́ıž známe hodnoty řešeńı u a tedy i přibližného řešeńı U .

Necht’ |PA| = θ hx, θ ∈ (0, 1). Pak hodnoty funkce u v bodech A a W můžeme vyjádřit
pomoćı následuj́ıćıch Taylorových rozvoj̊u:

uA =
∑
k≥0

1

k!

∂ku

∂xk
(P ) (θ hx)

k , uW =
∑
k≥0

1

k!

∂ku

∂xk
(P ) (−hx)k .

Tedy

uA + θ uW = (1 + θ)uP +
1

2
θ (1 + θ)uxx(P )h2

x +O(θ h3
x) ,

uA − θ2 uW = (1− θ2)uP + θ (1 + θ)ux(P )hx +O(θ2 h3
x) ,

z čehož plyne

ux(P ) =
uA − θ2 uW − (1− θ2)uP

θ (1 + θ)hx
+O(h2

x) ,(119)

uxx(P ) =
uA + θ uW − (1 + θ)uP

1
2
θ (1 + θ)h2

x

+O(hx) .(120)

Podobně můžeme postupovat pro body S, P , B a odvodit aproximace derivaćı uy(P ) a
uyy(P ). Dosazeńım do (116) źıskáme modifikaci schématu (117) v neregulárńım uzlu P .
Pro platnost principu maxima muśıme samozřejmě obecně opět požadovat omezeńı kroku
śıtě, jako tomu bylo v regulárńıch uzlech.

Aproximujeme-li př́ımo rovnici (115), můžeme i v neregulárńım uzlu postupovat ana-
logicky jako při odvozeńı schématu (118). Označ́ıme A, B, W a S středy úseček PA, PB,
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Obrázek 5: Daľśı značeńı v okoĺı neregulárńıho uzlu.

PW a PS, viz obr. 5, a uvažujeme aproximace

(a ux)x(P ) ≈ (a ux)(A)− (a ux)(W )

|A−W |

≈ 1
1
2
|AW |

(
aA

uA − uP
|AP |

− aW
uP − uW
|PW |

)
≈ 1

1
2

(1 + θ)hx

(
aA

UA − UP
θ hx

− aW
UP − UW

hx

)
.

Analogicky lze aproximovat (a uy)y. Označ́ıme-li φ := |PB|/hy, dostáváme v bodě P
śıt’ovou rovnici

− 1
1
2
θ (1 + θ)h2

x

(
aA (UA − UP )− θ aW (UP − UW )

)
(121)

− 1
1
2
φ (1 + φ)h2

y

(
aB (UB − UP )− φ aS (UP − US)

)
= fP .

Pro θ = φ = 1 źıskáváme rovnici (118). Je-li a = const., je śıt’ová rovnice shodná se
śıt’ovou rovnićı źıskanou pomoćı (120). Výhodou (121) však je, že v obecném př́ıpadě
koeficienty splňuj́ı podmı́nky požadované pro princip maxima, aniž by bylo nutno omezit
velikost kroku śıtě.

Rovnici (121) lze též odvodit pomoćı integrálńıho tvaru rovnice (115). Necht’ V je
obdélńık (tzv. kontrolńı objem), jehož hrany jsou rovnoběžné se śıt’ovými př́ımkami a
procházej́ı body A, B, W a S, viz obr. 6. Integraćı rovnice (115) přes kontrolńı objem V
a aplikaćı Gaussovy věty o integraci źıskáme

(122)

∫
V

f dx = −
∫
V

div(a∇u) dx = −
∫
∂V

a
∂u

∂n
dσ ,

kde n je vněǰśı jednotková normála k ∂V . Pro levou stranu identity (122) použijeme
aproximaci ∫

V

f dx ≈ |V | fP =
1

4
(1 + θ)(1 + φ)hx hy fP .
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Obrázek 6: Konstrukce obdélńıku V .

Integrál na pravé straně identity (122) rozděĺıme na integrály přes jednotlivé hrany
obdélńıku V a každý z nich aproximujeme zvlášt’. Např. integrál přes hranu V procházej́ıćı
bodem S můžeme aproximovat výrazem

1

2
(1 + θ)hx aS

∂u

∂n
(S) ≈ 1

2
(1 + θ)hx aS

US − UP
hy

.

Aproximujeme-li obdobně integrály přes ostatńı hrany V , źıskáme śıt’ovou rovnici (121).
Použit́ı integrálńıho tvaru (122) pro odvozeńı śıt’ové rovnice v neregulárńım uzlu je

zejména výhodné, pokud je na části hranice v bĺızkosti tohoto uzlu předepsána okrajová
podmı́nka obsahuj́ıćı derivaci, nebot’ pak je odvozeńı vhodné diskretizace podstatně kom-
plikovaněǰśı než v dirichletovském př́ıpadě. Pro jednoduchost předpokládejme, že hranice
oblasti Ω v bĺızkosti neregulárńıho uzlu P prot́ıná pouze svislé śıt’ové př́ımky (viz obr. 7)
a že je na této části hranice předepsána Neumannova okrajová podmı́nka

∂u

∂n
= g

(tj. v (115) je α0 = 0 a α1 = 1). Kontrolńı objem V nyńı definujeme tak, že část jeho
hranice je tvořena část́ı LBR hranice oblasti Ω a zbývaj́ıćı část jeho hranice sestává
z úseček kolmých k śıt’ovým př́ımkám a prot́ınaj́ıćıch úsečky PE, PW a PS v jejich

N

S

W P EW E

V

L
B

R

S

Obrázek 7: Konstrukce kontrolńıho objemu V v bĺızkosti neumannovské hranice.
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středech E, W a S. Označ́ıme |WL| = φ1 hy, |ER| = φ2 hy a |LR| = ψ hx. V integrálńım
tvaru (122) aproximujeme levou stranu vztahem∫

V

f dx ≈ 1

2
(1 + φ1 + φ2)hx hy fP ,

integrály přes rovné části ∂V aproximujeme analogicky jako výše a pro integrál přes oblouk
LBR použijeme vztah ∫

LBR

a
∂u

∂n
dσ ≈ aB gB ψ hx .

To vede k diferenčńı rovnici

− 2φ2 + 1

(1 + φ1 + φ2)h2
x

aE (UE − UP )− 2φ1 + 1

(1 + φ1 + φ2)h2
x

aW (UW − UP )(123)

− 2

(1 + φ1 + φ2)h2
y

aS (US − UP ) = fP +
2ψ aB gB

(1 + φ1 + φ2)hy
.

Pokud hranice oblasti Ω prot́ıná śıt’ové př́ımky v bĺızkosti uzlu P tak jako na obr. 4,
je základńı myšlenka odvozeńı śıt’ové rovnice v uzlu P stejná jako výše, avšak konstrukce
kontrolńıho objemu V a aproximace integrálu přes jeho hranici je komplikovaněǰśı.

6.5 Princip maxima pro diskretizace eliptických úloh

Předpokládejme, že jsme diskretizaćı úlohy (107) či jiné lineárńı eliptické úlohy źıskali
v každém bodě P ∈ NΩ śıt’ovou rovnici

(124) Lh UP = fP + qP ,

kde qP je určeno okrajovými podmı́nkami jinými než dirichletovskými. Př́ıkladem śıt’ové
rovnice s nenulovým členem qP je rovnice (123). Množina NΩ obsahuje všechny uzly lež́ıćı
v oblasti Ω, ale může obsahovat i některé body na hranici Ω, v nichž je předepsána jiná
okrajová podmı́nka než dirichletovská. Dále zavád́ıme množinu N∂Ω sestávaj́ıćı z bod̊u
na hranici Ω, v nichž je předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka. Body množiny N∂Ω

mohou náležet mezi uzly śıtě pokrývaj́ıćı oblast Ω nebo mohou být pr̊useč́ıky śıt’ových
př́ımek s hranićı ∂Ω jako např. body A a B v obr. 4. Přibližné řešeńı {UP} v rovnici (124)
představuje množinu hodnot v bodech množiny NΩ ∪N∂Ω.

Čińıme následuj́ıćı předpoklady o operátoru Lh a množinách NΩ a N∂Ω:

(P1) Pro každé P ∈ NΩ definujeme množinu NP ⊂ (NΩ ∪N∂Ω) \ {P} a předpokládáme,
že

(125) Lh UP = cP UP −
∑
Q∈NP

cPQ UQ ,

kde

(126) cPQ > 0 ∀ Q ∈ NP , cP ≥
∑
Q∈NP

cPQ .
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(P2) Množina NΩ je souvislá v tom smyslu, že

∀ P,Q ∈ NΩ ∃ P1, . . . , Pm ∈ NΩ :

P1 ∈ NP , P2 ∈ NP1 , . . . , Pm ∈ NPm−1 , Q ∈ NPm .

(P3) ∃ P ∈ NΩ, Q ∈ N∂Ω : Q ∈ NP .

Lze snadno ověřit, že rovnice (108), (118), (121) a (123) splňuj́ı (125) a (126) (mı́sto druhé
nerovnosti v (126) plat́ı ve všech čtyřech př́ıpadech rovnost). Pro diskretizaci (108) Pois-
sonovy rovnice je splněn též přepoklad (P2) o souvislosti množiny NΩ. Předpoklad (P3)
implikuje, že na části hranice oblasti Ω je předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka.
Pro diskretizace (108) i (121) je přepoklad (P3) zřejmě splněn.

Nyńı zformulujeme a dokážeme diskrétńı princip maxima pro výše uvedený operá-
tor Lh.

Věta 10 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3). Pak pro libovolnou śıt’ovou funkci
{UP}P∈NΩ∪N∂Ω

plat́ı

Lh UP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

U+
Q ,(127)

Lh UP ≥ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ min
P∈NΩ

UP ≥ min
Q∈N∂Ω

U−Q ,(128)

kde U+
Q = max{UQ, 0}, U−Q = min{UQ, 0}. Speciálně

(129) Lh UP = 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

|UP | ≤ max
Q∈N∂Ω

|UQ| .

D̊ukaz. Necht’ plat́ı levá strana implikace (127) a označme MΩ := maxP∈NΩ
UP a M∂Ω :=

maxQ∈N∂Ω
UQ. Je-li MΩ ≤ 0, pak (127) triviálně plat́ı. Necht’ tedy MΩ > 0 a předpokládej-

me, že MΩ > M∂Ω. Necht’ P ∗ ∈ NΩ je takový, že MΩ = UP ∗ . Pak

(130) MΩ = UP ∗ ≤ 1

cP ∗

∑
Q∈NP∗

cP ∗Q UQ ≤MΩ ,

kde prvńı nerovnost plyne z toho, že Lh UP ∗ ≤ 0, a druhá z (126). Vztah (130) může
platit pouze tehdy, pokud v něm plat́ı rovnosti, a z (126) pak plyne, že UQ = MΩ pro
všechna Q ∈ NP ∗ . Ze souvislosti množiny NΩ formulované v předpokladu (P2) pak plyne,
že UP = MΩ pro všechna P ∈ NΩ. Konečně z předpokladu (P3) plyne, že existuje Q ∈ N∂Ω

takové, že UQ = MΩ, což je spor s předpokladem, že MΩ > M∂Ω. Je tedy MΩ ≤ M∂Ω,
tj. plat́ı (127).

Plat́ı-li levá strana implikace (128), pak {−UP}P∈NΩ∪N∂Ω
splňuje levou stranu impli-

kace (127), a tud́ıž

− min
P∈NΩ

UP = max
P∈NΩ

(−UP ) ≤ max
Q∈N∂Ω

(−UQ)+ = max
Q∈N∂Ω

(−U−Q ) = − min
Q∈N∂Ω

U−Q ,

tj. plat́ı (128).
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Plat́ı-li levá strana implikace (129), pak {UP}P∈NΩ∪N∂Ω
i {−UP}P∈NΩ∪N∂Ω

splňuj́ı levou
stranu implikace (127), a tud́ıž pro libovolné P ∈ NΩ plat́ı

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

U+
Q , −UP ≤ max

Q∈N∂Ω

(−UQ)+ ⇒ |UP | ≤ max
Q∈N∂Ω

|UQ| ,

což dává (129). �

Důsledek 1 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3) a nav́ıc

(131) cP =
∑
Q∈NP

cPQ ∀ P ∈ NΩ .

Pak pro libovolnou śıt’ovou funkci {UP}P∈NΩ∪N∂Ω
plat́ı

Lh UP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ max
P∈NΩ

UP ≤ max
Q∈N∂Ω

UQ ,(132)

Lh UP ≥ 0 ∀ P ∈ NΩ ⇒ min
P∈NΩ

UP ≥ min
Q∈N∂Ω

UQ .(133)

D̊ukaz. Necht’ plat́ı levá strana implikace (132) a označme M := minQ∈NΩ∪N∂Ω
UQ. Bud’

ŨP := UP −M pro všechna P ∈ NΩ ∪ N∂Ω. Pak ŨP ≥ 0 pro všechna P ∈ NΩ ∪ N∂Ω a
d́ıky (131) je Lh ŨP = Lh UP ≤ 0 pro všechna P ∈ NΩ. Použit́ım (127) źıskáme(

max
P∈NΩ

UP

)
−M = max

P∈NΩ

ŨP ≤ max
Q∈N∂Ω

Ũ+
Q = max

Q∈N∂Ω

ŨQ =
(

max
Q∈N∂Ω

UQ

)
−M ,

z čehož plyne (132). Implikace (133) se źıská přechodem k {−UP}P∈NΩ∪N∂Ω
a aplikaćı

implikace (132), analogicky jako bylo źıskáno (128) z (127) v d̊ukazu věty 10. �

Stejně jako ve spojitém př́ıpadě plyne z diskrétńıho principu maxima formulovaného
ve větě 10 jednoznačnost řešeńı úlohy

Lh UP = fP + qP ∀ P ∈ NΩ ,(134)

UP = gP ∀ P ∈ N∂Ω ,(135)

kde gP := g(P ) udává Dirichletovu okrajovou podmı́nku v bodě P . Jelikož úloha (134)–
(135) je lineárńı a konečně rozměrná, plyne z jednoznačnosti též existence řešeńı, jak
ukážeme v následuj́ıćı větě.

Věta 11 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3). Pak pro libovolnou pravou stranu
má úloha (134)–(135) právě jedno řešeńı.

D̊ukaz. Úloze (134)–(135) odpov́ıdá soustava lineárńıch algebraických rovnic se čtvercovou
matićı pro neznámé hodnoty {UP}P∈NΩ

. Úloha je tedy jednoznačně řešitelná právě tehdy,
když homogenńı soustava má pouze triviálńı řešeńı. Je-li však pravá strana v (134)–(135)
nulová, dostáváme z (129) ihned, že UP = 0 pro všechna P ∈ NΩ. �
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6.6 Odhad chyby aproximace

V této části odvod́ıme obecné odhady chyby aproximace pro úlohu (134)–(135), přičemž
zobecńıme odhad chyby aproximace provedený na začátku této kapitoly pro diskretizaci
Poissonovy rovnice.

Necht’ u je řešeńı spojité úlohy, kterou aproximujeme pomoćı diskretizace (134)–(135).
Jako obvykle zavád́ıme chybu diskretizace

εP := Lh uP − fP − qP ∀ P ∈ NΩ ,

kde uP = u(P ). Předpokládáme, že přibližné řešeńı splňuje stejné Dirichletovy okrajové
podmı́nky jako řešeńı přesné, tj. UP = u(P ) pro všechna P ∈ N∂Ω. Pak chyba aproximace
eP := UP − uP opět splňuje

Lh eP = −εP ∀ P ∈ NΩ , eP = 0 ∀ P ∈ N∂Ω .

Věta 12 Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–(P3) a necht’ Φ je nezáporná śıt’ová funkce
definovaná na NΩ ∪N∂Ω splňuj́ıćı

Lh ΦP ≤ −1 ∀ P ∈ NΩ .

Pak pro chybu aproximace odpov́ıdaj́ıćı diskretizaci (134)–(135) plat́ı odhad

max
P∈NΩ

|eP | ≤
(

max
Q∈N∂Ω

ΦQ

)(
max
P∈NΩ

|εP |
)
.

D̊ukaz. Bud’ D := maxP∈NΩ
|εP |. Pak

Lh(DΦP ± eP ) = DLh ΦP ∓ εP ≤ −D ∓ εP ≤ 0 ∀ P ∈ NΩ ,

a tud́ıž podle (127) plat́ı pro libovolné P ∈ NΩ

±eP ≤ DΦP ± eP ≤ max
Q∈N∂Ω

(DΦQ ± eQ)+ = D max
Q∈N∂Ω

ΦQ ,

z čehož plyne dokazovaný odhad. �

Zat́ımco odhad chyby diskretizace je poměrně snadný, nalezeńı srovnávaćı funkce Φ
nemuśı být vždy jednoduché. Tato funkce neńı samozřejmě určena jednoznačně a ćılem
je nalézt takové Φ, aby maxQ∈N∂Ω

ΦQ bylo co nejmenš́ı.
Pro úlohu (107) a diskretizaci (108)–(109) plyne z věty 12 odhad |UP − uP | ≤ C h2

pro libovolné P ∈ NΩ. Bude-li však mı́t Ω zakřivenou hranici, źıskáme odhad |εP | ≤ C h2

pouze v regulárńıch uzlech, zat́ımco v uzlech u hranice budeme mı́t obecně jen |εP | ≤ C h
(viz vztah (120)). Aplikaćı věty 12 pak dostaneme pouze |UP − uP | ≤ C h pro P ∈ NΩ.
Tento odhad však neńı optimálńı a lze ho zlepšit použit́ım následuj́ıćı věty.

Věta 13 Necht’ NΩ = N1 ∪N2, kde N1 ∩N2 = ∅. Necht’ jsou splněny předpoklady (P1)–
(P3) a necht’ Φ je nezáporná śıt’ová funkce definovaná na NΩ ∪N∂Ω splňuj́ıćı

Lh ΦP ≤ −C1 < 0 ∀ P ∈ N1 , Lh ΦP ≤ −C2 < 0 ∀ P ∈ N2 .
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Necht’ chyba diskretizace odpov́ıdaj́ıćı úloze (134)–(135) splňuje

|εP | ≤ D1 ∀ P ∈ N1 , |εP | ≤ D2 ∀ P ∈ N2 .

Pak pro chybu aproximace plat́ı odhad

max
P∈NΩ

|eP | ≤
(

max
Q∈N∂Ω

ΦQ

)
max

{
D1

C1

,
D2

C2

}
.

D̊ukaz. Označ́ıme-li

D := max

{
D1

C1

,
D2

C2

}
,

můžeme d̊ukaz provést analogicky jako pro větu 12. �

Př́ıklad 2 Uvažujme úlohu (107) s Ω := {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1}. Oblast Ω pokryjeme
rovnoměrnou čtvercovou śıt́ı s krokem h a v regulárńıch uzlech použijeme schéma (108),
zat́ımco v neregulárńıch uzlech použijeme pro druhé derivace aproximace typu (120). Apli-
kaćı věty 13 odvod’te odhad chyby aproximace, který je druhého řádu v h.

Řešeńı: Necht’ N1 je množina uzl̊u z NΩ, jejichž všechny sousedńı uzly lež́ı v Ω a N2 :=
NΩ \N1. Podle (113) a (120) plat́ı

|εP | ≤ K1 h
2 ∀ P ∈ N1 , |εP | ≤ K2 h ∀ P ∈ N2 .

Necht’ Ψ(x, y) = x2 + y2 a položme

ΦP = M1 Ψ(P ) ∀ P ∈ NΩ , ΦP = M1 Ψ(P ) +M2 ∀ P ∈ N∂Ω ,

kde M1, M2 jsou kladné konstanty, které budou určeny později. Pak

Lh ΦP = M1 Lh ΨP = M1 (−∆Ψ)P = −4M1 ∀ P ∈ N1 .

Je-li P ∈ N2, uvažujme např. situaci z obr. 4 a aproximaci uxx(P ) pomoćı výrazu v (120).
Jelikož chyba této aproximace záviśı na třet́ıch derivaćıch u, je tato apoximace pro kvad-
ratické funkce přesná, a proto źıskáme

ΦA + θΦW − (1 + θ) ΦP

1
2
θ (1 + θ)h2

= M1 Ψxx(P ) +
M2

1
2
θ (1 + θ)h2

≥ 2M1 +
M2

h2
.

Obdobně postupujeme v ostatńıch situaćıch, které mohou nastat, což vede ke vztahu

Lh ΦP ≤ −4M1 −
M2

h2
≤ −M2

h2
∀ P ∈ N2 .

Aplikaćı věty 13 dostáváme

max
P∈NΩ

|eP | ≤ (M1 +M2) max

{
K1 h

2

4M1

,
K2 h

3

M2

}
.

Polož́ıme-li M1 = 1
4
K1 h

2 a M2 = K2 h
3, źıskáme

max
P∈NΩ

|eP | ≤
1

4
K1 h

2 +K2 h
3 ,

tj. ukázali jsme, že chyba aproximace je skutečně druhého řádu přesnosti.
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