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Osoby a obsazeni

Prednasky (Pondéli 12:20 — 15:30 v K3)
prestavka v trvani 10 minut (+¢) pfiblizné uprostied

doc. BRNDr. Arnost Komarek, Ph.D.

komarek@karlin.mff.cuni.cz
https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/ komarek

2. patro vedle schodu

Cviceni (Pondéli 10:40 v K4)
doc. Ing. Marek Omelka, Ph.D.
omelka@karlin.mff.cuni.cz

https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/ omelka
2. patro vedle schodl

1 0. Technikalie 1. Osoby a obsazeni


https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~komarek
https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~omelka

Studijni materialy

Webpage prednasky
https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/ komarek/vyuka/2024_25/
nmsa331-2024.html

Webpage cviceni
https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/"omelka/Vyuka_nmsa331_2425.php J

2 0. Technikalie 2. Studijni materialy


https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~komarek/vyuka/2024_25/nmsa331-2024.html
https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~komarek/vyuka/2024_25/nmsa331-2024.html
https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Vyuka_nmsa331_2425.php

Studijni materialy

o Nejzakladnéjsi material: vlastni poznamky (doplnéni slidll) vytvorené
béhem duchaplné pfitomnosti na prednaskach.

e Doplnkovy material (pro vyjasnéni pasazi, které mohl pfednasejici

nasky (doc. Mgr. Michal Kulich, Ph.D.).

o Prednaska edice 2024 sleduje tyto poznamky v relativné vysoké mite,
nicméné ne doslova. Nékteré pasaze z poznamek v prednésce (a u zk-
ousky) nebudou, nékteré pasaze prednasky v poznamkach nejsou, ale
zkousSet se budou.

e Ucebnice: mnohé z toho, ¢emu se budeme ugit Ize nalézt v klasickych
uCebnicich profesora Jifiho Andéla. Jedna se zejména o Statistické
metody a Zaklady matematické statistiky, obé dvé vydané naklada-
telstvim matfyzpress. Pfednaska nicméné nesleduje tésné ani jednu
z téchto knih. Jedna se o podplrné texty.

3 0. Technikalie 2. Studijni materialy


https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~komarek/vyuka/2024_25/nmsa331/ms1.pdf
https://cs.wikipedia.org/wiki/Jiří_Anděl_(matematik)
https://matfyzpress.cz/cz/e-shop/vsechny-tituly/statisticke-metody-9788073783815
https://matfyzpress.cz/cz/e-shop/vsechny-tituly/statisticke-metody-9788073783815
https://matfyzpress.cz/cz/e-shop/vsechny-tituly/zaklady-matematicke-statistiky-9788073781620

Znalosti z jinych pfedmétl

e Matematicka statistika je vybudovana na zakladech teorie
pravdépodobnosti.

ické statistiky je shrnuto v dokumentu docenta Michala Kulicha.

e Vétsina ze zde uvedenych poznatkli se probirda v predmétech
NMSA202 Pravdépodobnost a matematicka statistika a NMSA333
Teorie pravdépodobnosti 1.

e Néekteré poznatky budou probrany na cviCeni k tomuto pfedmétu
(v prvnich tydnech semestru).
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https://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~komarek/vyuka/2024_25/nmsa331/pravdepodobnost_ms1.pdf

Zkouska

Pisemna cast: 100 minut, obvykle dopoledne.

e Ustni éast: zadani otazky/problému
—  pisemna pfiprava (cca 20 minut)
—  rozprava nad pfipravou s moznosti dopInéni.
Obvykle odpoledne ve stejny den jako pisemna &ast.

Vysledna znamka kombinuje vysledek pisemné a Ustni ¢asti.
Kterakoliv ¢ast hodnocena zndmkou nevyhovél(a) = nevyhovél(a).

e Obé Casti v rozsahu predneseného + latky ze cviceni.

VSechny terminy zkousky ve zkouskovéem obdobi zimniho semestru (+e,
kde ¢ < 14 dnu).
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Nepravidelnosti

e Prednaska po Novém roce (6.1.2025) jiz nebude (,povinna®). Misto a Cas
budou potencialné vyuzity pro predtermin zkousky, pfipadné k dokonéeni
témat, jez se nebudou zkous$et nyni, ale mohou se objevit u statni
zavéretné zkousky.

PoZadavky k SZZ se neptaji, kolik pfednasek skutecnée probéhlo, v tomto
semestru jich bude pouze 24.

e Nahrada této prednasky: stfeda 30.10.2024 od 15:40 (do 18:50) v K1.
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Statistika a analyza dat

Matematicka statistika
~ metody pro analyzu dat v€etné matematického zdivodnéeni pro¢ ,fungu;ji
(obvykle s vyuzitim teorie pravdépodobnosti).

> Lze prenést do stylu Definice — Véta — Dukaz.

» Lze do znacné miry pfenést do ucebniho textu, naucit se sdm Cetbou tohoto textu
a oc¢ekavat obdobny vysledek jako v jinych matematickych predmétech.

(Statisticka) analyza dat
~ snaha fesit problémy redlného svéta pomoci dat (ktera jsou pry vSude
kolem nas) aplikaci metod matematické statistiky.
» Je to spi§ remeslo. ..
které Ize jen obtizné (resp. nejvyse fachidiotsky) provozovat
(s pomoci pocitaCe) bez znalosti zékladll a hlavné pochopeni principd.
» Dovednost nelze popsat uéebnim textem, Ize ji pouze vice ¢i méné Gspésné
predat.
» Dovednost ziskat Ize pouze (opakovanym) vykonavanim pfislu§né ginnosti. . .
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Statistika a analyza dat

» Teorii a femeslo nelze oddélit

(vykladat nejprve jedno a potom predavat druhé).

> Zkouska se bude snazit ovéfit jak znalost teorie,

tak (véku a zkuSenostem pfiméfenou) dovednost.

8 0. Technikalie

2. Studijni materialy
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Vybrané asymptoticke vysledky



Oddil 1.1
Konvergence nahodnych vektoru

1. Vybrané asymptotické vysledky 1. Konvergence nahodnych vektor(



Definice 1.1 Konvergence skoro jiste.

Posloupnost {Xn} konverguje skoro jisté k nahodnému vektoru X pro
n — oo tehdy a jen tehdy kdyz

P(w: lim || Xn(w) — X(w)|| = O) =1

n—oo

v S..
Znacime X, N X, n — oo.

Definice 1.2 Konvergence v pravdépodobnosti.

Posloupnost {X,,}Zi1 konverguje v pravdépodobnosti k nAhodnému vektoru X
pro n — oo tehdy a jen tehdy kdyz

Ve>0 nli)ngop(w: | Xn(w) — X(w)|| > 5) = 0.

v, P
Znacime X, — X, n — oo.

v
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Definice 1.3 Konvergence v distribuci.

Posloupnost {X,} . konverguje v distribuci k nahodnému vektoru X pro
n — oo tehdy a jen tehdy kdyz

lim FX,,(X) = Fx(X)

n—oo

v kazdém bodé x, v némz je Fx spojita. Znacime X, N X, n— oo.
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Tvrzeni 1.1 Vztahy mezi konvergencemi.

i) Xn 5 X,nos00 — X, -5 X, n— o0;

(i) Xp == X,n—>00 = X, 2 X,n— cc.

Poznamka. .
Opatné plati POUZE implikace X, — ¢,ccRf = X, — c.
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Tvrzeni 1.2 Véta o spojité transformaci.

Necht X, X4, Xo, ... jsou nahodné vektory

a funkce g : R — R™ je spojita na mnoziné C takové, ze P(X € C) = 1.
Potom:

)Xo 5 X,no00 = g(X,) 5 g(X), n— oo;
(i) Xp = X,n—>00 = g(Xn) — g(X), n— oo;

(i) Xo = X, n—>00 = g(Xn) = g(X),n— .

5 1. Vybrané asymptotické vysledky 1. Konvergence nahodnych vektor(




Tvrzeni 1.3 Cramérova-Sluckého véta.

Necht X, = X, A, — AaB, —» b, n— o,

kde X, a X jsou k-rozmérné nahodné vektory, A, je nahodna matice o dimen-
zich m x k, A je matice konstant o dimenzich m x k, B, jsou m-rozmerné
nahodné vektory a b je m-rozmérny vektor konstant, pak

An Xy + By = AX + b, n— .
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Tvrzeni 1.4 Postacujici podminka pro konzistenci.
Necht

an (X, — ) 2, X, n— oo,

kde a, > 0 je redlna posloupnost splriujici a, — oo, n — oo a u € RX je vektor

konstant. Potom o
Xn — pn, n— oo
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Oddil 1.2
Zakon velkych cisel

1. Vybrané asymptotické vysledky 2. Zakon velkych Cisel



Tvrzeni 1.5 Silny zakon velkych Cisel.

Necht X1, Xo, ... *% X, EX = € RX. Potom

~ S.J.
X, 2L op, n— oo

9 1. Vybrané asymptotické vysledky
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Oddil 1.3

Centralni limitni véta

10

1. Vybrané asymptotické vysledky



Tvrzeni 1.6 Centralni limitni véta pro i.i.d. nahodné vektory.

Necht X1, Xz, ... "¢ X, EX = p € R, varX = X, kde X je k x k matice
s konecnymi prvky. Potom

T5 XX ) = V(K - ) B M. D), no .
i=1

Poznamky.
(i) Pokud X > 0 (pozitivné definitni matice), mizeme téz psat

1 4 -
%2*1/2 SXi— ) = VnETVR(Xy - ) > Ne(0, 1), n— oo
i=1

(ii) V jednorozmérném pfipadé s X = 02 > 0:

L(X; —1) 2, 60, 1), n—s .
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Tvrzeni 1.7 A-metoda.

Necht nahodna posloupnost {T,} . splriuje

Vn(Ta — 1) 25 N0, E), n— oo

pro néjaky vektor konstant i € R¥ a k x k redlnou matici X.
Necht g : RK — RP je funkce, které je spojité diferencovatelnd na néjakém
okoli bodu p. Oznaéme

D(x) = 8?9(:), x e Rk,

Potom

VR(9(Tn) — g(n)) 2> Np(0, D() ED T (w)), N — co.

12 1. Vybrané asymptotické vysledky 3. Centralni limitni véta
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Nahodny vybér



Oddil 2.1
Definice nahodného vybéru

2. Nahodny vybér 1. Definice ndhodného vybéru



Definice 2.1 Nahodny vybeér.

Nahodna posloupnost X1, X», ..., X, nezavislych stejné rozdelenych (inde-
pendent identically distributed — i.i.d.) nahodnych vektor( definovanych na
pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P), kde v8echny z nich maji distribuéni
funkci Fx se nazyva nahodny vybér z rozdéleni Fx (random sample from the
distribution Fx). Konstanta n se nazyva rozsah vybéru (sample size).
Znatime X1, ..., Xn & X, X ~ Fyx

X X i.id.
nebo struénéji X, ..., X, '~ Fx.

Definice 2.2 (Statisticky) model.

(Statisticky) model (statistical model) pro nahodny vybér Xi, Xo, ..., X, je
prespecifikovana mnozina rozdéleni F, kterda obsahuje (neznamé) rozdéleni
Fx.

2 2. Nahodny vybér 1. Definice ndhodného vybéru



Essentially, all models are wrong, but some
are useful. The practical question is how
wrong do they have to be to not be useful.

George E. P. Box

October 18, 1919, Gravesend,
Kent, England

— March 28, 2013, Madison,
Wisconsin, USA

2. Nahodny vybér 1. Definice ndhodného vybéru



Oddil 2.2
Statistiky

2. Nahodny vybér 2. Statistiky



Definice 2.3 Statistika.

Libovolna méfitelnd funkce S(X1, ..., X,) = S(X) ndhodného vybéru
X1, ..., X, =X se nazyva statistika (statistic).

Definice 2.4 Vybérovy primér a vybérovy rozptyl.

. o 1S
(i) Veligina X, := - 21)(,
=

se nazyva vybérovy primér (sample mean) nahodného vybéru
XEX1, ey Xn.

. - 1 < + \2
(i) Pro n> 2, se veli¢ina S2 := 1 ;(X, — Xn)

nazyva vybérovy rozptyl (sample variance) nahodného vybéru
XEX1, “euy Xn.

v

5 2. Nahodny vybér
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Vlastnosti vybérového priméru

Lemma 2.1 Vybeérovy primeér a nejmensi Ctverce.

n
Plati: X, = argmin » " (X; — ¢).
ceR iy

Véta 2.2 Statistické vlastnosti vybérového priimeéru.

Necht X1, ..., Xn " X, X~FxeF=/r2
sp:=EX€eRao?:=varX € (0, c0). Potom
— — 0’2
(i) EXn - IJ’! Vaan - F.

(i) Xp = u, n— .

(i) vA(Xp — p) = N(0, 02), n— oo.

o

6 2. Nahodny vybér

2. Statistiky



Relativni ¢etnost

Véta 2.3 Statistické vlastnosti (empirické) relativni Cetnosti.

Necht Xi, ..., Xo "™ X, X~ Alt(p), pe(0,1). Potom

() EX, = p, varX, — M.

(i) Xn == p, n— .
(i) vA(Xn — p) = N(0,p(1—p)), n— .

(iv) nX, ~ Bi(n, p).

2. Nahodny vybér

2. Statistiky




Vlastnosti vybérového rozptylu

Lemma 2.4 Alternativni vyjadfeni vybérového rozptylu.

Pron>2:

. 1 < -

0) S = -5 (5 2 X - X0).
i=1

(i) Oznacme

X, -1 1-1
Potom miZeme pro libovolné ¢ € R psat

S2 = 1 oxTax - LYTAY,
n—1 n—1

kdeY = X — c1,.

v
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Dikaz.

(i)
n—1 1 o 1 o S —
- S,Z,ZB;(X, Xn) = - —2X X, + X,)

i=1

:%Zx,?_zﬁ+xf, f2x2

X"AX =x"(1, - %1,,1,,T)X = X' X - %menTx

n n n
Y- X =YX = (1S
i=1 i=1 i=1

Invariance S2 vaci posunuti plyne z faktu, Ze
AA=A a A1,=0, 1, A=0,". a

2. Nahodny vybér 2. Statistiky



Lemma 2.5 Stfedni hodnota kvadratické formy.

Necht Z je n-rozmérny nahodny vektor s kone¢nou stfedni hodnotou p = EZ
a konecnou variancéni matici X = varZ. Necht' B je libovolna n x n matice.
Potom plati:

E(Z'BZ) = p'Bp + tr(BX).

10 2. Nahodny vybér 2. Statistiky



Véta 2.6 Statistické vlastnosti vybérového rozptylu.

Necht Xy, ..., Xo "% X, X~ Fyxec F=1r?
spu:=EXecRao? :=varX € (0, o). Potom

(i) 82 -5 02, n— co.

(iii) Pokud navic F = L*, tj. existuje E X* < oo, potom
Vn(SE - o?) BN N(0, o* (ya—1)), n— oo,

E(X — p)*

kde y4 = ————— je spicatost (kurtosis) rozdéleni X.
g

11 2. Nahodny vybér
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Véta 2.6 Statistické vlastnosti vybérového rozptylu, pokrac.

(iv) Pokud F = L*, potom také

ﬁ[<§g> — (;)1 2, No(02, ), n— oo,

kde

2 3
= (37 40 s J
o>ys ot (ya—1)

E(X — p)°

Y= g Jje sikmost (skewness) rozdéleni X.

12 2. Nahodny vybér
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Lemma 2.7 Nezavislost linearni a kvadratické transformace za nor-
mality.

Necht X ~ Np(u, ) a A je pozitivné semidefinitni matice velikosti n x n.
(i) Necht B je libovolna matice velikosti m x n splriujici rovnost

BEA = Opmyn.
Potom jsou ndhodnd velicina X" A X a nahodny vektor B X nezavislé.
(i) Necht' B je libovolna pozitivné semidefinitni matice velikostin x n

spliujici rovnost
]B Z A == Onx ne

Potom jsou nahodné velising X' A X a X' B X nezévislé.

13 2. Nahodny vybér 2. Statistiky



Véta 2.8 Vlastnosti vybérového rozptylu za normality.

Necht X1, ..., X, X, X ~ N(u, o2). Potom
L (n—1)82
RS S

(i) X, a S2 jsou nezavislé nahodné veliciny.

Lemma A.4

Necht X ~ N,(0,, £) a A je pozitivné semidefinitni matice velikosti n x n
takova, Ze A X je nenulova a idempotentni. Potom

XTAX ~ Xt2r(AZ)'
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Véta 2.9 Asymptotické rozdéleni T statistiky.

Necht Xy, ..., Xy "¢ X, X~ FxeF=rL?
sp:=EXeRao?:=varX € (0, ). Potom

\/5(7,,—“) D

Ty =
n S,

— N(0,1), n— .

Véta 2.10 Rozdéleni T statistiky za normality.

Necht X1, ..., Xo & X, X ~ N(u, o). Potom

) \/T7(Xn - ,U)
Tn = T ~ tn_1.
n
v
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Definice 2.5 F-rozdéleni.

Necht X ~ x2a Y ~ 2 jsou nezavislé. Rozdéleni nahodné veliciny

X/n

2= m

se nazyva [Fisherovo-Snedecorovo] F-rozdéleni s n a m stupni volnosti (de-
grees of freedom.

Znatime Z ~ Fp m.

16 2. Nahodny vybér 2. Statistiky



Véta 2.11 O F statistice.

i.id.

Necht Xi, ..., Xn "= X, X ~ N(ux, 0%)
aYy, ..., Ym Y, Y ~ N(uy, 02).
Necht dale jsou néhodné vektory (X1, ..., Xa)" a (Y1, ..., Ym)'

nezavislé. Necht

Potom plati
S S
2 2 n—1,m-1-
Sy/oy
v
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Oddil 2.3
Usporadany nahodny vybér
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Definice 2.6 Usporadany nahodny vybeér.

Necht Xi, ..., X, WX X ~ Fx, Fx € F = {jednorozmérna spojita
rozdéleni s distribu¢ni funkci F a hustotou f}.
() Sefazenim ndhodnych veli¢in X, ..., X, (jejich realizaci) od nejmensi po
nejvétsi ziskame usporadany nahodny vybér (ordered random sample ):

X(1) < X(g) < - < X(n,1) < X(n).
Symbolem X rozumime k-tou nejmensi hodnotu mezi Xj, ..., X,. Nahodn&
veli¢ina X se nazyva k-ta pofadkova statistika (order statistic).

(ii) Pofadim (rank) nahodné veliciny X; ve vybéru Xi, ..., X, rozumime pfirozené
Cislo R € {1, ..., n} takové, ze

Vektor poradkovych statistik (vector of order statistics, cely uspofadany vybér) budeme
znatit X(,), to jest,

.
Xy = (Xays -5 Xmy) -

v
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Véta 2.12 Sdruzend hustota usporadaného vybéru.

Nahodny vektor Xy = (X1), .-, X)) mé nasledujici hustotu (vzhledem
k Lebesgueové mife)

nt f(y1) - f(y2) - f(¥n), pokud yy < -+ < yp,
p(y17 sy yn) =

Ov j/nak
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Véta 2.13 DistribuCni funkce k-té porfadkové statistiky.

Distribuéni funkce k-té pofadkové statistiky jest

n

Fu(x) = P(Xpy <x) = Y (7) Fiix) {1 — Fx)}"

j=k

1 Fe) k—1 n—k

Véta 2.14 Hustota k-té poradkové statistiky.

Hustota (vzhledem k Lebesgueove mife) k-té poradkové statistiky jest

n—1

firy(x) = n(k_ 1) f(x) F*=1(x) {1 — F(x)}

n—k
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Véta 2.15 Rozdéleni vektoru poradi.

Néhodny vektor R = (R, ..., R,,)T poradi m& rovnomérné rozdéleni na
mnoZziné P, vech permutaci posloupnosti (1, ..., n). To jest,
PR=1r) = P
(R=r) = o rep,

Véta 2.16 Vlastnosti poradi.

Plati
(i) P(Ri=k) = % pro kazdéi, k € {1, ..., n}.

(i) P(Ri=k, Ri=m) = pro kazdéi +#j, k#m € {1,..., n}.

n(n—1)

2 _
i) R = 11 vw&:lﬁl

5 prokazdéi € {1,..., n}.

n-+1

(iv) cov(R;, R)) = — ETH

pro kazdéi+#j € {1,..., n}.
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Oddil 2.4

Transformace ve statistice
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Nastaveni
> X, ...

> g: Sy — R, ryze monoténni a diferencovatelna;

 Xo % X, X~F, hustota: fx, nosi¢: Sx;

= transformovany nahodny vybér.

> Yii=9(X),i=1,...,n =

Dostaneme B
> Yy, ..., Y, " Y, Y ~ Fy, hustota: fy:

> Pokud Fx spojita a fx znama, véta o transformaci poskutuje predpis fy.
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Transformace stabilizujici (asymptoticky) rozptyl
> Necht i (T, — u) —» N(0, 02(n)), n— oo

> Pokud g = realna funkce spojité diferencovatelna na okoli bodu y, potom
(A-metoda):

V(g(Ta) = g(w)) 2> N (0, {g'(m)}* ().

> Zvolme g(x)= C/o(1x)dx

= gn= ﬁ

= Vn(9(Ty) - g(u) == N(0,?), n— oo
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Standardizace
> X, Xy X, X ~ Fy, rozdéleni s 0 < varX < oo

> Z-skory:
Xi — X

Z = 5 i=1,...,n

> Vybérovy primeér Z-skoéru je 0.

> Vybérovy rozptyl Z-skorl je 1.

» Z-skory Zi, ..., Z, nejsou nezavislé.
» Protoze plati X, PLEX,

P
S, — VvarX, n — oo.

chovaji se nahodné veli€iny Zy, ..., Z,, pro velké n, skoro jako ndhodny
vybér z rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem.
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3

Odhadovani parametru



Nastaveni/predpoklady
> X1, ..., X, " X, X ~ Fx e F (model);
~—_———
X
>0 =tF)eRP, FeF
= parametr, ktery za platnosti pfedpokladaného modelu
chceme odhadnout.

» Necht Fx €¢ F = skutecné rozdéleni ndhodného vektoru X.

> Ox :=t(Fx) = skuteCnd hodnota parametru zajmu.

1 3. Odhadovani parametrd 0. Transformace ve statistice



Oddil 3.1
Bodovy odhad
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Definice 3.1 Bodovy odhad.

Bodovym odhadem (point estimate) parametru 6x = t(Fx) € RP rozumime
p-rozmérny nahodny vektor 6, ktery spoéteme jako

0n = To(X) = Ta(X1, ..., Xn),

kde T, je néjaka Borelovsky méfitelna funkce dat.
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Definice 3.2 Nestrannost a konzistence.

Méjme nahodny vybér X = (Xy, ..., X,) z rozdéleni Fx € F a (bodovy)
odhad 8, = T,(X) parametru 6x = t(Fx).

(i) Rékneme, ze odhad 0, je nestranny (unbiased) odhad parametru 6x
v modelu F, pravé kdyz R
Eann = 0)(

pro kazdé n (pro néz je odhad definovan) a pro kazdé Fx € F.

(i) Rékneme, Ze odhad 6, je (slabé) konzistentni ((weakly) consistent)
odhad parametru 6x v modelu .F, pravé kdyz

5~ P
0, — 0x, nNn—

pro kazdé Fx € F.
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Definice 3.3 Vychyleni.

Necht odhad 8, = T,(X) parametru 8x ma koneénou stredni hodnotu (pro
kazdé Fx € F). Rozdil

bias(@n) = EFX (9,, — 0)()

nazyvame vychylenim (bias) odhadu 6,,.

Definice 3.4 Stfedni Ctvercova a smérodatna chyba.

Necht odhad 6, = T(X) jednorozmérného parametru 6x ma koneény rozptyl
(pro kazdé Fx € F).

(i) Vyraz MSE(8,) := Er, (6 — 6x)°

nazyvame stredni ¢tvercovou chybou (mean square error) odhadu 6,,.

(i) Vyraz S.E.(GAn) = /varg, (5,,)

nazyvame smeérodatnou chybou (standard error) odhadu 0.

o
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Véta 3.1 Postacujici podminka konzistence odhadu.

Necht 6, je odhad jednorozmérného parametru 0x € R, pro néjZ plati, pro
véechna Fx € F:

-~

im Ef () = 0x &  lim varg,(6,) = 0.

n—oo

Potom je 0, (slabé) konzistentnim odhadem parametru 0.

Poznamka.
> Opacna implikace neplati!

> Existuji odhady, které jsou konzistentni

a soutasné pro kazdé Fxy € F akazdén>1je EFX|§,,| = oo0.
> Priklad: Xi, ..., X, "¢ Alt(px), 0 < px < 1.
Uvazme 6, = (7,7)71 jako odhad parametru 0x := py .

Ukazte (pro kazdé px € (0,1)) Epfn =00, 0n — Ox, N — oo.
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Oddil 3.2

Volba parametru zajmu
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Typy dat (8kaly méfeni)

KVANTITATIVNI data

> hodnoty maji konkrétni numericky vyznam a Casto téz dané jednotky
(fyzikalni, penézni, ...)
(pocet, procento, délka, objem, hmotnost, Urok. mira, koncentrace,
energie, teplota, doba trvani, velikost Ghlu, kalendarni rok, .. .)

> existuje smysluplné usporadani jejich hodnot

> rozdily jejich hodnot maji redlnou interpretaci

» DalSi (méné podstatné) déleni:
1. pomérové veliCiny: typicky nezéporné s jasné definovanou nulovou
hodnotou a interpretovatelnymi podily

2. intervalové veliCiny: nemaji pevné definovanou nulu a nemaji
interpretovatelné podily

> Matematicka reprezentace: spojité i diskrétni nahodné veli¢iny
> Parametr zajmu: E X, var X, Fx(x), Fy '(a), ...
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Typy dat (Skaly méreni)

KATEGORIALNI data

» hodnoty ,pouze” koduji prislusnost do urcité kategorie, skupiny
> Matematicka reprezentace: diskrétni nahodna veliina s kone¢nym
nosi¢em {wi, ..., wx}, wr < -+ < wk = ,nalepky* jednotlivych kategorii
» DalSi déleni:
1. nominalni veliiny: neexistuje smyslupIné usporadani jejich
kategorif
(kraj bydli§té: 1 = Praha, 2 = SC kraj, . .., 14 = Zlinsky kraj)

Parametr zajmu: pouze P(X = wi), k =1,..., K ma smysl.
Veliginy typu E X, var X, Fx(x), Fy '(a), ...
nejsou prakticky interpretovatelné,
i kdyZz matematicky jsou spravné definovany.
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Typy dat (Skaly méreni)

KATEGORIALNI data

» hodnoty ,pouze” koduji prislusnost do urcité kategorie, skupiny

> Matematicka reprezentace: diskrétni nahodna veliina s kone¢nym
nosi¢em {wi, ..., wx}, wr < -+ < wk = ,nalepky* jednotlivych kategorii

» DalSi déleni:
2. ordinalni veliCiny: kategorie Ize smyslupné usporadat

(znamka ve Skole: 1,2,3,4,5,

spokojenost s...: —2 = velmi nespokojen, —1 = nespokojen, 0 =

neutralni, 1 = spokojen, 2 = velmi spokojen)

Parametr zajmu: kromé P(X = wy), k =1,..., K ma smysl téz
Fx(X) = P(X < X), X € {w1, ceey wK},
nékdy i dalsi, napf. E X
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Typy dat (Skaly méreni)

BINARNI data

> pouze dvé mozné hodnoty, specidlni pfipad kategoridlnich dat
> hodnoty vyhodné kddovat jako 0 a 1

= Matematicka reprezentace:
nahodna veli¢ina s alternativnim rozdélenim Alt(px), 0 < px < 1

> Parametr zajmu: px =P(X =1)=EX
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Statistické metody

» Pro kvantitativni data
o pracuiji s charakteristikami jako E X, var X, Fx(x), Fy ' (a), ...

o CasteCné vyuzitelné téz s kategorialnimi ordinalnimi daty

» Pro kategorialni data
o pracuji s pravdépodobnostmi jednotlivych kategorii
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Bodovy odhad parametru, zakladni obecné metody

» Metoda maximalni vérohodnosti (maximum likelihood — ML)
viz NMSA332 Matematicka statistika 2 v LS

» Momentova metoda
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Oddil 3.3

Momentova metoda
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Nastaveni/pfedpoklady (parametricky model, jednorozmérné rozdéleni)

Xi, oo Xy "X, X ~ Fx e F,
——
X

F = {rozdéleni s hustotou f(x; 6), 8 € © C RP},
hustota f(-; ) vzhledem k o-konecné mifte, tvar f(-; -) zndmy.

» Rozdéleni Fx ma hustotu f(x; 0x).
CiL: odhad parametru 6.

PREDPOKLAD: Ef|X|” <o, prokazdé F € F.

> Mame konzistentni odhady momentu:
1 n
pro kazdé F € F — 3" X7 P EBrX9, n—oo, g=1,...,p.
i=1

> Plati: Eg X9, g=1,..., pjefunkci @
(konst. funkce je moznou komplikaci).

15 3. Odhadovani parametrd 3. Momentova metoda



Oddil 3.4
Intervalovy odhad
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Nastaveni/pfedpoklady (obecny (neparametricky) model, jednorozmérny
parametr)

> X1, ..., X, "¢ X, X ~ Fx e F (model)
N———
X
F = {libovolné rozdéleni na RP} = neparametricky model
>0 =tF)eR FeF
= parametr, ktery za platnosti pfedpokladaného modelu
chceme odhadnout.

> Necht Fx ¢ F = skutecné rozdéleni ndhodného vektoru X.

> Ox :=t(Fx) = skuteCna hodnota parametru zajmu.
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Definice 3.5 Intervalovy odhad.

Interval B, = B,(X) C R se nazyva intervalovy odhad (interval estimate)
parametru fx € R o spolehlivosti (confidence) 1 — o v modelu F, pravé kdyz

P |w€Q: By(X(w)) 3 0x| = 1-a,  prokazdé rozdéleni Fx € F.

PFX (Bn(X) > 9)()

Interval B, = B,(X) C R se nazyva asymptoticky intervalovy odhad parametru
0x € R o (pfiblizné) spolehlivosti 1 — « v modelu F, prave kdyz

lim Pr (Ba(X) 2 0x) = 1—a, pro kazdé rozdéleni Fx € F.

n—oo

Alternativni nazvy a poznamky
» Interval spolehlivosti/konfidenéni interval s pravdépodobnosti pokryti/o spolehlivosti 1 — «

(confidence interval with a coverage probability/confidence level 1 — «)
» (1 — a)100% interval spolehlivosti/konfidenéni interval

> Cislo a je predem zvolené, nejbéznéjsi volba: o = 0,05 — 95% intervaly spolehlivosti
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Oboustranny (two-sided) interval spolehlivosti

Interval tvaru (7,(X), ny(X)),
n.(X), nu(X) dvé ndhodné veliCiny (statistiky) splfujici (pro kazdé Fx € F)

PFX((nL(X)ﬂ nu(X)) 2 9X> =1-aq,

Pe, (nu(X) < nu(X)) = Pre (nu(X) > —o0) = Pg, (nu(X) < 00) = 1.

Obvykle konstruovan, aby platilo (alespon asymptoticky)
«

Prc(m(X) 2 0x) = 5 = Pr(nu(X) < 0x).

R software: alternative = "two.sided"
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Jednostranny (one-sided) interval spolehlivosti
> Levostranny (dolni) interval spolehlivosti: (1.(X), oo)
Pr(m(X) < 0x) = 1—a, pro kazdé Fx € F.

R software: alternative = "greater"

> Pravostranny (horni) interval spolehlivosti: (—oo, nu(X))
Pr(mu(X) > 0x) = 1 —q, pro kazdé Fy € F.

R software: alternative = "less"

Vicerozmérné pro 0y € R
» Oblast spolehlivosti/konfidencni oblast, mnozina (confidence region, set)
B,(X) C RP:
Pr (Ba(X) 3 0x) = 1—q, pro kazdé Fx € F.
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Pfiklad. Odhad stifedni hodnoty normalniho rozdéleni
Data: Xi, ..., X, "¢ X, X~ Fx
Model: Fx € F = {N(u, 0?), p € R, 0 > 0}

Odhadovany parametr: 0x = Ef, X =: ux

- <Xn Tty (1 . %) %)
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Pfiklad. Odhad stfedni hodnoty v libovolném £? rozdéleni
Data: Xi, ..., X, "¢ X, X~ Fx
Model: Fx € F = £? (rozdéleni s kone¢nym rozptylem)

Odhadovany parametr: 0x = Ef, X =: ux

- S - S - S
<XnU1(2\ 7% Xn+U1,% \/%> = <X,73F U—g \/%>

22 3. Odhadovani parametrd 4. Intervalovy odhad



Vybrané kvantily (pro oboustranné IS s pokrytim 90 %, resp. 95 %)

0,95 0,975

1,64 1,96 gnorm(...)

1,65 1,96 qt(...)

1,66 1,98
1,68 2,01
1,81 2,23
2,02 257
2,92 4,30
6,31 12,71
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Priklad. Odhad rozptylu normalniho rozdéleni
Data: Xi, ..., X, "¢ X, X~ Fx
Model: Fx € F = {N(u, 0?), p € R, 0% > 0}

Odhadovany parametr: 0x = varg, X =: 0%

((nUS% <n1>s,%>

X% 1( 7%) X% 1(%)
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Lemma 3.2 Interval spolehlivosti po transformaci parametru.

Je-li (nu, mu) (asymptoticky) interval spolehlivosti pro parametr 6x
S pravdépodobnosti pokryti 1 — « a je-li ¢ rostouci redlna funkce na
parametrickém prostoru © = {t(F), F € F} C R, pak (v(n), v(nu)) je
(asymptoticky) interval spolehlivosti pro parametr 1)(6x) s pravdépodobnosti
pokryti 1 — a.

v

Priklad. Odhad smérodatné odchylky normalniho rozdéleni
Data: Xy, ..., X, & X, X~ Fx
Model: Fx € F = {N(u, ®), p€R, 0% > 0}

Odhadovany parametr: 0x = \/varg, X =: ox

W (n—1)S2 ansg)
}\%71( 7%)1 L\f}%q(%)
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Priklad. Odhad parametru Poissonova rozdéleni
Data: Xi, ..., Xy "¢ X, X~ Fx = Po(\x), Ax >0
Model: Fx € F = {Po()\), A >0}

Odhadovany parametr: 0x = A\x = Er, X = varg, X

uy o
2n

(o v 28l (P 2
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Priklad. Odhad proporce

Data a model: X;, ..., X, . X, X~ Alt(px), 0 < px <1

Odhadovany parametr: 0x = px = Ef, X = P (X = 1)

(Domaci) ukol. VyuZijte asymptotiku pro p, = X,

vV (Bn — px) 2 N(0, px(1—px)), Pn 5 px, n— oo

k odvozeni asyptotického intervalu spolehlivosti pro px.

~ Pn(1—Pn) - bn(1—D
(mw POP) /P<np>>

. pn(1—p
= (PnjFU1'2‘ ,On(Pn)>

n
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Oddil 3.5
Empirické odhady
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Nastaveni/pfedpoklady (obecny (neparametricky) model, jednorozmérné

rozdéleni)
> Xi, ..., Xy "X, X ~ Fx e F (model)
N———
X

F = {libovolné rozdéleni na R} = neparametricky model

>0 =tF)eRI, FeF
= parametr, ktery chceme odhadnout
(vybrané charakteristiky rozdéleni F).

> Necht Fx € F = skuteCné rozdéleni nahodné veli¢iny X.

> Ox :=t(Fx) = skuteCna hodnota parametru zajmu.
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Empiricka distribuCni funkce

Definice 3.6 Empiricka distribu¢ni funkce.

Funkci
n

1

Fo(x) = Ez;]l()(,-gx), x€eR
1=

nazyvame empiricka distribucni funkce

(empirical cumulative distribution function — ecdf)

nahodného vybéru Xi, ..., Xp.
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Véta 3.3 Vlastnosti empirické distribu¢ni funkce.

Pro libovolné x € R a pro vSechna Fx € F plati

(i) Ef, Fa(x) = Fx(x) (nestrannost), varg, Fn(x) = Fx(x) {1n_ Fx(0} .

(i) Fn(x) —= Fx(x), n— oo (bodové konzistence);
(iiiy VA {Fa(x) — Fx(x)} 2 N(o, Fx(x) {1 - FX(X)}), n— o0o;

(iv) nFa(x) ~ Bi(n, Fx(x));

(V) sup I:',,(x) — FX(X)‘ LN 0, n — oo (stejnomérna konzistence).
XER
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Idea empirickych odhadu

> Ox = t(Fx): parametr zajmu

o~

> 0, = t(Fy,): empiricky odhad parametru 6x

Priklad. Empiricky odhad stfedni hodnoty

Data: X, ..., Xo & X, X ~ Fy
Model: Fx € F = {libovolné rozdéleni na R}

Odhadovany parametr: 0x = Ef, X = / xdFx(x) =: ux

ﬁn::ﬂxz/‘ xdFa(x) = - = X,
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Empirické odhady momentu

> Necht hje méfitelna redlna funkce takova, ze
VFx € F Eg|h(X)| < oc.

-1
> Snadno: empiricky odhad pro 0x = Ef, h(X) jest 0, = - Z h(X;).
i=1

Priklad. Empiricky odhad rozptylu

i.i.d.

Dataamodel: Xi, ..., X, ~ X, X~FxeF=/L2

Odhadovany parametr: 0y = varg, X =: 0%
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Analogicky (za pfedpokladu existence pfislusnych absolutnich momentu),
empirické odhady pro

> necentralni momenty uy :=Eg, XK, k=1,2, ...
1

n
- Z XX konzistentni, nestranné

i=1

~/ _
Mk =

> centralni momenty p = Ef, (X — ]EX)k, k=1,2,...
n
fik = % > (Xi- X»)"  konzistentni, ne nutng nestranné

i=1

Er, (X —EX)®
> Sikmost (skewness) 3 := W
varg, X
~ i3 i i
¥s = ——5, konzistentni
()"
Er, (X —EX)*
> Spicatost (kurtosis) 4 == FE(X)Z)
varg,
s = A“: 5 konzistentni
(%)
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Empirické odhady kvantilt

> Kvantilova funkce rozdéleni Fy
Fi'l(a) = inf{x: Fx(x) > a}, O<a< .

» «-kvantil rozdéleni Fy ux(a) == F§1(a)-

» Plati: Fx(Ux(a)) > a, vh>0 Fx(Ux(a) — h) < a.

Definice 3.7 Vybérovy kvantil.

Pro « € (0, 1) definujeme vybérovy (empiricky) a-kvantil (empirical quantile)
jako R
Un(@) = Fy '(a).
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Vybérovy median (o« = 0,50)

N N Xnsy, n liche,

my == Up(0,50) = :
X(g), n sudé.

Software, véetné ‘R, quantile ()
> i jiné definice vybérovych kvantil(;
> obvykle ngjaka linearni interpolace mezi Xy —1), Xk.), Xk.+1)

> napf. vybérovy median v “R (median(), quantile(, probs = 0.50)):

X(ny ) n liché,

0,5 (X(g) + X(g+1)), nsudé.

my =
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Lemma 3.4 Charakterizace vybérovych kvantilu.

Necht o € (0, 1). Pro vybérovy a-kvantil Un() plati

n
() = argmin 3~ 0,(X — ),

ceR T

kde 0a(U) = aul(u>0) + (1 —a)(~u)I(u < 0)

u>0,

u<O.
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Vybérovy median (o« = 0,50)

3

> m, = argmin 7 |X;i— ¢
ceR

srovnej s X, = argmin 37 (X; — ¢)°.
ceR

> mi§ S°1_4|Xi — c| dosazeno na mnoziné M,, kde
ce
{x(%)}, n liché,

M, =
[X(g), X(gﬂ)}, n sudé.
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Statistické vlastnosti vybérovych kvantill

> Omezime se na spojita rozdéleni s rostouci (alespor lokalné) distribuéni
funkci Fx a hustotou fx.

> Stale neparametricky model, ale zGZzeni mnoziny uvazovanych rozdéleni.

> Vybérovy kvantil dle definice 3.7, tj. Up(a) = Fl (a) (jednoznatné).

Véta 3.5 Vlastnosti vybérovych kvantilu.

Necht o € (0, 1). Necht X1, ..., X, je nahodny vybér z rozdéleni, které ma
distribucni funkci Fx spojitou a rostouci na nejakém okoli bodu ux ().

(i) Potom Up(c) N ux(a), n—oc.

(i) Pokud navic existuje hustota fx, ktera je spojita a nenulova v bodé ux(a),
pak

Vn{Tn(a) — ux(a)} =5 N(0, V(a)), n— oo, kde V(a) =
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Intervalovy odhad pro ux(«)

> Lze vyuzit

Vn{Tn(a) — ux(a)} =5 N(0, V(a)), n— oo, kde V(a) =

> Je-li Fx spojita v bodé ux(«), Ize postupovat s vyuzitim poradkovych
statistik.

> Hledame oboustranny interval spolehlivosti pro ux(«) s pokrytim 1 — 3 ve
tvaru (X(kL), X(ku)), 1 < k. < ky < n, tj. pozadujeme, pro kazdé Fx € F

PFX<<X(kL)7 X(ku)> E) Ux(a)> >1-p.

» Hledej nejvétsi a nejmensi prirozena Cisla k. < ky tak, aby

P(Bi(n, a)gqu) < g P(Bi(n. u)zku) < g
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Normalni aproximace a korekce na spojitost
P(Bi(n, a) < kL—1) P(Bi(n, a) < kL)

P(Bi(n, a) < k — 1)

2

P(Bi(n, a) >

V
=
&
Nal2
Il

P(Bi(n, ) > ku—1) = P(Bi(n, a) > ky— 1)

. 0N Bi(n, ) — na ki — % — na
P(B/(ma)g/q— >_P<m < m)

- ¢<kL — % — na)
na(l—a)

; _ P
P(Bi(n, a) > ky — %) = P<Bl(n’ a) — na > U3 na)

vna(l—a) vna(l—a)

;1_¢<ku—;—na>
B Vno(l—a)

k= {%+na—upg na(1 —a)J, ky = {%+na+upg vna(1 —a)w.
2
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Empirické odhady pro ndhodné vektory

Nastaveni/pfedpoklady (obecny (neparametricky) £> model,
vicerozmérné rozdéleni)

> X1, ..., X, " X, X ~ Fx e F (model)
————

X
F = {libovolné rozdéleni na RPs kone¢nou varianéni matici}

= neparametricky £2 model

T T

> Xi:()(i717"")(i7p) ,i:1,...,n, X:(X1,...,Xp)
> Parametry zajmu:
px = Er X,

Tx = varp, X = Ei (X — px) (X — px) =B, XX — pypn,
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Empirické odhady (zifejmé)
n

fn = E (X/_Xn) ()(I_Xn)T
i=1
Vybérova varian¢ni matice
1 " — v\ T
Sf, = Z(Xi - Xn) (Xi - Xn)

i=1
1T < -
> diagonala S7 = ﬁZ(x,-,,_x,-)?, j=1,...,p
i=1
(vybérové rozptyly)
> prvek (j, m) matice S2:
1 - - _
Sim=——72_ (Xij=X) Xim = Xm), j#m
i=1

(vybérové kovariance)
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Tvrzeni 3.6 Vlastnosti vybérového priméru a vybérové variancni ma-
tice.

(i) Je-li B, |Xj| < co prokaZzdéj=1, ..., p, potom

IEFX)_(,, = Uy, X, N Ky, N — oo.
(i) Je-livarg, Xj < oo prokazdéj=1, ..., p, potom
EFXS,% = Xy, S% i> Xy, N— oo,
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Definice 3.8 Vybérovy korelacni koeficient.

Vybérovy korelacni koeficient (sample correlation coefficient) oj m

velicin X;a X», j,m=1,..., p,j# m, definujeme jako
= _ Sim _ >t (Xij = X5) (Xim — Xm)
Qjm =

5 Sim \/27:1 (Xij— X2 S0y (Xim — Xm)?
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Principy testovani hypotéz



Oddil 4.1
Zakladni pojmy a definice

4. Principy testovani hypotéz 1. Zakladni pojmy a definice



Nastaveni/predpoklady
> Xi, ., X X, X ~ Fx e F (model):
—_——

X
> 0 .= t(F) e RP, F € F = parametr zajmu
» © = {t(F), F € F} = parametricky prostor

> Ox := t(Fx) = skute¢na hodnota parametru

llustraéni pFiklady pro Xi, ..., Xo “ X, X ~ Fx, Fx € F
(A) X ~ N(0x, 08), 02 > 0 znamé,
model 4 = {N(0, 08), 0 € R}
(B) X ~ N(0x, 0%), 0% > 0 neznamé,
model 7% = {N(0, 0°), 0 € R, 0* > 0}

(C) X ~ Fx, Fx € £ (rozd&leni s konenym a nenulovym rozptylem),
model F€ = £2 (neparametricky model)

Testovany parametr: 6 =EfX = [ xdF(x), ©=R
Ox = Er, X = [ xdFx(x) (skutetnd hodnota parametru)
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> Necht ©y, ®1 CO, ©yNO; =0, nenutné ©y U ©; = 6.
> Hledame odpovéd na otazku, zda 6x € ©¢ nebo Ox € O1.

Definice 4.1 Hypotéza a alternativa.

Mnozinu ©¢ nazyvame [nulovd] hypotéza, mnozinu ©; nazyvame alternativni
hypotéza (alternativa).

Oznaéme

Fo = {FeF: t(F)e O}
> pokud Fy = {Fo}, mluvime o jednoduché hypotéze,
> jinak slozend hypotéza

Fi={FeF: t(F)e o}
» pokud Fi = {Fy}, mluvime o jednoduché alternativé,

> jinak slozena alternativa
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llustracni priklady pro Xy, ..., X, ~ X, X ~ Fx, Fx € F
Oboustranny test parametru 6 = t(F) = / xdF(x)eR
(test o stfedni hodnoté) — Hg: Ox =6y
Hi:  Ox # 6o, 6o € R zvoleno pfedem

V modelech
(A) X ~ N(0x, 03), 05 > 0 zndmé,
model F4 = {N (0, o), 0 € R}

(B) X ~ N(0x, 0%), 0% > 0 neznamé,
model 78 = {N(0, 02), 0 € R, 02 > 0}
(C) X ~ Fx, Fx € £2 (rozdéleni s kone¢nym a nenulovym rozptylem),

model F¢ = /32+ (neparametricky model)
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Rozhodovani
Podklady pro = Data = Nahodny vybér X = {Xy, ... X}
— statistika U,(X) = testova statistika (obvykle jednorozmérna)
-+ kriticky obor C c R

Rozhodovaci pravidlo
> Up(X) e C — zamitame hypotézu Hy ve prospéch alternativy Hy

> Un(X) ¢ C — hypotézu Hy nelze zamitnout (nezamitame)
ve prospéch alternativy H,

Definice 4.2 Statisticky test.

Statisticky test je definovan pomoci testové statistiky U,(X), kritického oboru
C a vySe uvedeného pravidla pro zamitani hypotézy.

Dva testy (Un(X), C) a (U;(X), C*) nazveme ekvivaintni, pravé kdyz skoro
jisté plati
UX) e C = UX)e C

v
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Oddil 4.2
Hladina a sila testu
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Definice 4.3 Chybal l. a Il. druhu.

(i) Jestlize test zamitnul platnou (nulovou) hypotézu, fikdme, Ze nastala
chyba I. druhu (type I error).

(i) Jestlize test nezamitnul neplatnou (nulovou) hypotézu, fikame, zZe nastala
chyba Il. druhu (type Il error).

v
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Pro F e F,0 =t(F)a B < Bznatime
Pr(Un(X) € B) = Po(Un(X) € B) = /]I{U,,(X) € BYdF(x1) - dF (x,).

Definice 4.4 Hladina testu.

Necht o € (0, 1) je pfedem stanovené Cislo.
(i) Jestlize kriticky obor C spliiuje podminku

sup PE(Un(X) € C) = a,

FeFo

fikame, Ze test (Un(X), C) ma hladinu vyznamnosti (significance level)
presné a. — presny test

(i) Jestlize kriticky obor C splfiuje podminku

sup lim Pe(Uns(X) € C) = a,

FeFy, T—7°

fikame, Ze test (Un(X), C) ma hladinu oo asymptoticky.
— asymptoticky test

4
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Konstrukce statistického testu
1. Stanovime (regulator stanovi) pozadovanou hladinu «.
2. Navrhneme/najdeme vhodnou testovou statistiku U,(X).
3. Navrhneme/zvolime kriticky obor C = C(«) tak, aby hladina byla

pravdépodobnost chyby Il. druhu.

Poznamky.
> Hladina testu byva obvykle mala, nej¢astéji « = 0,05.

> Ma-li testova statistika U,(X) diskrétni rozdéleni, neni mozné dosahnout
v8ech hladin « € (0, 1).
— P¥i zadaném « volime kriticky obor tak, Ze (dosazena) hladina o’ < «
— konzervativni test.
> Test, kde je skute¢na pravdépodobnost chyby I. druhu > pozadovana
hladina «
— antikonzervativni test.
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Definice 4.5 Silofunkce a sila testu.

Funkce 8n(F) = Pr(Un(X) € C), funkce F — [0, 1], se nazyva silofunkce
testu (power function).

Pro F € F; se Cislo 8,(F) nazyva sila (power) testu proti alternativé F.

Sila = pravdépodobnost (spravného) zamitnuti neplatné Hy, pokud ve
skute€nosti plati alternativa F

1 — PE(Un(X) ¢ C)

1 minus pravdépodobnost chyby II. druhu, pokud plati alterna-
tiva F
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Priklad. Test o stfedni hodnoté v normalnim rozdéleni se znamym
rozptylem

Xi, .o Xy "X, X ~ Fyx, Fx € F, Ox ::EFXX:/xdFX(x) ER=0
Model A: F = FA = {N(0, 03), 0 € R}, 0§ > 0 znamé

Testujeme Hp: 0x = 6
Hi:  Ox # 6, 6o € R zvoleno pfedem

Oznatme 0 := 6 — 6, pro F € FA:

Xn— 0,
BulF) = Ba(0) = Po(|Ua(X)| = t1-a2) = Py (‘ | > U1a/2>
NG
- ... = (D(qu(,/wg - ’1/,,’) +1- ®(U1,(,/2 — ‘I/n‘).
o
Un = -5
=
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Uréeni rozsahu vybéru

Jaké n je potfeba, aby test s pravdépodobnosti alespon S (napi. 0,80)
zamitnul, pokud je |0x — 6| alespor zadané 6?

Resime d><fu1_a/2 — |un|) +1 f¢(u1_a/2 - |yn|) > B.

2
2%
2

Pfiblizné feSeni: n > (uy_. o + Uy) 2

Sila testu zavisi na
> hladiné testu « (dano regulatorem)

> rozptylu pozorovani a§ (vlastnost ,jevu“, ktery pozoroujeme)
> alternativé (resp. jeji ,vzdalenosti“ § od hypotézy)

> poctu pozorovani (mazeme ovlivnit)
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Poznamky.
Volba testové statistiky U,(X)
> Kvantifikuje (ne)shodu dat s Hy

= rozdéleni U,(X) citlivé na skuteCnou hodnotu testovaného
parametru Ox.

> Za platnosti Hy rozdéleni U,(X) alespon asymptoticky nezavisi na
neznamych (ruSivych) parametrech a prislusné rozdéleni je znamé.

Volba kritického oboru C(«)
» Musi dodrzovat hladinu testu «.

» C(«a) odpovida mnozindam hodnot U,(X), které jsou za platnosti Hy méné
pravdépodobné nez za H;

=VFeF BnlF)>a.
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Definice 4.6 Konzistentni test.

Test (Un(X), C) na hladiné o nazveme konzistentnim testem, jestlize VF € F;
plati nlim Bn(F) =1.
—00

Definice 4.7 Nestranny test.

Test (U,,(X), C) na hladiné o nazveme nestrannym testem, jestlize VF € F;
plati 5,(F) > a.

o

> Nestrannost a konzistence testu pfili§ nesouvisi s nestrannosti
a konzistenci odhadu.

»> Nestrannost testu = sila proti kazdé alternativé je > a.
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Poznamky k interpretaci vysledku testu
Zamitnuti nulové hypotézy

= rozdéleni dat priikazné neodpovida Hy

» pravdépodobnost chybného zamitnuti Hy VZDY omezena shora hladinou
testu (je < «)

Hypotézu H, vyvracime, prokazujeme platnost alternativy H;. J

Nezamitnuti nulové hypotézy

= rozdéleni dat neni dostate¢né odliSné od rozdéleni dat, které
predpoklada Hg

> nelze potvrdit platnost Hy, ale ani Hg

> Py, (nezamitdm Ho) = P(chyba Il. druhu) = 1 —sila  mlze byt vysoka!

Hypotézu Hy nemizeme vyvratit ve prospéch alternativy H;, ale
nemuzeme ji ani potvrdit!
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Volba kritického oboru

i.i.d.

Priklady, pfipomenuti:  X;, ..., X, ~ X, uvazujeme tfi modely:
(A) X ~ N(bx, 03), Ox € R, 02> 0znamé
(B) ~ N(0x, o?), Ox € R, o2 > 0neznamé

(€) ~ Fx, Fx € L%, Ox == Ep X, o%:=vargX

» Parametr zajmu: 0x = Eg, X

> 6y € R: ,vyznamna“ predem zvolena hodnota (objevi se v Hg)

Test. statistika Un(X) Rozdéleni, pokud 8x = 6y

(A) YA to) ~ N(0, 1)
)
(B) YT ~ o
(C) L%%) Dy N(0,1), n— oo
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C(a)) = kriticky obor testu na hladiné « obvykle tvaru:

C(a) Un(X) € Cla) &
(i) [eu(a), ) Un(X) = cu(e)

(i) (= o0, cr(e)] Un(X) < ci(a)

(iii) ( — o0, —cu(@)] U [cu(a), o) |Un(X)| > cu(e) >0

(iv) (= oo, cr(a)] U [cu(e), ) ci(a) < cy(w)

ci(a), cy(a): kritické hodnoty
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Oddil 4.3
P-hodnota
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Uvazujme testovani Hp: Ox € ©g

Hy: Ox € O
Pro a € (0, 1) méjme test (U,(X), C(«)) na hladiné «,
tj. pro @ € (0, 1) je dano pravidlo, jak vypada C(«).
Dodefinujme C(1) = R.

Pro testy s diskrétné rozdélenou testovou statistikou, necht C(«a) = kriticky
obor testu na hladiné o < «, kde o’ je nejbliz§i dosazitelna hladina.

Definice 4.8 P-hodnota.

Necht uy = Un(x) je realizovand hodnota testové statistiky. Pak p-hodnotu
(p-value) neboli dosazenou hladinu testu definujeme jako

p(x) = inf{a € (0,1]: ux € C(a)}.

presny test — presna p-hodnota
asymptoticky test — asymptoticka p-hodnota
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Rozhodovani na zakladé p-hodnoty
» Zamitni Hy, pokud p(x) < a.

Zamitame na v8ech hladinach o/ > p(x), proto téz termin dosazena
hladina testu.

Nelze stanovovat hladinu testu poté, co je spoctena p-hodnota!

» Nezamitni Hp, pokud p(x) > a.

p-hodnota neni P (plati H,)!
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Vypocet p-hodnoty pro jednostranny kriticky obor

Predpokladejme, ze C(a) = [cu(w), o) a spojité rozdéleni testové statistiky.

Napf. Xi,..., Xy Hg- N(Qx, UE() Ho: 60x <6
H1Z 0)( > 90
Xn—0
Unp(X) = W pokud Ox = fp:  Un(X) ~ ty_1,
n

cu(a) =th—1(1 — )
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Vypocet p-hodnoty pro jednostranny kriticky obor

Predpokladejme, ze C(a) = (—oo, ¢, (a)] a asymptotické spojité rozdéleni
testové statistiky.

Napt. Xi,.... X, " X, X ~ Fx € £2, Ox:=ErX  Ho: 0x > 6o
+ X

H1Z 9)( < 90
X, —6
Un(X) = ﬁ(s”n” pokud Ox = fp:  Un(X) = N(0, 1),
C[_(a) = —U1_q
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P-hodnotu Ize chapat jako maximalni moznou
pravdépodobnost, Ze bychom za platnosti Hy pfi opakovani
studie/experimentu napozorovali data, ktera by byla s Hy
ve stejném nebo veétSim rozporu (vedla by k extrémnéjsi
hodnoté testové statistiky) nez data, ktera analyzujeme.
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Vypocet p-hodnoty pro oboustranny kriticky obor

Predpokladejme, ze C(a) = (—o0, ¢ (a)] U [cu(a), oo) a spojité rozdéleni
testové statistiky.

NapF X1,. .. 7Xn I'I\q N(Qx, Ui) Hol Ox = 6o
Hi: Ox # 6o
X, — 0,
Un(X) = \ﬁ(sno) pokud fx = fp:  Un(X) ~ t,_1,
n

*CL(O&) = Cu(Oz) = tn_1(1 — %)
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Rozdéleni p-hodnoty za nulové hypotézy

UvaZzme nyni p(X) = statistika (funkce dat).

Tvrzeni 4.1 Rozdéleni p-hodnoty za nulové hypotézy.

Necht plati nulova hypotéza, tj. Fx € Fo, necht navic plati

Va € (0,1): ;‘Eu;)_ Pr(Un(X) € C(a)) = Pr (Un(X) € C(e)).

Necht ma statistika U,(X) spojité rozdéleni. Pak p(X) ~ U(0, 1).
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Oddil 4.4

Dualita intervalovych odhadu a testovani
hypotéz
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Xi, ... Xy X, X ~FxecF
————

X
> 0 = t(F) € R: parametr zajmu;

> 0x = t(Fx): skute¢na hodnota parametru zajmu.

Intervalovy odhad pro 6y:
VFx e F: PFX((WL(X), nu(X)) > 9X> —1—aq,
resp.  lim P, ((n(X), nu(X) 3 0x) = 1 -0

souvisi s testovanim Hg: 60x = 6,
Hi: Ox # 6o
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Tvrzeni 4.2 Dualita intervalovych odhadu a testovani.

(i) Necht je dan oboustranny interval spolehlivosti pro parametr 6x
s pokrytim 1 — « [pfesnym/asymptotickym] tvaru (n.(X), nu(X)).
UvaZujme test hypotézy Hy: Ox = 6y proti alternativé H;: 6x # 6q
zaloZeny na rozhodovacim pravidle

Ho zamitneme — bo ¢ (nu(X), nu(X)),
Ho nezamitneme — <= 0o € (n(X), nu(X)).

Tento test ma hladinu « [pfesné/asymptoticky].
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Tvrzeni 4.2 Dualita intervalovych odhadui a testovani, pokrac.

(i) Necht pro véechna 6 € © je dan test (Uy(X, 6), Co(cr)) hypotézy

Hy: 0x = 0 proti alternativé H,: 0x # 0 takovy, Ze pro vSechna F € F, pro
ktera 0 = t(F) je

Pr(Un(X, 0) € Cy(a)) = a, resp. lim Pr(Un(X, 0) € Co(a)) = o
Sestavme mnoZzinu
Bi(X) = {6: Uy(X, 0) ¢ Cy(a)}

obsahujici vSechny parametry 6 € ©, pro néz se pfi pozorovanych datech
nezamita hypotéza Hy: 6x = 6. Pak pro vSechna Fx € F

Pe(Ba(X) 2 0x) = 1—a, resp. lim P, (By(X) 5 6x) = 1-a.

Je-li B,(X) interval, pak se jedna o interval spolehlivosti pro parametr 0x
s pravdépodobnosti pokryti 1 — « [pfesnou/asymptotickou].
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PFiklad (B).

X, X R N (x, 02) Ho: 6x =16
H1Z 9)(759
n(X,—0
Un(X, 0) = M,
Sn

pokud 6x = 0:  Un(X, ) ~ ty_1,

C@(Oé) = (—OO, —tn,1(1—%)] U [tn,1(1—%), OO)
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Priklad (C). Jednostranny interval spolehlivosti
Xi,oo Xn "X, X ~ Fx € L2, Ox:=EpX Ho: Ox >0
Hi: 0x <6

n(X,—6
(s, o) = Y1),
pokud Ox = 0:  Un(X, ) —5 N(0, 1), n — oo

Ce(a) = (7003 7“1—a}

o - S
Dudlni k intervalu spolehlivosti (—oo, nu(X)), nu(X) = Xp + = U1 _q.

vn
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Jednovybérové a parové problémy
pro kvantitativni data



Nastaveni/predpoklady

» Kvantitativni data
X, oo X ™ X, X ~ Fx € F (model);
N————
X
> Ox = t(Fx) € R: parametr zajmu

— testy

— intervaly spolehlivosti

1 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 0. Dualita intervalovych odhadl a testovani hypotéz



Oddil 5.1

Jednovybérovy
Kolmogoroviv-Smirnovuyv test

2 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 1. Jednovybérovy Kolmogoroviv-Smirnovav test



Jednovybérovy Kolmogoroviv-Smirnoviv test

Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov Nikolaj Vasiljevi¢ Smirnov
25.4.1903 (Tambov) 17.10.1900 (Moskva)
— 20.10.1987 (Moskva) — 2.6.1966 (Moskva)
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Jednovybérovy Kolmogoroviv-Smirnoviyv test

> Test shody distribu¢ni funkce dat s pevné danou distribu¢ni funkci
— test dobré shody (goodness-of-fit test)

» Neparametricky test

Model: F = {v8echna spojita rozdéleni}

Testovany parametr:  Cela distribu¢ni funkce Fy

Hypotéza a alternativa: Hp: Vx € R Fx(x) = Fo(x)
Hi: 3xeR  Fx(x) # Fo(x)

Fo: pevné specifikovana distribuéni funkce bez neznamych parametr(i

Pripomenuti (empiricka distribu¢ni funkce):

n
Fo(x) = % Y I{X <x}, xeR
i=1
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Testova statistika: Ky := sup|Fp(x) — Fo(X)|
XER

Oznaéme K, = supyer (Fa(x) — Fo(X)),
Ko = supyer(Fo(x) — Fa(x)).
To jest K, = max{K;", K; }.

Lemma 5.1 Kolmogorovova-Smirnovova statistika a poradkové statis-
tiky.

Je-li Fy spojita, pak plati

X
+
I

max (% — FO(X(,-))),

1<i<n

K, = max (FQ(X(,‘)) — :)

1<i<n n

v,
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Tvrzeni 5.2 Asymptotika pro Kolmogorovovu-Smirnovovu statistiku.

Necht X1, ..., X, je nahodny vybér ze spojiteého rozdéleni s distribucni funkci
Fx. Potom
Vn sup

xeR

kde Z ma distribucni funkci

Falx) = Fx(x)| = 2, n— o0,

oo

1-2 ) (~1)+1e 2K 250,
k=1

0, - z<0.

G(z) =

Znaéeni: ki_, =G '(1-a), O<a<1.
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Asymptoticky test:

Zamitame Hy < nK, > kyi_,,
p=1- G(ﬁkn)

kn:  hodnota statistiky K, dosazena/realizovana s daty

R: ks.test(x, y = Fy, exact = FALSE)
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Poznamky.

> Ky = sup|Fa(x) — Fo(x)| == sup|Fx(x) — Fo(x)| > 0 (za platnosti Hy),
XeR XeER
odsud konzistence testu

> Jde o univerzalni test, malo citlivy na konkrétni poruseni Hy (napf. zménu
stfedni hodnoty).

> Test Ize uvaZovat téZ jednostranné s alternativou
Hi: Fx(x) > Fo(x), 3x € R Fx(x) > Fo(x).

8 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 1. Jednovybérovy Kolmogoroviv-Smirnovav test



Intervaly spolehlivosti pro Fy

(a) pro pevné dané (jedno konkrétni) x € Sx = {x* : Fx(x*) € (0, 1)}:

n

resp. dolni mez = max{o, It‘,,(x) —\/ F"(X)(1n_F"(X))u1_a/2}
hornimez = min{1, lt',,(x) + \/WM_QQ}

vxeSx VFxeF  lim Pr (IS)(x) 3 Fx(x)) = 1-a

50 (/En 0 = \/Fn(x) (1 - Ba(x) u1a/2>,

" hodovy (asymptoticky) interval spolehlivosti pro Fx(x)

9
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Intervaly spolehlivosti pro Fy

(b) pro vSechna x € Sx najednou (sdruzené)

Ba(x) = <max{o, Fo(x) — kﬁ}, min{1, Fa(x) + k\‘fn“ })

VFEx € F  lim Pr (VX € Sx Bu(x) 3 Fx(x)) = 1-a

™ simultanni (asymptotické) intervaly spolehlivosti pro Fx(x)

m pas spolehlivosti (confidence band) pro Fx
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Komplikace spojené s pouzitim K-S testu (poruseni predpokladu)

1. Fy neni spojité
> K, = supxeRU?n(x) — Fo(x)| Ize pouzit jako testovou statistiku
> jiné asymptotické rozdéleni nez uvedené v Tvrzeni 5.2
> pouziti kvantild ki,
— (asymptoticky) konzervativni test (hladina OK, ale je slabsi)

2. Fy spojité, ale v datech shody (zaokrouhlovani, .. .)
» formalné pozorujeme ;(1 = round(X), ..., ;(,7 = round(Xp)
s distribuéni funkci Fx(x)

> K-S Ize pouzit, pokud sup,c |Fx(x) — Fx(x)| malé
(spInéno pfi rozumném zaokrouhlovani)
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Komplikace spojené s pouzitim K-S testu (poruseni predpokladu)

3. Hypotéza neni jednoducha (nejCastéjsi problém, ...)

» napf. test normality: Hp: Fx = normalni rozdéleni

Hi:  Fx neni normélni (gaussovské)

v

. Ho: FxeFo "= {N(u, 0%, neR,o?>0}
H1Z FX ¢ Fo
obecné Fo = {F(x; 6), 6 € ©}

v

testova statistika K, = sup}ﬁn(x) - F(x; 0n)|,
XER

v

kde 8, = vhodny odhad parametru 0

v

neplati Tvrzeni 5.2, pouziti kvantil( ki _,,
— (asymptoticky) silné konzervativni test (velmi slaby)

v

(asymptotické) rozdéleni K, komplikované a zavisi na (neznamém) 6x

v

pro Ho: Fx = normalni rozdéleni existuji specialni testy
— Lilliefors, Shapiro-Wilk, D’Agostino, ...
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Oddil 5.2
Jednovybérovy t-test
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Jednovybérovy t-test

> Test o stfedni hodnoté v normalnim vybéru, resp. vybéru z rozdéleni

s koneCnym rozptylem

Model: Fy = {N(u, 0?), pn€R, 0% >0}
fas — Ei
Testovany parametr: ux := Ef X
Hypotéza a alternativa: Hp: pux = o
Hit pux # po

1o € R: dano predem

X _
Testova statistika: T, := M
n

14
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Zamitame Hy <= |To| > t,-1(1— %)
p = 2(1 - Fn71(|tn|)

t-1(1—%): (1 — %)-kvantil rozdéleni t,_;
Fo_q: distribu¢ni funkce rozdéleni t,_1

th: hodnota statistiky T, dosazena/realizovand s daty

Dualni interval spolehlivosti pro jx

/Sn—<n$tn1(‘I 2)5%)7

VFx € Fn Pe(I1Sh 3> ux) =1-a presny IS
VFx € Fas  lim Prc(ISh 2 pux) =1—a  asymptoticky IS

R: t.test(x, mu = pg, conf.level = 1 —a)
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Lze i jednostranné:

Ho:  ux < o Zamitame Hy < T, > t,_1(1 — @)

Hit x> o p = 1-Fni(ty)

Dudlni IS pro ux: (X,, — th—1(1 — @) Sn OO>

vn'
R: t.test(x, mu = pg, alternative = "greater", conf.level = 1 —a/
Ho: x> po Zamitame Hy <= T, < —t,_1(1 — )
Hi: px <o p = Fn1(t)

Dudlni IS pro pux: (oo, Xp + tho1(1 —a) j%)

R: t.test(x, mu = , alternative = "less", conf.level = 1 — )
Ho

16 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 2. Jednovybérovy t-test



Poznamky.
> t-test nevyzaduje normalitu, pouze kone¢ny druhy moment (a dostatek
pozorovani).

> QOvéfovani normality pfed pouzitim t-testu je (kromé jiného) ztratou ¢asu.
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Oddil 5.3
Jednovybérovy znaménkovy test
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Jednovybérovy znaménkovy test

» Porovnani medianu s pevné danou hodnotou

» Neparametricky test

Model: F = {v8echna spojita rozdéleni}

Testovany parametr: median my := F; ' (0,5)

Hypotéza a alternativa: Hyp: mx = mg

H1: mx#mo

mp € R: dano predem

n
Testova statistika: B, := > I{X; > mo}

i=1
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Véta 5.3 Vlastnosti testové statistiky znaménkového testu.

Necht Xi, ..., X, je nahodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni

s medidanem my. Pak
n

(i) > I{Xi>mx} ~ Bi(n, 1/2).

i=1

I B 1
(ii) N 12_1:(11{)0 > my} — 2) 25 N(0,1/4), n— .
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Pfesny test:

Zamitdme Hy <— B, < c¢i(a) V B, > cy(«)

p = 2 min{Go(bn), 1 — Go(br — 1)}

cu(a) = max{ki € No: P(Bi(n, ) < ki) < 3}
= max{/ﬁ € Np : % Z/l'io (7) < %}
cue)  =min{ke€No: P(Bi(n, }) = ko) < %}
= min{le eNo: 3 7, () < 5
symetrie: ¢ (a) =k, cy(a)=n—k pronéjaké ke {0,..., 3}
Go: distribuéni funkce rozdéleni Bi(n, 1)
bn: hodnota statistiky B, dosazenda/realizovana s daty

21

5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 3. Jednovybérovy znaménkovy test



Asymptoticky test:
_ 8%

Zn = ﬁ - ;(B”D

Zamitdme Hy < |Z,| > t1_¢
p=2(1-9(z)

zp: hodnota statistiky Z, dosazenda/realizovana s daty
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Interval spolehlivosti pro mx

Viz empirické odhady.

Poznamky.
> By = Y0, T{X > mo):
k vypoctu netfeba znat konkrétni hodnoty X, staci pocet > my

> test i intervaly spolehlivosti Ize jednostrannée

> snadno test o libovolném kvantilu ux(5), 0 < 5 < 1
HoI Ux(ﬁ) = W
Hi:  ux(8) # wo, Up € R déno

testova statistika B, == 7, I{X; > up} ~ Bi(n, 1 - j)
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Poruseni predpokladu

> V predpokladech bylo vyzadovano spoijité rozdéleni. Pro platnost vSech
odvozeni stadi vyzadovat P(X = mg) = 0

(stali schopnost jednoznacné urcit pocet pozorovani nad/pod my).

> Pokud v datech shoda X; s mg (kvuli zaokrouhlovani), vyloucit pfislusna
pozorovani a provést test s mensim vybérem.
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Oddil 5.4
Jednovybérovy Wilcoxonuv test
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Jednovybérovy Wilcoxonuv test

= Wilcoxon signed-rank test

Frank Wilcoxon
2.9.1892 (County Cork, IRL)
— 18.11.1965 (Tallahassee, FL, USA)

(fyzikalni) chemik (a statistik)

26 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy

4. Jednovybérovy Wilcoxon(v test



Jednovybérovy Wilcoxonuv test

> V jistém smyslu opét test o medianu, resp. stfedni hodnoté
» Neparametricky test

Model: F = {spojita rozdéleni s hustotou f spliiujici
IeR: f(6—x)=1f(6+x) proxeR}

V modelu F: § = F~1(0,5) = mediang
=EgX, pokud EFX existuje

Testovany parametr:  stfed symetrie dx

Hypotéza a alternativa: Hp: dx = dp
Hi: 0x # dg

do € R: dano pfedem
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Testova statistika: e 7= X; — 38, i=1,...,n
m Sefad |Zi|: 0 < |Z|q) < <|Z|n
- R; = poradi Z;
v uspofadaném vybéru [Z]y, ..., |Z]n),
t. 1Z] = |Z|(a)
" W, =Y R,

i€eT

I={ie{l,...,n}: Z >0}

= sum of ranks of either sign,
odsud Wilcoxon signed-rank test
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Véta 5.4 Vlastnosti testové statistiky Wilcoxonova jednovybérového

testu za hypotézy.

Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni splriu-
jictho model F pro jednovybérovy Wilcoxonuv test. Necht plati hypotéza

dx = 6p. Pak

n(n+1)
4 I
n(n+1)(2n+1)
24

(i) EsWh =

vars, W, =

Wn - E&g Wn

y/vars, Wy

Ly N(0,1), n— .

(ii)
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Asymptoticky test:

—1
Un = —Wn_ n(n4 )
n(n+1) (2n+1)
24

Zamitdme Hy < |U,| > ty_¢
p=2(1-o(|up)

up: hodnota statistiky U, dosazenda/realizovana s daty

R: wilcox.test(x, mu = §p, exact = FALSE)

ve vystupu: Vv = W,
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Presné rozdeéleni statistiky W, za hypotézy
~Snadno” (trocha kombinatoriky) Ize pro kone¢né n odvodit presné rozdéleni
statistiky W, (pfi dx = do), tj. hodnoty pravdépodobnosti
1 . .
Ps,(Wo=k), k=0,..., % ~ WP s distr. funkei Gpg

R: dsignrank(), psignrank(), gsignrank()

Pfesny test:
Zamitame Hy <= W, <ci(a) Vv W, > cy(a)

p = 2min{Gno(Ws), 1 — Gno(w, —1)}

cla) = max{k1 eENg: P(IW? < k) < %}
cu(a) = min{kg €ENo: P(W? > k) < %}
Wh: hodnota statistiky W, dosazenda/realizovana s daty

R: wilcox.test(x, mu = §g, exact = TRUE)

4. Jednovybérovy Wilcoxon(v test
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Poruseni predpokladu

1. Shody kvli zaokrouhlovani

> X; =5 — vyfadit

(nelze urcit, zda pred zaokrouhlenim bylo X; < do nebo X; > do)
> X; # 6y — pouzit primérna poradi

(+ drobna Uprava teorie)

2. Nesymetrie rozdéleni (hustota f ne symetricka)

> jednovybérovy Wilcoxon(v test se pouziva na testovani o hodnoté
d0x = pseudo-median(X)
= medién(u>
2
> 0x lezi mezi mediang, a Ef, X (existuje-li)

> medianr, < Ef, X, resp. mediang, > Ef, X v zavislosti na Sikmosti rozdéleni
> Problémy:
> interpretace pseudo-medianu

> skutecna hladina testu neni (asymptoticky) «, ale odchylky nejsou velké ani pro
znacné asymetricka rozdéleni jako napf. exponencialni
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Oddil 5.5
Jednovybérovy \? test na rozptyl
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Jednovybérovy 2 test na rozptyl

> Test o rozptylu v normalnim vybéru

Model: F = {N(u, 0?), p € R, 0? > 0}

Testovany parametr: o2 := varg,

Hypotéza a alternativa: Ho: 0% =0

Hy: 0'5(7&0'(2)

02 € (0, oo): dano predem

Testova statistika: U, =

2
90

(n—1)S7

S2= by X0 (X~ Xo)

— n—1
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Zamitime Hy <= U, <x2_4(%) V U= x3_;(1-%)
p = 2min{Gnr_1(Un), 1 — Go_1(Un)}
a1(%): 2-kvantil rozdéleni x3_
Yoo (1—2): (1 - %)-kvantil rozdéleni x3_
Gn_1: distribugni funkce rozdéleni x2_,
Up: hodnota statistiky U, dosazend/realizovand s daty

Dualni interval spolehlivosti pro o%

s _( (n-1)S3 (n—1>s,%>
T L -a/2) XE(e/2) )

VFx € F Pg(I1Sy 2 0%)=1—a  presny IS
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Lze i jednostranné:

Ho: 0% < o? Zamitdame Hy & U > x5 (1 — @)
Hi: 0% >0 p = 1—Gp1(Un)
_ 2
Dudlni IS pro o%: M7 00
an‘] (1 - a)
Ho: 0% > o2 Zamitame Hy < U, < x2_,(a)
Hi: 0% <o p = Gp_1(up)
_ 2
Dualni IS pro o2: 0, w
an‘] (Oé)
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Poznamky.
> Pfi poruSeni normality vybéru nedodrzuje test hladinu ani asymptoticky!

> Asymptoticky validni test na rozptyl by bylo moZné zkonstruovat na
zakladé (Véta 2.6):

Vn(SZ — o%) 2 N(0, 0% (ixa — 1)), n— oo,

]EFX (X - /J'X)4
X

kde yx 4 = je SpiCatost rozdéleni X.
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Oddil 5.6
Parové testy
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Parové testy

» Technicky jednovybérové testy.

> OdliSna interpretace!

Nastaveni/predpoklady

Nahodny vybér z dvourozmérného rozdéleni:

() (2)=(2)

> Fx, Fy: margindlni rozdéleni X, resp. Y.
> X a Y ne nutné nezavislé.
> CIL: porovnat 8x = t(Fx) a fy = t(Fy).

> Zi=X—Y,i=1,....n, Z:=X-Y.

> Z, ... Z, "z Z~ Fs

(

X
Y

)Nny€.7:
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Hypotéza nulového efektu
> Nejcastéjsi pouziti parovych testl.
> X = méfeni pred intervenci/oSetfenim/. . .
Y = méfeni po intervenci/oSetreni/. . .
> Obecné: Hp: VxeR Fx(x)= Fy(x)
Hi: 3xeR  Fx(x) # Fy(x)

> Konkrétni test obvykle volime tak, aby byl citlivy na zménu charak-
teristiky, ktera nas hlavné zajima.
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Oddil 5.7
Parovy t-test
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Parovy t-test

= jednovybérovy t-test s rozdily Z;, ..., Z,

Model: Fn = {ZZX—YNN(/A,O’Z),MER,0'2>O}

Testované parametry: pux := Ef X, py = EgY

Hypotéza a alternativa: Hp: pux — puy = do

Hit pux — py # do

do € R: dano pfedem
\/E(?n*(so) _ 7,1_7”_60
SRS R L

Sxy = =5 S0 (Xi— X)) (Yi—Ya) (vybérova kovariance)

Testova statistika: T, :=
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Zamitame Hy <= |To| > t,-1(1— %)
p = 2(1 - Fn71(|tn|)

t-1(1—%): (1 — %)-kvantil rozdéleni t,_;
Fo_1: distribu¢ni funkce rozdéleni t,_1

th: hodnota statistiky T, dosazena/realizovand s daty

Dualni interval spolehlivosti pro ux — uy

1S, = ((Xn _Vn) F thv (1 - %) \S/Zﬁ>»

VFXY e Fn PFXY(lSn S Ux — /Ly) =1—-« pFesny IS
VFxy € Fas  lim Pro (ISh 2 px —py) =1—a  asymptoticky IS

R: t.test(x, y, paired = TRUE, mu = §g, conf.level = 1 —q)
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Hypotéza nulového efektu
> Hp: VxeR Fx(x)= Fy(x)
Hi: 3x e R Fx(x) # Fy(x)

> Parovy t-tests 0o =0 = test hypotézy nulového efektu
citlivy na rozdil ve stfednich hodnotach.

» Jako test hypotézy nulového efektu konzistentni
proti alternativam, kde Er, X # Ef, Y.

» Test ne konzistentni, pokud Hy sice neplati, ale zistava Ef, X = Ef, Y.
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Oddil 5.8

Parovy znaménkovy test
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Parovy znaménkovy test

= test na vyznamnost zmeény (zlepSeni/zhorseni)

Model: F = {Z = X — Y ma jakékoliv spojité rozdéleni}

Testovany parametr: median my rozdilu Z =X - Y

Hypotéza a alternativa: Hy: mz =0
H1: mz 7é 0

n
Testova statistika: B, = Z I{Z > 0} = pocet parQ, kde X; > Y;

i=1

Presné rozdéleni B, zaHo: B, ~ Bi(n, 3)

Asymptotické rozdéleni B, za Hg: anng N N(0,1), n— oo,

z

. B, © N (3. §)
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Poznamky.
> mz = 0 obecné neznamena my = my!

> mz;=0 & PIX<Y)=P(X>Y)=

[\SIE

> Jako test hypotézy nulového efektu je test konzistentni (a citlivy)
proti alternativam, kde P(X < Y) # P(X > Y).

> Zobecnéni testu s Hy: mz = my odpovida testovani
HoZ P(X—ngo):P(X— Yzmo):%
» Pokud E |Z] < oo a Z ma hustotu symetrickou okolo 0,

potomm; =0 <& EZ=EX-EY =0.

> K provedeni testu neni potieba znat pfesné hodnoty X; a Y;.
Staci vedét, kolikrat je X; > Y; (kolikrat doslo ke zlepSeni/zhorSeni).

47 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 8. Parovy znaménkovy test



Oddil 5.9

Parovy Wilcoxonuv test

48

5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy

9. Parovy Wilcoxonuyv test



Parovy Wilcoxonuv test (Wilcoxon signed-rank test)

= porovnani stfedu symetrie rozdéleni Z s pfedem danou konstantou

Model: F = {Z ma spojité rozdéleni s hustotou f spliiujici
IeR: f(6—x)=1f(6+x) proxeR}

Model F: pozadavek na symetrii hustoty Z, nikoliv X a Y.

Pokud existuji stf. hodnoty a Z ma symetrickou hustotu,
potomé=EZ=EX-EY.

Testovany parametr:  stfed symetrie 6

Hypotéza a alternativa: Hy: 6z = dg
H1Z 52 7'é (50

0o € R: dano predem

49 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 9. Parovy Wilcoxonuyv test



Testova statistika: - Zx =X —Yi—6, i=1,...,n
W Sefad |ZF|: 0 < |Z*|1y <+ < |Z%|(n)
" R; = poradi Z*
v uspofadaném vyberu [Z*|cy, ..., [Z*|(n)s
ti. |27 =1Z%|R)
- W, = R

i€eT

I={ie{l,...,n}: Z' >0}

DalSi postup:  shodné s jednovybérovym Wilcoxonovym testem

50 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 9. Parovy Wilcoxonuyv test



Poznamky.

> Pfi symetrii rozdéleni Z:
Parovy Wilcoxonlv test = testoEX —E Y,

ale parovy t-test je vhodnéjsi (nevyzaduje symetrii rozdéleni rozdild. . . ).

» Pro §p = 0 Ize test pouzit k testovani hypotézy nulového efektu.

51 5. Kvantitativni data: Jednovyb. problémy 9. Parovy Wilcoxonuyv test



6

Dvouvybeérové problémy pro
kvantitativni data



Nastaveni/predpoklady
> Kvantitativni data, dva nezavislé nahodné vybéry
Xi, .. Xn X, X ~ Fx,

Yi,..0, Y Y, Y~ Fy,

X = (Xi, ..., X,) | nezavislé s Y = (Y, ..., Ym) '
> Model 7 = model (pfedpoklady) pro Fx a Fy
» Parametry zajmu: 0x = t(Fx), 0y = t(Fy),
obvykle stejného typu, napt. Ox = Eg X, 0y =Ef, Y
> Zakladni problémy: Hy: 6x =0y resp. Ho:  Ox — Oy = do
Hi: O0x # 6y Hi: 0x — 0y # do

do € R pevné dané

1 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 0. Parovy Wilcoxonuyv test



Oddil 6.1

Dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnovav
test

2 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 1. Dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnovav test



Dvouvybérovy Kolmogorovav-Smirnovav test

> Globalni test shody dvou rozdéleni
» Neparametricky test

Model: F = {v8echna spojita rozdéleni, Fx i Fy}

Testovany parametr:  Celé distribu¢ni funkce Fx a Fy

Hypotéza a alternativa: Hp: Vx e R Fx(x) = Fy(x)
Hi: 3xeR  Fx(x) # Fy(x)

Ho = hypotéza nulového rozdilu

Testova statistika:  Kp, m = sup|IA:X(x) — IA:y(x)|
X€ER

Fx, Fy: empirické distribu¢ni funkce pro X a Y vybér

3 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 1. Dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnovav test



Tvrzeni 6.1 Asymptotika pro  statistiku  dvouvybérového
Kolmogorovova-Smirnovova testu.

Necht Xi, ..., Xp, Y1, ..., Ym jsou nezavislé nahodné vybéry ze spojitého
rozdéleni s distribuéni funkci Fy (= Fx = Fy). Potom

nm D
Kom — Z, n,m— oo,
n+m

kde Z ma distribucni funkci

oo

1 -2 (-1)kte 2k 250,
G(z) = ;( )

0, z<0.

Poznamka.
Asymptotické rozdéleni K, ,, nezavisi na neznamém rozdéleni F.

Znaceni: k1_, =G '(1—-a), O0<a<1.

4 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 1. Dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnoviv test



Asymptoticky test:

p = 1_G<\/,?+Tn kn,m)

kn.m: hodnota statistiky K, m» dosaZzend/realizované s daty

R: ks.test(x, y, exact = FALSE)
ks.test(z ~ I, exact = FALSE)

5 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 1. Dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnovav test



Poznamky.

> Pokud 3x € R Fx(x) # Fy(x), potompron, m— oo

sup| Fx(x) = Fy(x)| T sup|Fx(x) ~ Fy(x)] >0
X€ER XeR

Kn,m
> konzistence testu vUci libovolné alternativé
> test reaguje na libovolné poruseni Hy
> mala sila vic&i specifickym porusenim Hy (napf. E X # E Y)

> Statistika K,  je invariantni viéi prostym transformacim dat, test Ize
zformulovat téZ jako poradovy test (rank test)

> Poruseni predpokladti:
» diskrétni rozdéleni — konzervativni test

» zaokrouhlovani: potfeba predpokladat, ze zaokrouhlovani probiha stejnym
zpUsobem v obou vybérech

6 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 1. Dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnovav test



Oddil 6.2

Dvouvybeérovy t-test bez predpokladu
shody rozptylu

7 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 2. Dvouvyb. t-test bez predp. shody rozptylu



Dvouvybeérovy (Studentliv) t-test

William Sealy Gosset

13.6.1876 (Canterbury, ENG)

— 16.10.1937 (Beaconsfield, ENG)
(chemik, pivovarnik, statistik,
hlavni sladek pivovaru Guinness)

Sir Ronald Aylmer Fisher
17.2.1890 (Londyn, ENG)

— 29.7.1962 (Adelaide, AUS)
(matematik, statistik, biolog,
genetik, ...)

8 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy
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Dvouvybérovy t-test bez predpokladu shody rozptyll

Bernard Lewis Welch
1911 (Sunderland, ENG) — 29.12.1989

Welch then attended University College London to study statistics. Pearson
and Fisher were creating a centre at the College for studies in statistical
inference and the use of statistical methods in biological science.

From 1939 to 1946 Welch served as a Scientific Officer on the Ordnance
Board of the Ministry of Supply. He then returned to academic life by way
of an appointment to a Readership in Statistics in the then Department of
Mathematics in the University of Leeds. Leeds was then one of the few
universities that had a statistician on its mathematical staff. Welch was
appointed to the Chair in Statistics in 1968. Following the establishment of
the School of Mathematics, he was appointed Head of the newly created
Department of Statistics where he remained until his retirement (1976).

Doctoral student: Sir David Roxbee Cox (1924 —2022)

9 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 2. Dvouvyb. t-test bez pfedp. shody rozptyld



Dvouvybérovy t-test bez predpokladu shody rozptyll

» Porovnani stfedni hodnoty dvou vybért

Model: F = {Fx e L2, Fye (%}

Testované parametry: px = Eg X, puy := Eg Y

Hypotéza a alternativa: Ho: pux — py = do

Hit pux —py # do

do € R: dano pfedem

2
S 4 S S

Testova statistika:  Tpm =

Znadeni: o%:=varp X, Xo=13".X, S%=-230 (X —Xn)?
o = varn, Y, Y= A0, Vi S§= 5h 5 (% - V)

10 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 2. Dvouvyb. t-test bez predp. shody rozptyll



Véta 6.2 Asymptotika pro statistiku dvouvybérového t-testu bez
predpokladu shody rozptyla.

Necht Xi, ..., X, a Yq, ..., Ym jsou nezavislé nahodné vybéryz rozdé/en/’ se
strednimi hodnotam/ ux apy akoneénymi nenulovymi rozptyly o% a o?. Pak

Yn*Vm*(uxfw) 3)

s§+s2

N(0, 1), pron, m—s oo, %—)C[E(O,oo).

11 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 2. Dvouvyb. t-test bez predp. shody rozptyll




Zamitame Hy <= |Tom| > us_g
p = 2(1 _¢(|tn,m|)

th,m: hodnota statistiky T, » dosazené/realizovana s daty

Dualni interval spolehlivosti (asymptoticky) pro ux — uy

- - S5 S
I1Spm = (Xn Ym F U_g\[— + m)a

VF)(, Fy c F PFX7Fy(ISn,m S Ux — ,UY) — 1 -«

pro n, m — oo, %%qe(o,oo).

> Jednostranné testy a intervaly spolehlivosti analogicky.

12 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 2. Dvouvyb. t-test bez pfedp. shody rozptyld



Poznamky.

> | s pfedpokladem normality, tj. Fx = N (ux, 0%), Fy = N(uy, 0%)
zavisi presné rozdéleni T, » na nezndmém poméru o%/o%.
LepSi zUstat u asymptotiky. . .

> V praxi se pouziva (pfesnéjsi pro konec¢né n a m) aproximace

rozdéleni T, m za Ho
2
8.8
n m

(83)° (83)°
n?(n—1) N m?(m—1)

Tn7m ~ tl/7 V=

tj. zamitame Hy < |[Thm| > t,(1 — §) atd.
> Welchav t-test

> ‘R: t.test(x, y, mu = dy, conf.level = 1 —q)

t.test(z ~ I, mu = §g, conf.level = 1 —q)

13 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 2. Dvouvyb. t-test bez predp. shody rozptyll



Oddil 6.3

Dvouvyberovy t-test za predpokladu
shody rozptylu

14 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 3. Dvouvyb. t-test za predp. shody rozptyll



Dvouvybérovy t-test za predpokladu shody rozptylu

> Porovnani stfredni hodnoty dvou vybérl se shodnou variabilitou

(homoskedastické vybéry)

Model:
Fn = {Fx =N(ux, 02), Fy = N(uy, 02), px, py € R, 02 >0}

Fas = {Fx € L2, Fy € L2, varg, X =varg, Y =: 02}

Testované parametry: px = Eg X, py := Eg Y

Hypotéza a alternativa: Ho: ux — py = do

Hi: ux — py # do

do € R: dano pfedem

- Xo—=Ym— Xn—=Ym—
Testova statistika: Ty = —— m—% _ nm_ Zn 5 m =%
Snhrd) VOFM S

n m

15
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n

1 m
Znacerﬂ S,%m = m {Z + Z }

i=1 j=1

Véta 6.3 Asymptotika pro statistiku dvouvybérového t-testu.

Necht Xi, ..., Xpa Y, ..., Ym jsou nezavislé nahodné vybéry z rozdélen/' se
stfednimi hodnotaml wx a uy a kone¢nymi nenulovymi rozptyly o% a o%. Pak

Y” B 7f77 B (/U'X - ,U,y) i} N(O 02)
Sam (5 + m)

n
pron, m— oo, —— — A€ (0, c0),
n+m

kde o? — (1-=XNo% + \o?
Ao% + (1=2)o?

(= 1, pokud 0% = 0% nebo \ = }).

16 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 3. Dvouvyb. t-test za predp. shody rozptyll



Véta 6.4 Presné rozdéleni statistiky dvouvybérového t-testu za nor-
mality.

Necht Xi, ..., X, a Y1, ..., Ym jsou homoskedastické nezavislé nahodné
vybéry z normalnich rozdéleni N'(ux, o2), resp. N'(uy, 02). Pak

17 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 3. Dvouvyb. t-test za predp. shody rozptyll




Testovani pro model F5 i Fy

(o4

Pfipomenuti: tp,m2(1—§) — ui_2, N, m— .

Testujeme Ho: ux —py =d

Hi: px —py # do

Zamitame Hy <= |Tom| > torm—2(1 - 5)
p = 2(1 - Fn+m—2(|tn,m|)

Fnim_2: distribuéni funkce rozdéleni tp,, m_2

tn,m: hodnota statistiky T, » dosazena/realizovana s daty

> “R: t.test(x, y, mu = §y, var.equal = TRUE)

t.test(z ~ I, mu = §p, var.equal = TRUE)

> Jednostranné testy analogicky.

18 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 3. Dvouvyb. t-test za predp. shody rozptyll



Dualni interval spolehlivosti pro i x — 1y

Y Vv 1 1
ISn,m = (Xn— YmF tn+m—2(1 — g) 8127,m < 4 ))

n m

VFx, Fy € Fn - Peor, (ISam 2 pux —py) = 1-a,

VFx, Fy € Fas Pror (ISom 3 px —py) — 1—q,

pron, m— oo, = — A€ (0, o0).

> “R: t.test(x, y, var.equal = TRUE, conf.level = 1—q)

t.test(z ~ I, var.equal = TRUE, conf.level = 1—q)

» Jednostranné intervaly spolehlivosti analogicky.

19 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 3. Dvouvyb. t-test za predp. shody rozptyll



Poruseni predpokladu shody rozptylu

Zaplatnosti Ho:  Tam —=> N(0, 02), o2

o2 =1, tedy Trnm —> N(0, 1)

2 (1 —A)O’i + AO’%
CXod + (1-N)od]

n
n,m-— oo, —— — A€ (0,1).
m

= hladina testu (asymptoticky) OK

o2 >1,napf. 0% > 0% a A< (n<m)
pravdépodobnost chyby I. druhu > «, anti-konzervativni test

0% <1
konzervativni test

pokud n = m:

Sk, S8 _ _ @ (1,1
Tt wm == S+ )

statistiky t-testu s/bez predpokladu shodnych rozptylli jsou shodné
a maji stejné asymptotické rozdéleni za Hq

20 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy
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Nékdo doporucuje dvoukrokovy postup
1. Otestuj shodu rozptyll (viz F-test zanedlouho).

2. F-test zamitnul shodu rozptyll = proved Welch(v t-test

nezamitnul shodu rozptyll = proved t-test pfedpokladajici
shodu rozptyld

NEDELAT !!!
» V kazdém kroku moznost chyby I. druhu.

» Chybi kontrola nad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro hlavni testovaci
problém Hy: pux — py = do.

> Pokud riizné velké rozsahy vybéru a nelze predpokladat shodu rozptyld
— rovnou Welchav t-test.

21 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 3. Dvouvyb. t-test za predp. shody rozptylu



Hypotéza nulového rozdilu
> Ho: VxeR Fx(x)= Fy(x)
Hi: 3x e R Fx(x) # Fy(x)

» Dvouvybérovy t-test s o = 0
~ test hypotézy nulového rozdilu
citlivy na rozdil ve stfednich hodnotach.

> Jako test hypotézy nulového rozdilu konzistentni

proti alternativam, kde px # uy.

22 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 3. Dvouvyb. t-test za predp. shody rozptylu



Oddil 6.4
Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

23 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 4. Dvouvybérovy Wilcoxon(v test



Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

= Wilcoxon rank-sum, Manntv-Whitneyho test

Henry Berthold Mann Donald Random Whitney
27.10.1905 (Viden) 27.11.1915 (East Cleveland, Ohio)
— 1.2.2000 (Tucson, Arizona) - 16.8.2007
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Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

> Neparametricky test zaloZzeny na poradich

Model: F = {existuje rostouci funkce g a existuje § € R tak, Ze
9(X) ~ Fx, spojita distribuéni funkce,
a(Y) ~ Fy, spojita distribu¢ni funkce,
VxeR  Fx(x) = Fy(x — )}

F = (zobecnény) model posunuti v poloze

Testovany parametr:  posunuti dxy

Hypotéza a alternativa: Hp: dxy =0
H1I 5xy 7é 0

Lze zobecnit na testovani Hy: dxy = do,
kde do € R je predem dané.
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Poznamky.
> Zadné z rozdéleni nemusi byt symetrické.

> Za platnosti modelu F a nulové hypotézy je £L(X) = L(Y) a ted téz
myx = my, EX =E Y (pokud existuji).

» Dvouvybérovy Wilcoxon(v test se obvykle interpretuje jako test shody
mediand.

Testova statistika:
g (Z17 ey Zn+m) = (X1, ceey X,—,, Y1, ey Ym)
N—————

spojeny vybér

11y 2(1) < 2(2) < Z(n+m):
poradkové statistiky ze spojeného vybéru
Iy R = poFadl’ X; mezi Z(1)7 RN Z(n+m)a tj. Xi = Z(E’,-)

n
L VIV Z R; = sum of ranks

i=1
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Presné rozdeéleni statistiky W, ,, za hypotézy

~Snadno” (trocha kombinatoriky) Ize pro kone¢né n a m odvodit pfesné
rozdéleni statistiky W, m, tj. hodnoty pravdépodobnosti

LR (F3)

~ WY, s distr. funkci Gn,mo

Péxy:O(Wn,m = k)7 k =

1

> P(libovoIné uspotadani Zi, ..., Zpym) = il

m!

> P(R1 :r‘],...,Rn:rn) = m,

prokazdéri £ nr#---#rmn e {1,...,n+ m}

R: dwilcox(), pwilcox(), gqwilcox()
Presny test: wilcox.test(x, y, exact = TRUE)

wilcox.test(z ~ I, exact = TRUE)
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Tvrzeni 6.5 Vlastnosti statistiky dvouvybérového Wilcoxonova testu za
hypotézy.

Necht Xq, ..., XpaYs, ..., Ym jsSou nezavislé nahodné vybery, pro které plati
model F. Necht dale plati hypotéza Hy: éxy = 0. Pak
. n(n+m+1
(i) Ep Wnm = %
1
VarHo Wn’m — %

Wn,m - EHU Wn,m D

N(0, 1).
\/VG.I’HO Wn7m - ( )

(i) Pokud n, m — oo,

28 6. Kvantitativni data: Dvouvybérové problémy 4. Dvouvybérovy Wilcoxon(v test




Asymptoticky test:

n(n+m+1
. Wn,m - ( 2 )
Un7m —
nm(n+m+1)
12

Zamitame Hy <= |Unm| > U1
p = 2(1—(|upml)

Unm: hodnota statistiky U, , dosaZzené/realizovand s daty

R: wilcox.test(x, y, exact = FALSE)
wilcox.test(z ~ I, exact = FALSE)

ve vystupu: W= nm+ 2w, = Wi,
(Mannovo-Whitheyho vyJadrenl testové statistiky)
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Mannova-Whitneyho formulace Wilcoxonova testu

Testova statistika:

™ Uvaz véechny dvojice (X, Yj), i=1,...,nj=1,....m

n m
W, =YY X< Y}
i=1 j=1
= Mannova-Whitneyho statistika, hodnoty € {0, ..., nm}

Tvrzeni 6.6 Vlastnosti Mannovy-Whitneyho statistiky.

n(n+1)

(i) Wom + Wpm =nm + 5

(i) Pokud min(n, m) — oo, pak

*
Wn,m
nm

FPx <)

v
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Dusledky, za platnosti modelu F a Hg: dxy = O:

5 n(n+1 nm
> EHO Wn,m = EHO (— Wn7m) + nm + % = 7

nm(n+m+1)

> vary, Wrt,m = vary, Wn,m = 12

> Pron, m — oc:
wr,_—omo
—n 2 =5 N(O,1).
nm(n+m+1)
12
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Dusledky casti (i) Tvrzeni 6.6.
> Wy, je konzistentnim odhadem parametru fxy := P(X < Y).
> Ziejmé plati Fx = Fy = Oxy = 3.

> Za platnosti zobecnéného modelu posunuti (nikoliv obecné) plati téz
Oxy = 3 = Fx = Fy.

= Wilcoxon(v test jako test hypotézy nulového rozdilu Hy: Fx = Fy
je konzistentni vici alternativam, kde Oxy # 3.
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Poruseni predpokladu

1. Shody kvli zaokrouhlovani

> pro Wy m: pouzit primérna poradi
n m
1
» * . X1 * — . A _ . — fi
pro Wy »:  pouzit Wi, ; ,2:1 [H{X, <Y} + 5 I{ X Y,}]
> korekce asymptotického rozptylu testové statistiky

2. Neplati zobecnény model posunuti

> (asymptoticka) hladina testu OK
(za Ho je Fx = Fy, tj. zde plati model posunuti)

> vliv na interpretaci vysledku testu,
zamitnuti Ho: dxy = 0 neznamena nutné, ze my # my,resp. EX £A#EY

» vliv na silu

(test je konzistentni pfi platnosti zobecnéného modelu posunuti, jinak ne
nutné)
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Chceme testovatEX =EY,

mnohde (Zizkov/Albertov/Mala Strana/. . .) se doporuéuje dvoukrokovy postup

1. Otestuj normalitu vybérd
(napf. Shapirtv-Wilkiv test, “R: shapiro.test()).

2. Test zamitnul normalitu = proved Wilcoxonuyv test

nezamitnul normalitu = proved t-test

NEDELAT !!!
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» V kazdém kroku moznost chyby I. druhu.

> Chybi kontrola nad pravdépodobnosti chyby I. druhu pro hlavni testovaci
problémHyp: EX =E Y.

> Wilcoxonuyv test srovnava stfedni hodnoty pouze za predpokladu
zobecnéného modelu posunuti.

> Welchuyv t-test
> Testuje hypotézu, kterou chceme testovat.
> Asymptoticky OK
i bez normality,

i bez shody rozptyla (ij. bez platnosti modelu posunuti)
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Oddil 6.5
Dvouvybérovy F-test shody rozptylu
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Dvouvybérovy F-test shody rozptylu

> Porovnani rozptylu dvou nezavislych normalné rozdélenych nahodnych
vybér

Model:
F = {Fx EN(/J)(, 0)2(), Fy EN(uy, 0%,), wx, by € R, J% > 0, U%/ > 0}

Testované parametry: o% = varg X, o2 = varg, Y

Hypotéza a alternativa: Ho: 0% = 0%

Hy: Uf( #+ 0'%

, - S2
Testov4 statistika: F := —)2(
SY
Znateni: X,= 137, X, Sk =ty T (X~ Xn)"
Vm: Zl 1 Y]s 82 —fzj:1(yl'— Ym) .
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Zamitame Hy — F < an1,mf1 (%) nebo F > an1,mf1 (1 —
p =2 min{G(f), 1-— G(f)}
G: distribuéni funkce rozdéleni F,_1 m—1

f:  hodnota statistiky F dosazend/realizovana s daty

Dualni interval spolehlivosti pro Z¢
Ty

s - [ Sx 1 St
S%/ Fn71,m71 (1 - %)7 S% Fn71,m71 (%) ,

2
VFx, Fy € F  Pr.F, (/s 5 "g) =1-a
Oy

> “R: var.test(x, y, ratio = 1, conf.level = 1 —q)
=1, conf.level = 1 —q)

var.test(z ~ I, ratio =

> Jednostranné testy a intervaly spolehlivosti analogicky.
5. Dvouvybérovy F-test shody rozptylu
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Poznamky.

> P¥i poruSeni pfedpokladu normality neni hladina dodrzena ani
asymptoticky!

» Oblibeny alternativni test: Levenelv test
> testuje trochu jiné parametry variability, nikoliv rozptyly
> |ze pouzit k otestovani shody rozptyll i ve vice nez dvou vybérech

> “R: levene.test()

» Beztak neni potfeba moc Casto porovnavat rozptyly. ..
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Jednovybeérové a dvouvyberoveé
problémy pro binarni data



Oddil 7.1
Jednovybeérovy problém
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Nastaveni/predpoklady

» Binarni data
Yi, ... Y. Y, Y ~ Alt(px) = model F, 0 < px <1
Y= (Yi, ..., Ym)
» Parametr zdjmu: px = P (Y =1) =Ef Y

> Znacleni a jiz znama fakta:

Xo= 301 i ~ Bi(n, px)
n—Xo=3"(1-Y) ~ Bi(n, 1~ px)
~ X = . . .
Pn = i Y, = nestranny a konzistentni odhad px
prﬁn = Px
~ var, Y px(1 — px
varp, pn = ,’;X _ Pxl - )
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Clopperova-Pearsonova metoda

> Pfesny interval spolehlivosti a test o px

Test: Ho: px = po
Hi: px # po, 0 < pg < 1: dano pfedem

Testova statistika: X, :=>1, Y;

Kriticky obor:  zamitniH, < X, < ci(a) nebo X, > cy(«)

c.(«) = nejvetsi celé Cislo spliujici

cL(a)
n i _j «
Pp (X < c1(a)) = jZO <j)P6(1—P0)n ! =5
cu(a) = nejmensi celé Cislo splniujici
/n\ e
Ppg (Xn > CU(Q)) = ' Z <j) p6(1 7'00)117/ < E
j=cu(a)
3 7. Binarni data 1. Jednovybérovy problém



p-hodnota: x, = hodnota X, v datech
p(xn) = 2 min{Ppu (Xn < Xa), Ppy (Xn = x,,)}

=2 min{Go(Xn), 1 — Go(xn— 1)}7
Gy = distribuCni funkce Bi(n, po)
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Clopperav-Pearsonuv interval spolehlivosti
pro px s pokrytim alespon 1 — «

IS, = mnozina p € (0, 1), pro néz test na hladiné @« nezamitaHy : px =p

Gp(X) = Z <7> P (1 —p)" = distribuéni funkce Bi(n, p)
j=0 o

Odsud IS, = (pv, pu):  pL < py Fesi rovnice

f: (7)!7’(1—P)"_j - 2, zn: <7>p’(1 i = @

: ‘ 2
j=0 j=Xn

|

Xnqu(a) by (Xn + 1) qu(a)
Xoqu(a) + n— Xy + 17 YT 6+ Daule) £ n = Xo’

P

qu(e) = 5-kvantil rozdéleni Fzx, 2(n—x,+1),

qu(a) (1 — 5)-kvantil rozdéleni Fz (x,+1), 2 (—x)>

pL =0, pokud X, =0, pu =1, pokud X, =n
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> Vysli jsme z testu s pravdépodobnosti chyby I. druhu < «.
> To jest,
Vpx € (0,1) pr((Pu pu) > Px) > 1-a
= konzervativni interval spolehlivosti.

> PokrytiISje > 1—« pro libovolny rozsah vybéru.
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Klasickd asymptotickd metoda

Vn(pn—px) o
Bylo: Zy = ———== — N(0,1), n— occ.
! v Pn (1 —Pn)

= asymptoticky test Ho:  px = po

Hi: px # po

. . v (Pn — po)

Kriticky obor:  zamitniHy, & |———=| > Uj_«
- ‘ vV Pn (1 - pn) ’
p-hodnota: z, = hodnota % v datech,

p(zn) = 2(1-(1z))
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Dualni interval spolehlivosti (asymptoticky)

o~

. ~ pn(1—p
Vo< py<i nILn;OPpX<<pn:F %m_%) apx) =1—-q
= (asymptoticky) interval spolehlivosti pro px s pokrytim 1 — «
- Pn(1-p _ . Pn(1—p
(max{o, Pn — pn(npn)w—‘;}a mln{‘l, Pn + pn(npn)w—‘;})

Nevyhody:
> Pro px — 0 a px — 1 pomala asymptotika (potfeba velké n).
» Rule of thumb:
dostatecné velké n < npy>5 & n(1 —px) > 5.
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Poznamka. Hypotézy Hy: px =po
Hit px # po

Ize testovat téZ pomoci jednovybérového t-testu (asymptoticka verze).

SDC: Ukazte, ze piislusna testova statistika ma tvar
vn—1 (ﬁn - pO)

7—n = —~ =
Pn (1 — pn)

S kvantily t,_1: mirné konzervativné;si test.
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Wilsonova metoda

Bylotéz: W, := V(P —px) o, N(0,1), n— .
Po (1 = po)

= asymptoticky test Ho:  px = po

Hi: px # po
| VA (Bn — po)
Kriticky obor:  zamitniHy, < —_— | > Uj_ea
‘ V/Po (1= po) ’
p-hodnota: w, = hodnota % v datech,

p(wn) = 2 (1 - (jw,)))

= Wilsontv test
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Dualni interval spolehlivosti (asymptoticky)

IS, = {pe(o, 1) ‘\/\/EH‘ < u1_<5}

> potieba fesit v/n|p, — p| < /P(1 —p) th_2

2
1_2a

2

> kvadraticka rovnice n (p, — p)2 =p(1—-p)u

Wilsontv interval spolehlivosti pro px

LB (1P | YEs 1
ISn = ((pn + 2 F \/pn( - pn) + 4n22> u12_g
142

2n

> Lepsi vlastnosti (pokryti pro koneéné n) nez klasicky asymptoticky

interval spolehlivosti.

1. Jednovybérovy problém
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Logitova metoda

> Asymptotika v pfedchozich ¢astech zalozena na odhadu/statistice
pn € [0, 1].

» Rozdéleni statistiky p, aproximujeme rozdélenim A/(-, -) s nosi¢em R.

> VylepSeni:
> Odhaduj 0x = t(px) € R,
» odhadem/statistikou s nosi¢em R,

> jehoZ rozdéleni je aproximovano rozdélenim na R.
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Px
1—px

Odhadovany parametr: Ox = log log-Sance (log-odds)

o~

Konzistentni odhad y: 0, = Iog1 Pn_

n

Asymptoticky interval spolehlivosti pro 0x:
(GL,nu 9U,n)» OLn = é\n —U_¢g Dp, D, =

Oun = Op+ Ui_g Dn,

Asymptoticky interval spolehlivosti pro py:

i eeL,n eeu,n
V0 < px <1 nll)n;oPpX (1+e9m, 1+69U7n)9px =1—-q«
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Oddil 7.2
Dvouvybérovy problém
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Nastaveni/predpoklady
> Binarni data, dva nezavislé nahodné vybéry
Y1 Ty oony Y1,n IJ\Si .A/t(,o1),

Y2 Ty vonsy Yg,m I’I\g .Alt(pg),

Yy = (Y1 1y oo nsy Y17n)T nezavislé sY, = (Y271, Ceey Y27m)T
> Xy =YL, Yii ~ Bi(n, p),

Xo =" Yo ~ Bi(m, p2), X1 nezavislé s Xz
» Cil: porovnat py a po

» Pokud Y =1 = negativni udalost

— Py, po: riziko udalosti

> Odhady (viz dfive): D1 = — Do = -
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Priklad. Registraéni studie genové terapie Comirnaty, déti 6—23 mésicu,
2 davky terapie

Y =1 = PCR detekce RNA viru SARS-CoV-2 do jisté doby od terapie
Aktivni oSetfeni Placebo
n=1178 m = 598
x; = 83 X2 = 51
p1 = 0,070 p2 = 0,085

Kvantifikace odliSnosti pravdépodobnosti/rizik

1. Rozdil pravdépodobnosti (zména rizika)

dx :=p1—p2 €[-1,1], d=p;—p2= 0,015
2. Podil pravdépodobnosti (relativni riziko)
Pt T_ P
rx == g € [0, 9], r=%=00826
Py N ﬁL
3. Pomér $anci (odds ratio) ox := 52 € [0, o], 0= 3*= 0813
—Pz 1—po
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Tvrzeni 7.1 Asymptotika pro odhady veli€in kvantifikujicich odliSnost

pravdépodobnosti.

Necht p1, p> € (0, 1),n—>oo,m—>oo,% — q € (0, ).

Potom

0 2% D01, kde Vy= PP P(1-p2)
/Vd n m

(“) Iog(r) - |Og(rX) A N(O, 1)’ kde Vr _ 1 *AP1 T 1 7,\p2_

Vr npx mp2
iy 'e(0) _A'Og(OX) 2, N0, 1),

Vo

- 1 1 1 1
° npy  n(1—=py) mp: m(1—p2)
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Testovani shody pravdépodobnosti

Ho: p1=p2
Hi: pi #p2
H()I dx =0 HoZ Iy = Hol Ox =
H1I dx#o H1Z I’x;ﬁ‘l H1Z Ox#'l

Zamitej Hy <

Py
)., |3
- e/ N1/

log
U1_%

Y

<o

p1 — P2

WA

> Uy

o3
- 2

Y

» p-hodnoty jako vzdy. ..

» Lzeijednostranne...
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Dualni intervaly spolehlivosti

P1
Jako vZdy. .., napf. pro pomér Sanci ox = |og< 1;2/01 > :
1=p2
log(0) — |
Og(o) Og(OX) &N(OJ), n— oo, Mm— oo, £—>q€(0, OO)

3

7,

Tedy Vpy, p2 € (0, 1)
log(0) — log(ox)

Ppi.pe <U_z | — 1-«
Ppi.p ((lOE(a) F \/?oupg) ) Iog(ox)> s 1—q

Poi, b ((5 exp(—ﬁu1_%), 5exp(ﬁu1_g)> > 0X> s 1—a
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Priklad. Registraéni studie genové terapie Comirnaty, déti 6—23 mésicu,
2 davky terapie

Y =1 = PCR detekce RNA viru SARS-CoV-2 do jisté doby od terapie
Aktivni o8etieni: n = 1178, x; = 83, p; = 0,070
Placebo: m =598, x =51, p.=0,085

Parametr Odhad 95% Interval spolehlivosti  p-hodnota

dx —0,015 (—0,042, 0,012) 0,277
rx 0,826 (0,591, 1,154) 0,263
ox 0813 (0,565, 1,169) 0,264

Jednostranné s alternativou Hq: p1 < p2

Parametr Odhad 95% Interval spolehlivosti  p-hodnota

dx —0,015 (—1, 0,008) 0,139
Irx 0,826 (0, 1,094) 0,132
Ox 0,813 (0, 1,103) 0,132

20 7. Binarni data 2. Dvouvybérovy problém



Priklad. Registraéni studie genové terapie Comirnaty, déti 6—23 mésicu,
2 davky terapie

Y =1 = Hospitalizace do jisté doby od terapie
Aktivni o8etfeni: n = 1178, x; =3, p; =0,003
Placebo: m=598 x=0, p=0

Pouzitelnost asymptotickych vysledku:
» Propy = 0,p1 = 1, p2o — 0, po — 1 je asymptotika pomala

(potfeba velké n, resp. m).
» Rule of thumb:

dostatecne velké n < np; >5 & n(1—-py) > 5,
dostateCné velké m < mp.>5 & m(1 —po) > 5.
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Multinomické rozdéleni
a kontingencni tabulky



Nastaveni/predpoklady
Kategorialni data, nahodna veli¢éina Z ~ Discr(1, ..., K)

PZ=k) = px, k=1,...,K,

K
O<p<1, k=1,...,K, > pk=1

k=1
Data: Zi, ..., Zy, *& Z
Cetnosti (counts): Xi == Y0 I{Z =1}  ~ Bi(n, py)
XK = 27:1 H{Z, = K} ~ Bi(n, pK)
> Xi, ..., Xc nenezavislé! X == (Xi, ..., Xq)
> Ziejme, pro xy, ..., Xk € Np, Zf:1 Xk = n
n!
P(X1 = X1, ---7XK:XK) = mpiﬁ p?K

1 8. Multinomické rozdéleni a kontingenéni tabulky 0. Dvouvybérovy problém



Oddil 8.1

Multinomické rozdeéeleni
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Definice 8.1 Multinomické rozdéleni.

Necht K >2,n>1,p = (pi, ..., px) tak, 260 <pe <1, k=1,..., K,
Z,’; px = 1. Nahodny vektor X = (Xi, ..., XK)T ma multinomické rozdéleni
(multinomial distribution) Multk (n, p), pravé kdyz jeho hustota vzhledem
k souginové mife na ZX je

P(X1:X1,...,XK:XK)

n! K
ﬁpf‘ -~ P, pokud > xk = n, Xk € No,
_ X! xK! =1

0, jinak.

Véta 8.1 Rozklad multinomického rozdéleni.

Necht Y1, ..., Y, & ¥, kde Y ~ Multc(1, p).

n
Pak X := Y Y; ~ Multc(n, p).
i=1
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Véta 8.2 Vlastnosti multinomického rozdéleni.

Necht X = (Xi, ..., Xx)' ~ Mult(n, p). Pak

() X ~ Bi(n, pr), k=1,....K.

(i) EXk = npx, varXe = npc(1—pk), k=1,....K.
(i) cov(X;, Xc) = —npipr, j# k.

(iv) varX = n{diag(p) — pp'}.
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Véta 8.3 Asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni.

Necht X, = (X1, ..., Xnk) ~ Multk(n, p). Pak
(i) (X, — np) =+ Nk(0, diag(p) — pp'), n— .

2
Kok =nP)" 2
N Pk -

M= 5=

(ii)

>
Il
N

Levd strana z bodu (ii) napsana (pro dané n = analyzovana data) jinak:
K 2
O« — E
Z %’ kde
k=1 k
Ok = X,x: pozorovana Cetnost (observed count) kategorie k
Ex = npx: ocCekavana Cetnost (expected count) kategorie k
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Odhady parametrd multinomického rozdéleni

Data: X, = (X1, ..., Xok) s Xok ~ Bi(n, pe), k=1,....K.

Bylo (konzistentni a nestranny odhad): px = X;’k

, k=1 K.

geeey

n

Konzistentni a nestranny odhad vektoru p: p, = -

veeRK n(c"p, - cp) =5 N(0, Vo), n— o0,
kde V. = ¢ {diag(p) —pp'} c
V,=c' {diag(f)n) _ﬁnﬁ,i}c PV, no oo

Vi(c'P, — c'p)

Ve

pokud V, >0 L5y N(0,1), n— oo
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Asymptoticky test pro zadané ¢ c R ay € R

Ho: ¢'p=
Hi: ¢'p#

Zamitej Hp na hladiné @ <

U1,%

—~

Vvn (cTisn - '70)
Ve

(Duélni) asymptoticky interval spolehlivosti pro ¢' p s pokrytim 1 — o

N v,
(chn ¥ 70 U1_r5>

Inference pro 6 = g(p), kde g dostateCné hladka
> A-metoda

o9\ " (. d
> pokud V(p) = (8;%) {dlag(p) _ ppT}£ -0
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x2-test dobré shody pro multinomické rozdéleni

Data (Cetnosti): X = (X1, ..., XK)T, X ~ Mult(n, p)
Ho: p=p°, p°= (P9, ..., p%) "
Hi: p#p° predem zadané pravdépodobnosti

Testova statistika:

o s (X = np)® EK: <Xk - np2>2

Zamitej Ho na hlading a <= ? > x4 ,(1 —a)
p-hodnota = 1 — Gk_1(sx),
Sx = napoz. hodn. test. stat., Gx_1: distr. funkce rozdél. x% _|,
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Priklad. Rodi se déti béhem roku rovhomérné?

— o
© o o
N o T
2 ° / \o
;"; S o\ / \ /O/o o\ \o
é S | o ° ° °— \ 2021
=2 o—_
— o \ o
] ° °o—_ °
s 5 ~— °
5 8 o\ /o . @i / \
> o o
g ° \ / o 2022
e ° - —o
§ o \o\
= § - o 2023
’&é’ o
T T T T T T T T T T T I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Mésic
Pro vybrany rok: X1, Xo, ..., Xj2 =
pocet narozenych déti v lednu, Gnoru, . .., prosinci
0_ 31 ,0_ 28 0 _ 31
P = 365 P2 = 365> -+ -» Pi2 = 365

R: chisq.test(x, p = p%)

9 8. Multinomické rozdéleni a kontingenéni tabulky

1. Multinomické rozdéleni



. 8
g 3
=
3
g g o
g 8] o
[7)
) o o R}
z 38 \ / / \ /
s R
S
g g \o
S 9 7
g~ —o— Observed \
9] —o— Expected o
g o
o 8 ]
© T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Mésic
=307,8
x3,(0,95) = 19,7
p-hodnota < 0,001
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Poznamky.
» Asymptotika (rychlost konvergence k rozdéleni x4 _,)

Rule of thumb: aproximace rozdélenim x4 , uspokojiva,
pokudVk =1,...,K Ex=np? > 5.

> K=2: po:=py, pPd=1-—po, Xo =n— X,

> (Xi—npo)*  (n—=Xi —n(1—po))? 2
= —+ = W R
X npPo n(1—po) "

n(p, — X
Wn:\f(P Po) pnzi

VPo (1= po)’ n

W,: Wilsonova testova statistika pro test Hy: px = po ve vybéru z Alf(px)

Zaplatnosti Hp: W, & N(0, 1), X2=wz B 2
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x2-test dobré shody pro multinomické rozdéleni s odhadnutymi

parametry

Motivacni priklad
Zy, ..., Zn ez (ne nutné kategorialni data)
Ho: Z ~ Fo(2) = F(z; 8p), 69: znamy parametr

Test dobré shody

> intervaly (ax—1, a], k=1,..., K, ap:=—o0, ax := oo, K<<n

> X = 27:1 ]I{Zk € (ak,17 ak]}, k=1,....K

> Ho: (X1, ..., X) | ~ Multc(n, py), kde pd = F(ax; 8o) — F(ax_1; 6o)

> zamitnutiHy = wvybér Z;, ..., Z, nepochazi z rozdéleni
s distribu¢ni funkci Fo = F(-; 89)
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Co délat, pokud 6o nezndmé, napt. F(z; 8o) = N(uo, 03)?

Obecné
Model Fo: X = (X1, ..., Xk) ~ Mult(n, p(6x))
> 0x € © Cc RY: neznamy paranmetr, d < K —1
> p: © — (0, 1)X splijici Y0 € © 1} p(8) = 1

> Testujeme Hy: plati model 7
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Krok 1: odhad 6x
metoda maximalni vérohodnosti (ML, maximum likelihood)

v multinomickém modelu
~ . K Xk 8,0k (5,,)
MLE 6, spliuje > : = 04

k=1 Pk (5,,) 06
soustava vérohodnostnich (odhadovacich) rovnic

Krok 2: testovani
Ho: 30x € © p = p(6x) (plati model Fy)
Ho: VOx € © p # p(6x) (model Fy neplati)

Testova statistika

K (Xk - npk(an)>2

=

k=1 N px (/‘9\”)
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Tvrzeni 8.4 Asymptotické rozdéleni y? statistiky pfi neznamych
parametrech.

Plati-li hypotéza Hy, m4 testova statistika x> (za jistych pfedpokladu regularity)
asymptoticky rozdéleni x%_,_,.

Viz skorovy test v teorii maximalni vérohodnosti (Matematicka statistika 2).
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Poznamky
> ZaHo: E Xk = npk(6x) (pro néjaké 6x € ©)

» Oznaéme Ok = X, Ek = npk(én), k:1,...,K

» Testova statistika:

> Ho zamitame < x2>x% , (1 —a)

» Pouzitelnost asymptotiky: rule of thumb Ek >5 Vk
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Zpét k motivacnimu prikladu

(test dobré shody s parametrickym rozdélenim)
Zi, ..., Zn ez (ne nutné kategorialni data)
Ho: Z ~ Fx(z) = F(z; 8x), 0Ox € ©: neznamy parametr

dale obdobné jako u testu dobré shody se znamymi parametry:
> intervaly (ax—1, ax], k=1,..., K, ap:=—o00, ax := oo, K<<n
> X = 27:1 ]I{Zk € (ak,17 ak]}, k=1,....K

> HoZ (X1, ey XK)T ~ MultK(n, p(BX)),
kde px(0x) = F(ak; 0x) — F(ak—1; 0x)

. 3Pk(§n)
=1 Pk(6n) 00

M=
x

> 0, fesi = 04
~ 2
K (Xe — npx(@
> testova statistika Y2 = Z ( A( n)) & X% g1 (zaHo)
k=1 NP (60)
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Karl Pearson
27.3.1857 (Londyn, ENG)
— 27.4.1936 (Coldharbour, Surrey, ENG)

matematik a filozof

» duchovni otec matematickeé statistiky

» -+ zakladatel oboru biometrie
(aplikace matematické statistiky v biologii)

> principy statistického testovani hypotéz
a koncept p-hodnoty

» mnohé dalsi
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Sir Ronald Aylmer Fisher
17.2.1890 (Londyn, ENG)
— 29.7.1962 (Adelaide, AUS)

matematik, statistik, biolog, genetik, . ..

> zakladatel moderni matematické statistiky
> + zakladatel biostatistiky
a populacni genetiky
» metoda maximalni vérohodnosti,
planovani experimentu

» mnohé dalsi

(ve véku 23 let)
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Pearsonliv x? test a spor o (nejenom) stupné volnosti
1900: K. Pearson [43], ¢lanek v Philosophical Magazine
— koncept x?-testu a téz principy statistického testovani hypotéz
(~ vznik oboru matematicka statistika)
— stupné volnosti (ne takto nazyvané) K — 1
bez ohledu na poéet neznamych parametru

1915: George Udny Yule, Major Greenwood
— upozornili na (opakujici se) protichiidné zavéry
dvou ,standardnich” testll nezavislost v tabulkach 2x2
— v ¢lanku o ,klinické studii“ o efektivité vakcin na choleru a tyfus

1922: R. A. Fisher [32], ¢lanek v Journal of the Royal Statistical Society
— zavedI pojem stupné volnosti (degrees of freedom),
matematické zdivodnéni, ze stupné volnosti maji byt K — d — 1
— upozornil na nékteré dalsi problémy Pearsonova konceptu
statistické inference
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1922: K. Pearson [65] na strankach (dodnes prestizniho) ¢asopisu Biometrics,
ktery v roce 1901 (spolu s Francisem Galtonem
a Raphaelem Weldonem) zalozil:

The above re-description of what seems to me very elementary consider-
ations would be unnecessary had not a recent writer in the Journal of the
Royal Statistical Society [Fisher] appeared to have wholly ignored them. He
considers that | have made serious blunders in not linking my degrees of free-
dom by the number of moments | have taken; . ..

| hold that such a view is entirely erroneous and that the writer has done no
service to the science of statistics by giving it broad cast circulation in the
pages of the JRSS. ...

| trust my critic will pardon me for comparing him with Don Quixote tilting
at the windmill; he must either destroy himself or the whole of the theory of
probable errors, . ..

Vice o sporu Pearsona s Fisherem o (nejenom) stupné volnosti:

Davis Baird (1983). The Fisher/Pearson chi-squared controversy: A turning point for
inductive inference. The British Journal for the Philosophy of Science, 34(2), 105—118.
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Oddil 8.2
Kontingencni tabulky
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Nastaveni/predpoklady

Dvourozmérna kategorialni data
Xi Xnv\ iia. (X Xe{t ..., J}
zi) T\ zZ) Zef{1,... K}
> Pozorovana Cetnost kategorie (j, k)
N
Ok =nk:=> UXi=jZ=k} j=1,..Jd k=1..K
i=1
> Sdruzené pravdépodobnosti
Pjk = P(X,-:j,Z,-:k), j=1,....J, k=1, ..., K,
-
P = (p1,17 CER PJ,K)
> Vektor pozorovanych Cetnosti

n:=(n,..., nJvK)T, zfejmé: n~ Mult;k(N, p)

= kontingencni tabulka, sdruzené multinomicky model
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(Pearsoniiv) y2-test nezavislosti (v kontingencéni tabulce)

X 1l Z — PX=j,Z=k) = PX=j)-P(Z=k) Vjk
Pik = P+ - Ptk

> P¥i nezavislosti: n ~ Mult;x(N, p),
kde p = (P11, .-, pJK)T = funkce d = J + K — 2 parametrul

.
Ox = (P14s - PU—1)1s Pty -5 Pr(k—1))

» TestHo: X 1L Z

= y?-test dobré shody s odhadnutymi parametry
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Maximalni vérohodnost, odhad p; «(6x) = pj+(0x) p+k(Ox)
Logaritmicka vérohodnost

In(OB) = |0g<Hj:ViW H(Pj+ P+k)nj’k>

jok
J K NI
= ZZ N log(pj+ pk) + |og<_')
i —— I k!
p;.x(6)

Skorovy vektor

INO) = Mk Opik(6)
B Z; PPk 00

3

T
= (P1+7 s PU=1)4 Pty - P+(K71))
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Prok=1,..., K:
Opik(8) _ 0P+ Psk) ;
: = = ) = 1a L) J - 1a
opj+ opj+ o /
Opuk(9) _ {01 ==~ pu-) ) = Pk =T d1
opj+ opj+ ’ Y
Odsud
86/\/ ny k
opj+ kZ Pj+ P+k kz P+ P+k
K K ok
] .
VLS —2R j=1, ,J—1
kz:: Pj+ kz:; Pu+
Podobné
36/\/ J J n K
Mk 5~ ik k=1,...,K—1
OP+k g Pk Z Pik

—.
Il
-

26
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Vérohodnostni rovnice

Maximalné vérohodny odhad 6y = (P14, .-

N+
Pj+
Nk
Pk

(J+ K — 2 rovnic)

ny+

)
Pu+
Nk

b
P+k

n.
Pi+ = N
~ Ny
Pyt = N’
~ I’er
Pk = "N
- Nk
Pk = N

i=1,...

k=1,...

j=1,

o d-1,

~

~ ~ T
y P=1)+> P+1, -+, P+(K—1))

27
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Maximalné vérohodné odhady pro p1.1, ..., Py k za nezavislosti

~ ~ ~ o~ Niw Ny .
pj,k:pj,k<6N) = Pj+ Pk = H;V2+ ’ _/:17"'7Jak:17"'7K'
(Odhadnuté) otekavané Getnosti
~ ~ ni,n
Ei=Npk = 257 j=1...J k=1..K
\2-statistika
J K =~ |2
2 _ (Ojk — Ej)
X = Z Z E
j=1 k=1 J:k
J K nj,k _ L,\;’*k
= Z Z ( A ) = X3K—(J+K72)—1 (pokud X 1L 2)
j=1 k=1 N

Poznamka: JK—(J+K—-2)—1 = (J—1)(K —1).
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2. Kontingenéni tabulky



(Pearsonuiv) y>-test nezavislosti

Data a model:
Xi XN\ iid. (X , j=1,...,J,
Y ~ , ik =P(X=j, Z=k),
<Z1> (ZN> <Z> Rise = PIX = L 1, .. K.
;v . T
Pozorované Getnosti: n ~ Multjk (N, (P11, .-, Puk) )
Testované hypotézy: Ho: X 1L Z, tj. V(j, K)  Pjk = P+ Pk

Hie X L Z, .30, k) Pk # Pj+ Pk

Testova statistika:

J K = 2
(O — Ejk)

= > A

j=1 k=1 j,k

2
Jo K (nx— L,\;”k
- Z Z ( N Nk ) = X(2J_1)(K_1) (pokud X 1 Z)
=1 k=1 N
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Zamitame Hy <— X2 > X%J,1)(K,1)(1 —a)

p=1- Gu_1)(k-1)(un)

Gu—1)(k—1): distribucni funkce rozdéleni x7, 1 x_1
UN: hodnota statistiky x*> dosazenéa/realizovana s daty

R: chisq.test(table(x, z))

Pouzitelnost asymptotické aproximace rozdélenim Xf J1) (K—1)

~

Pravidlo palce: pouZitelna asymptotika <= Ejx > 5 V (j, k)
Ny Nk .
e A S

min; Nj ming N
/ I+N k "4k > 5

Spolecenskeé (a jim podobné) védy: pozor na prilis ambiciozni dotazniky!
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Test homogenity multinomickych rozdéleni

= dvou/vicevybérovy test s kategoridlnimi daty

X = prislusnost do jedné z J skupin (dano predem)

Z = kategoridlni odezva € {1, ..., K} (dotaznik, ...)

Ciltestovat Ho: £(Z|X=1) = -+ = L(Z|X =)

Oznaéme: py, = (P(Z=1|X=1),....,PZ=K|Xx=1))"
Py = (PEZ=1|X=J),....PZ=K|X=K))'

Testované hypotézy: Ho: Py = - = Py

Hi: 3j#0€ {1,....Jd} Py # Pu
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Radkové marginalni detnosti:  ny,, ..., ny,. = rozsahy jednotlivych vybérl

Pozorované Cetnosti: ng;) = (n171,...,n1,K)T ~ Multi (n14, pgyy)

ny = (f7J71,-~-,f7J7K)T ~ Multk (nyy, pyy)

Radkové multinomicky model

Pozorovani (pohlizejme na X jako na nahodné), pro vSechna (j, k):

, P(Z=k, X=j
P(Z=k|X=)) = (P(X:/)I)
itx 1z P(Z=KPX=))

= P(Z=k)
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Tojest, X 1L Z
— Vk P(Z=k|X=1)=---=P(Z=k|X=J)=P(Z=k)

Nezavislost ve sdruzené multinomickém modelu
=
Homogenita radkovych rozdéleni v fadkové multinomickém modelu
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Testova statistika:

2 L& (OJK:EJK)Z

X =
j=1 k=1 E/’J<
J K (n. _ ik
), as. o
=2, A ~ Xu-1y (k-1 (Pokud p) == py))
j=1 k=1 N
O; x = observed count = nj, j=1,...,J,k=1,...,K
Z':,-’k = expected count (za homogenity)
= .~ homogenita =
= P(Z=k|X=)) """ 0, P(Z = k)
n+k .
= N; —_—, :1,...7J7k:1,. 3
'+ N J K
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Poznamky
> Technické provedeni testu homogenity fadkovych rozdéleni je shodné

s x2-testem nezavislosti, ale interpretace je jina!
> Zduvodnéni asymptotiky by nyni bylo odliSné. Nikoliv N — oo, ale

> n1+—>00,...7nJ+—>OO

> vyjadreni, Zze zadny z vybérd limitné ,nemizi“
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Oddil 8.3
Kontingencni tabulky 2x2 (a J x 2)
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Nastaveni/predpoklady
Dvourozmérnd binarni data

B () 9

Kontingenc¢ni tabulka:

Sdruzené pravdépodobnosti
(pokud (X, Z)T nahodny vektor):

X e {1, 2},

Z e {0, 1}.

Z

0 1
X 1 Mo M nm4
2 nNoo Mg | Moy
Nyg Ny N

4

0 1
X 1 pio Pia| Pt
2 pPoo P21 | P2t
Pio  Pt1 1

37 8. Multinomické rozdéleni a kontingenéni tabulky
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2 1 (nix — ”/+'7+k)2
Test nezavislosti X a Z ZZ I”T BV
j=1 k=0
(pokud X 1L 2)
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Test homogenity dvou binomickych rozdéleni

X = oznaceni skupiny (1, 2)
Z = 0/1 odezva, 1 = ,uspéch”

Cetnosti v tabulce:

Z
0 1

X sk.1 No My
sk. 2 Mo Mo

M+
oy

N

ni4, Moy i (pevné) rozsahy vybeéru v jednotlivych skupinach

Pravdépodobosti: V4
0 1

X sk1 1—-p py |1
sk.2 1—p po| 1
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p1:=P(Z=1,sk 1)

= PZ=1]X=1) = =55, P(Z=1)
p2:=P(Z=1, sk. 2)
—P(Z=1|X=2) = PX=2Z=D X2 by

P(X =2)

P¥i podminéni hodnotou X, resp. pfi pevnych ny, a no,:

M ~ Bi(ny, p1), nay ~ Bi(nzy, p2)

viz pfedchozi ¢ast
x2-test nezavislosti XaZ = testHo:pi = p»o
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Opakovani.

~ n ~ 1—
Py = ﬁ’ varp; = 2 (nHP1)
~ n ~ 1—
Do = ﬁ’ varp, = Pz(n2+P2)
~ M N2 1
dx = p1 — dxy = — — ——
X p1 p27 X n1+ n2+7
P1 ~ Mg Noy
Ix = —, Ix = —/———,
P2 No1 Ny
1B1p1 ~ ILRRLX) vy «
Ox = —p s Ox = ——— (kfizovy pomer)
1 Mo N2,1
" 002,
Pokud X ndhodné ap; = P(Z=1|X=1), p. = P(Z=1|X=2), potom

=0 & n=1 & o=1 & XULZ

nékolik zplasobu, jak otestovat. . .
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Opakovani, pokrac.

~ N ~ ﬁ 1_ﬁ
pr= o, varp = 20l
S My A h. . P(1-Pe)
P2 = T varps. = Tz

Testova statistika pro testovani Hq: dx = 0:

Tg = —= pj — pﬁ — % N(0,1)  zaplatnosti Ho
\/p1(17p1) L B(-P)

My N2y

ZaplatnostiHo: p1 =po = p jevar(pr —p2) = p(1—p) (- + 1)

My N2

M+ng4

— konzistentni odhad p: p:= g

a testova statistika pro testovani Hy: dx = 0:

Tg = —= pl_ ?2 1 % N(0,1)  zaplatnosti Ho
P =B) (- + )
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Test homogenity nékolika binomickych rozdéleni

X = oznaceni skupiny € {1, ..., J}
Z = 0/1 odezva, 1 = ,Uspéch*

Cetnosti v tabulce J x 2:

Z
0 1
X sk. 1 Mo Ny 4 n4

sk.J  ngo ny1 | Nyt

M, ..., Ny (pevné) rozsahy vybéru v jednotlivych skupinach

Pravdépodobosti: Z
0 1
X sk1 1—-p py |1

sk.J 1—-p;, ps| 1
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p1:=P(Z=1,;sk 1)

=P(Z=1|X=1) = PIX = 1) P(Z=1)
ps:=P(Z=1;sk.J)
PX=J,Z=1) ifixuz
= P = = = ! = =
(Z=1|X=J) PIX = J) P(Z=1)
P¥i podminéni hodnotou X, resp. pfi pevnych nyy, ..., ny.:
M ~ Bi(ny, pr), ..., Ny ~ Bi(nyy, py)
analogicky jako pfi J = 2
x2-test nezavislosti XaZ = testHy:ps = --- = py
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Ny Ny )2

ooty ey

’71+ Nk
j=1 k=0

as.

Testova statistika: ~ XJ 1

trocha algebraickych uprav:
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Fisherlv faktorialovy test

Motivacni problém (Fisher tea experiment with lady Muriel Bristol)

» Lady Bristol tvrdi, ze pozna podle chuti, zda pfi pfipravé Caje s miékem byl
v hrnku prvni ¢aj nebo miéko.

» Fisher nechal pfipravit 4 hrnky prvnim zpdsobem, 4 hrnky druhym zpGsobem,
lady ochutnavala a urCovala zpUsob pfipravy.

» Lady vi, ze dostala 4 hrnky, kde mléko bylo prvni a 4 hrnky, kde mléko bylo
druhé.

> Xe{0,1}, tip lady, 0 = mléko prvni, 1 = mléko druhé,
Z {0, 1}, zpusob pfipravy, 0 = mléko prvni, 1 = mléko druhé

» Data: Z
0 1
X 0|3 1|4
111 3|4
4 4|8
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Dvourozmérna binarni data
X, Xy X X e {0, 1},
Z1 PRI ZN Z ) Z E {0) 1 }.

Kontingenc¢ni tabulka:

Z

0 1

X 0 noo noq | Moy
1 Mmoo ma | g
Nyo Ny N

Not, My, Nyg, Nyq: pevné (dopfedu znamé)

Cil testovat: Hg: X 1L Z
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Za podminky pevnych marginalnich cetnosti a pfi nezavislosti X a Z:

No0 | Moy, My, Nyo, N1 ~ Hypergeom(noy; nio, Ny+)

(hag) (y)
(m.)

No+! niy ! nyol nyq!
n0’0! n0,1! n170! n1’1!N!

P(tabulka) = P(no.o | not, nis, Nyo, Nyq) =

p-hodnota = P(TAB),
TABeT

T = {TAB, pro kterou P(TAB) < P(pozorovana TAB)}

R: fisher.test(tab)
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Poznamky.
> Diskrétni rozdéleni testové statistiky.

» Skutecnd hladina testu < «a.

> Pouziva se téz/spi$ jednostranné.

> Lady Bristol a piti ¢aje, mozné tabulky a jejich hypergeometrické

pravdépodobnosti:
0 4 1 3 2 2 3 1 4 0
4 0 3 1 2 2 1 38 0 4
P(TAB) 0,014 0,229 0,514 0,229 0,014

p-hodnota = 2 (0,229 + 0,014) = 0,486

» Kolik hrnkd by musela lady Bristol otipovat spravne, aby sira Fishera
presvédcila, ze pozna, v jakém poradi byl ¢aj s mlékem pfipraven?
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McNemaruv test

= parovy test s 0/1 daty  (Quinn McNemar, 1947)

Dvourozmérné binarni data
<X1> <XN iid. (X X e {0, 1},
zZi )\ 2y z)’ Z e {0,1}.

Kontingencni tabulka a pravdépodobnosti:

Z Z

0 1 0 1
X 0 noo noq | Noy X 0 poo Po1 | Por
1 mo myq | Ny 1 pio P11 | Pie
Nio Ny N P+o P+ 1

Cil testovat:

Ho: pie = pr1 (P(X=1) = P(Z=1))
e Hopos =pro PX=0,Z=1)=PX=1,2Z=0))
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Typicky: X = ,pred” hodnotitel 1
Z= ,po" hodnotitel 2
Ho: intervence neméla vliv hodnotitelé se nelisi

Tabulka sdruzenych pravdépodobnosti za platnosti Ho: poo  po.1

Po1  Pi
K

Neznamé parametry: Po,0; Po,i = Pio, d=2
P11 =1—=pPoo—2po,

Maximalné vérohodné odhady v multinomickém modelu:

~ Moo ~ Mot +Mpo ~ ~ .
p0,0 N ) pO, oN P10 p N
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\2-statistika (test dobré shody pfi d = 2 neznamych parametrech):

1 1 —~
Yy (Mik = NBk)? (Mo —Mo)? as. »

2
_ = Xi1-2=X
N pj « (No,1 + M o) e A

Jj=0 k=0

Poznamky.
> Existuji zobecnéni na tabulky J x J, J>2

» Homogenita marginalnich pravdépodobnosti (Vj  pj. = p4))
jiz neni ekvivalentni se symetrii sdruzenych pravdépodobnosti
(7, kK Pik = Px,)-
> Test symetrie: A. H. Bowker (1948).

> Testy homogenity: A. Stuart (1955), V. P. Bhapkar (1966).
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K-vybérovy problém pro
kvantitativni data
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Korelacni analyza
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