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PREDMILUYVA

Bayesovské metody predstavuji jeden ze zdkladnich pFistupl
teoreticko-pravdépodobnostniho mysleni i matematicko-statistickych

vyhodnocovacich metod.

Vychdzi se z pFedpokladu, Ze nafe informace (apriorni znalost,
zkudenost) e hodnoté nezndmého parametru miZe bt vyjddrena pomoci
pravddpodobnostniho rozdéleni, tJ. nezndmy paremetr mifeme povaZovat
26, n&hodnou velidinu. K z4virtm o hodnoté nezndmého parametru vyuZi-
jeme jednak apriorni Huwowﬂmow o hodnot¥ parsmetru, jednsk experi-
mentdlni vysledky (nezdvislé na této apriorni informaci). Tento p¥i-

stup byl a dosud je pifedmétem kritiky mnoha gtatistikl.

Fa bayesoveké metody viak miZeme hleddt jako na metody, které
ném poskytuji jisté Fedeni statistickych problémi.

' Bez ohledu na vyde zmindnou kritiku mohou byt bayesoveké metody
uZitedné v red¥ praktickjch situaci, pFedeviim v pfipadech, kdy jsou
dostupné vysledky obdobnfch experimentd 2 minuloatl {nep¥. p¥i kon-
trole jakosti <%Hodﬁﬁv.

0Zelem skript je vyloZit zdklady bayesovskych metod v dlohéch
tegtovdni hypotéz & %eorie odhadu. Skriptum je rozdéleno do Seati
xapitol. V prvni kapitole jsou vyloZeny zdkladni principy dayesovaké- -
ho pPistupu k Fedeni statistickych problémi. V druhé se tend¥ seznd-
mf s mo¥nostmi volby apriornfho rozd&leni, v daldi se zdlklady teorie
rozhodovacich funkei. Stvrtd a pdtd kapitola je vdnovédna teoril odha-
du resp. testovédni hypotéz. Posledni kapitola obgahuje piehled pounZi-~

vanych rozdéleni.



Skriptum bylo napsdno jako pomdcka k p¥edndSce Matematicksd sta—
tigtika IT., ale miZe slou¥it 1 ¥irZimu okruhu Etendil, nebo¥ pokud
je mi zndmo, nebyla dosud v Seském Jazyce publikovédna semostatnsi
kniZka vénovand pouze bayesovskym metoddm.

Predpoklddd se, ¥e mﬂmb%muwm sezndmen se zdklady vySs{ matema-
tiky a matematické mdwdwmwww% na drovni knihy J. Andé&l: Matematicks
statistika, kap. 1-10, 13-15. Znadent je pFevzato z této knihy.

Zavérem bych chtéla pod&kovet recenzentovi prof. ing. F. Fabia-
novi, CSe a dr. D. Vorli&kové za rodnétné pFipominky s pani I. Mare—

Sové za pedlivé prepsdni rukopisu.
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1.1 FORMULACE PROBLEMATIEY

Necht X = c:.:..uv% je néhodny vekior s hustotou r(x|8) vzhle-

~

z neprézdné borelovaké moZiny @ < Ry

dem k o-kone&né mi¥e v, kde R = nmd.....me\ je parametr s hodnoteml

P¥i klasickém AE.WOHH_ bayesovekém) pF{stupu k probléma odhadu pe-
rametru @ nebo testovéni hypotézy o & povafujene B 38 _bouumsoﬂ kons-

tantu pop¥. vekior nezndmych konstant a k zéviérim o hodnoté parametru

g pouiijeme pouze X = (Xq5-- .,X,) & tver rozddleni X.

P#i bayesovekém pFistupu k z&vérdm o parameiru @ pouZijeme kromd
X jeBtd informaci (byt nedplnou) o parametru g, kterou méme k dispozi~
o1 nezévisle na realizaci X. Mluvime o tzv. apriorni informaci. Tato
snformace mife mit objektivni ¥i subjektivn charekter, popf. mife byt
kombinaci informaci obou typli. O objektivni apriorn{ inforuwaci mluvime,
jestliZe vyuzijeme informaci z podobtnych %loh, problémi z minulosti. |
' subjektivni apriorni informace vy Jadfuje pizor &i zkuSenost néjakého
%dumwﬂﬂ. Apriorni informace s€ vyjadiule umopvowwmnml. Ze 8 Je néhod-
n§ vektor pop¥. néhodnd veliéina s rozd&lenim, které Je vice &i méné
znémo v z4évislosti na tom, Jak _mu“__.bos %i nedplnou informaci o 9 E&po.

V§ jimeénd pracujeme 8 néhodnym § jeko metodou zigkéni zévérd o
parametru 6 (néhodnost tedy nevyjadiuje mu..mboﬂ apriorni informaci, .
ale slouZi Jjako uu.om.«m.mm.mw um,.w obdrZet zdviry o 8). V xapitole 3 uvi-
dime, %e zndhodndni paremetru 6 Je jedna 2 mo¥nosti jak zavést ugpoié~
dén{ na abomuhm. rozhodovacich funkei a definovat kritérium optimality.

-7 -



Piiklad 1.1. Uva¥ujme problém odhadu kvocientu inteligence 6 u ur-
gitého Aitdte na zdkladd testu s vysledkem X. Dlouholetd vy¥zkumy
ukazuji, ¥e X méd rozddleni N(6,100), kde 8 je kvocient inteligence,

%e @ Je obecnd riizné u riznych d&tf a lze ho povaZovat za ndhodnou
velidinu 8 rozdélenim N(100,225). Posledni uvedeny fakt lze povaZo-
vat ze objektivni apriorni informaci - zdv&r ze série pfedchozich

realizaci.

Priklad 1.2, Na zdkledé krevni zkoudky se mé rozhodnout, zda pacient

trpl jistou chorobou. Z pFedchozich vyzkumd um numab.,mm touto cho-

robou trpi asi 5 % populace. Toto Je opét oUuow«u¢ﬂH apriorni infor-
mace dostupnd pfed provedenim zkoudky. P¥i vﬂwonoqmwms p¥istupu po-

uZijeme pro zmindné rozhodnuti jak vysledku krewvni zkousky, tak

apriorni informace o procentu populace trpici touto chorobou.

P¥ikled 1.3. Ukolem fyzika je odhadnout jistou fyzikdlni konstantu ©.
Fyzik md urfitou pFfedstavu o mo¥nych hodnotéch 8. PRipousti ndkolik

| mo¥nych hodnot 6, pFikl4dd jim obecnd rizné véhy (pravdépodobnosti)

a tedy povaZuje je z tohoto hlediska za ndhodné velidiny. Rizni fyzi-

‘kové mohou vy3jddiit svou pfedstavu o hodnotd parametru 8 obecnd riiz-
nymi rozdélenimi. Tato apriorni informace jeo subjektivni. Opét k zd~-.

vérim o hodnot¥ fyzikélni konstanty pou¥ijeme jak vyisledku (popi.
vyeledkll) pF{sludného experimentu tak apriorni informace.

Piiklad 1.4. PFi pFedpovédi podasi se b3%nd pouzivaji nejen vysled-
ky m&Feni provedenych v minulosti a soudasnosti, ale i subjektiwni
nézory nwrﬂomiwomu zkudenych meteorologl. Krom$ vysledkl ms¥

v soudasnosti tedy pouZijeme jak objektivnich tak subjektivnich
apriornich informaci.

Je nuiné si povdimmout rozdilné interpretace rozddleni para—

metru 6 v jednotlivyfch p¥ikladech. Zatimeo v 1. a 2. p¥iklads bylo

rozdéleni parametru 6 ziskdno z ¥ady (objektivmich) méfeni a 8 lze
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skutedéné bowwmnma ze ndhodnou velidinu, ve tietim pPikladd rozdile-
ni parametru 8 vyjadfuje =manwmm.¢mﬂwz v jednotlivé hodnoty para-
metru 8 (pop¥. viry, Ze mnéleZi do urdité mno¥iny). V prvanich dvou
p¥ikladech se jednd o b&Zné rozdéleni pravdépodobnosti s getnosini
interpretaci tak jak se a ni b&Ind getkdvéme v klasické statistice.
Ve tretim p¥iklad’d rozddleni uﬂmqumonodbom*M parametru zechycuje
"gtupen qmwws v urdité hodnoty 8, pro rizné subjekty Jje obecnd. toto
rozddleni rdzné. 2 tdchto ddvodd nepiipadd v dvaha Zetnostn{ inter-
pretace. V tomto p¥ipads mluvime obvykle o tzv. gubjektivni pravdé-

podobnogti, o které se vmmnwowumnm. %e vyhovuje Kolmogorové defini-
ci pravddpodotmosti. Rozdil je pouze v interpretaci. Subjektivni
pravadpodobnost vyjadfuje viru subjektu, Ze urdity jev nastane.

Urdeni subjektivni pravdépodobnosti Je velkym problémem. Nej-
jednodu#d{ zplsob urdeni subjektivni pravddpodotmosti je porovnat
relativni vérchodnosti. Nap¥. chceme-1i najit pravdipodobnost jevu
E, tj. P(E), srovnéme virohodnosti E a jeho doplnkového jevu E°.
wmpwwmnmaolww ob¥ma jevim stejnou Banci, klademe P(E) = P(E®)
PFik14ddme-1i jevu E t¥ikrdt v5t3i Banci nei E®, klademe P(E)

1/2.
3/4,

P(E®) = 1/4. Jind mo¥nost je porovndvat viry ve dvojice jevi na
zék1add sdzek. Za urditFch pFedpokladi poiom existuje jedind prav-
d3podobnost na uwfované qrmumoumm jevi. Podrobny postup spolu s dis-
xusi{ o dal3ich mo¥nostech lze ubumu nap¥. v [2], 15].

Se subjektivni pravdépodobnosti se getkévéme i v b3Zném Zivotl.
Mluvime o naddji (Sanci) o@wmumbmuo fotbalového nﬂummﬁww. Uvaiujeme
o mo¥nosti nepFiznivého polasi o ne jbliZiim vikendu muvonodbm._wmwl
kl4dadme vlastnd véhy moZnym v§aledkim, obvykle Fikéme, Fe ten &1
onen vysledek je nejpravddpodobndjsi, méné uuwdnmmwQOdu% &i mélo
pravddpodobny. . \

¥yn{ ebrétime pozornost na vyhody a nevyhody quwmodmmeQ‘u&ml
gtupu. Jeho kladem je bezesporu vyu¥iti 1 epriorni informace. Na
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druhou stranu je bayesovsky piigtup pfedm&tem kritiky mnoha statis-
tikd, kterd se «%wm v podstatd tii domn. a to konstrukce rozdéleni
parametru O na zdkladd apriorni pbwousmom..vocmpﬁm subjektivwni
apriorni informace & v nékterych p#ipadech pFipustit, Fe 8 Jje ndhod-
nd velifina. ¥dst kritiky je fildzofického rdzu. VEtdina statistikd
neméd ndmitek vidi postupu v pFfkledd 1, kde @ lze skutelnd povaZo-
vat za ndhodnou <oHHmﬂu: a rozdéleni parametru 8 je konstruovédno

ne zdkladé p¥edchozich objektivnich méFeni. V pFikladsé 3 viak mife
byt obtiZné pova¥ovat fyzik4lni konstantu & za ndhodnou 4nmeHb=

s uréitym rozdélenim. Subjektivni informace mife vyrazné ovlivmit
zdvéry o parametru € (na zdkledd apriorni informace dvou rizngch

- subjektl miZeme dojit k diametrdlnd odlisngm zdvirdm).

Je-li apriorni informace velmi neur8itd ¥i Z4dnd, mdZe volba
apriorniho rozd&leni parametru 8

~

81 uvédomit, Ze rizné volby apriorniho rozddleni mohou vést k riiz-

zplisobit zna¥né problémy. Je nutné

nym zévérim. Poznamenejme, Ze pro n dostatednd velkd & za Jisty¥ch
podminek regularity zdvéry o @ nezdvisi na volbs apriornfthe rozddle-
i parametru € (viz Vita 2.1).

1.2 BAYESOVA vETA A JEJT POUTITT

Nechi g = (845+44,8.)° je néhodny vektor s hustotou q(g)
vzhledem k ¢'~konedné mi¥e A na (@, B(®)), kde @ Je neprézdns
borelovské podmmoZina Ry, £(®) oznafuje borelovaké podmmoZiny @ .
Necht X = (Xy5040,X,)° je ndhodny vektor s podmininou hustotou
r(x]8) pfi daném @ vzhledem k 0'~kone&né mfie Ynoa (Ry, A,), kde -
&E oznaduje borelovské podmmoZiny R,s tJe

QgeB, X£C) = m ﬁ.mim_mzﬁmzp@&he. (1.1)
B C

kde B a C jsou libovolné mE#itelné moZiny.
- 10 =
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sty

v3ta 1.1 (Bayesoval)e Pro podminénou hustotu v(g|x) néhodného vek-
goru § pFi daném X plati

(@) r(x|8)
wﬁ_@zuﬂ 8 axg)

= 0 u“—.ﬁm.“_no

je-11 Ya(@)r(z19)ar(@) £ O,
(1.2)

T(8lx )

Dikaz provedeme stejné jako dikasz vity III.3.14 V¥ (1] (str. 54).

7e vztehu (1.1) je viddt, Ze r(x]|8)q(8) Jje sdrufend hustota vekioru
(x7,8°) vzhledem k V> % . Proto podle véty III.3.7 v [1] o margi-
néini hustoté Je

w o(8)r(x|8)ane)
®
margindlni hustota vektoru Mu‘34ﬂumum véty nyni plyne z véty

III.3.13 v [}, .Q.E.D.

Tato véta mi v bayesovskych metoddch xli%ové postaveni. Je-li
8 parametr uvaZoveny v minulém paragrafu, nazyvime q(8) apriorn
hustotou, nebo¥ vyjadfuje informaci o 8 jedts pred realizaci X.

Podm{ndnou hustotu #(@|x) parametru 8 pak nazyvéme hnstotou
.mmouamuuouﬁm.‘bodom jde o hustotu paremetiru € po realizaci X.
K zév¥rim o paremetru § pak pouijeme aposteriorni hustotu (8| %),
kterd v sobd zahrnuje jak apriorni informacl o parametru 6 tak in-
Housmow_quubﬁom z realizace X. Pozpamenejme, Ze p¥i klasickém pFi-

gtupu poufijeme k zévirim o paremetru § pouze r(x|8).

~

m«H. 8
Priklad iagﬁ.&%mﬁu puuwouﬁ hustota parametru & je ¥(100,225},

podminéné rozdéleni X p¥i deném 8 Je W(8,100). Pak aposteriorni hus-
tota Je ﬁ% 69,23), je-1i x hodnota X. Kvocient inteli-
gence niZeme odhadnout (viz str. 52) 8 st¥edni hodnotou p¥islusnou
aposteriorni hustotd, tedy hodnotou umm.u + wmm 100, PPisluiny roz-
piyl je 69,23. Zatimeco pFi klesickém pFistupu bychom pouZili Jako
odhad 8 piimo x, jehoi rozptyl Je 100. Tedy pouiti bayesovského

- 11 =
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pFistupu vedlo k odhadu s mendim rozptylem nef p¥i klasickém pFistu-
pu.

Poviimnéme si nyni{ vzorce (1.2). Existuji-li mé&Fitelné funkce
h,(8,%) & hy(x) takové, Ze

(@) T(x|8) = hy(8,5) hy(x), (1.3)
pak apogteriorni hustotu 7T(Q|x) miZeme p¥epsat nédsledovni.

h,(8,x)

T(8lx)
2% Sy (8:3)aA(8)

je-11 m@fﬁm.ﬁ&;mv £ 0,
(1.4)

0 jinak.

Odtud je vidét, Ze nahradime-1i v (1.2) q(8) funkei cq{8), kde

¢ Je kladnéd konstanta, m.uomwou.“_.ounm hustota 7(@lx) se nezmini. N&-
kdy dokonce za hustotu q(6) volime tzv. nevlastni hustotu, kterd

Je definovand jakonezdpornd mé&Fiteind funkce (nemusi bt integrova-

telnd). Jak uvidime v daldim, pouZiti nevlastni hustoty ndkdy vede
X vysledkim rozumnym, Jindy k nesmyslnym. Proto je mutné nevlastni
hustoty poufivat velmi opatrné.

Ha zévdr si jelt& uvedeme vzorce pro (nepodmindnou) stiedni
bodnotu a rozptyl ndhodné veli¥iny X,.

B, = B(EX18) = § ¢ Sxyrix|@anz))at@ang), (1.5)
var X; = m,nHu.nwnN»_m:m + var {B(X, | ) =
(1.6)
= E var{x,| g} + var{e(x;l 0} .
Nepodmin&nd hustoia ndhodného vektoru X vzhledem w. Vp Je
r(x) = m@aeaa_enxe. (1.7)
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2. VOLBA APRIORNIHO ROZDELENT

2.1 UVoD

Jek Je vid¥t z tvah v ivodni kapitole, mé&la by apriorni husto-
ta _ah@ odrd¥et nadie apriorni informace (subjektivni i objektivni)
o paremetru §. Jakmile jsou nade informace malé nebo vibec Zddné
a chceme-1i pouZit dm.wmmowmma.. p¥istup, vyvetévéd problém volby aprior-
nfho rozddlenf. MoZnosti se daji v podstaté klasifikovat do Ety#

. akupin:

| 1. tvar hustoty q¢(8) (v3etnd hodnoty parameird) vyplyne
z apriorni informace; p |

2. jako hustotu poufijeme histogram (p¥i informaei objektivnd
® rozloifime na sjednoceni disjunktnich né¥itelnfch mnoZin
a zjistime Jetnosti jednotlivych mmofin; pF¥i subjektivani in-
formaci teké H.on“_.ombum ® a uuwmwmam subjektivni pravddpodob-

nostl jednotlivfch podmno#Zin);
3, volime hustotu {(hiadkou), kterd dobfe aproximuje histogram;
4. pPfedpokldddme, ¥e hustota md urdity funkciondlni tvar, nezné-
me pouze parameiry.
Tyto moZnosti odpovidaji v podstatd volbdm rozddleni Bmﬁmab%ow veli~
$in p¥i klasickém pFistupu. P¥i bayesovekém pifstupu (podebnd jako
pFi klasickém ddvéme prednost pracovat s hustotami q(8) ur&itého
funkciondInfho typu (et u% s parametry znémymi ¥1 nezrnémymi). B3¥nd
ge pouffvaji jednak tzv.
py rozddleni, kieré odpovidaji tzv.

i e Y -

njm syetémem rozddleni rozumime takovy systém, Ze apriorni i aposte-
riorni hustota do n¥j patii. Témto systémim je vinovén § 2.2.
Princip neurditosti pouZivéme, pokud nemdme Zddnou informaci o 6.

- 13 -
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6-n¥ho za apriorni rozd&leni bereme rovnomSrné rozdsleni na ® .

¥ekdy mdme apriorni informaci v nésledujfcim tvaru: YoreoasYy

_,_ S umoc nezdviglé néhodné velidiny, které pPedsgtavuji minulé vysledky,

”H» méd podmindnou hustotu r(y|f;), 8;€®, i =1,...,N; 81900458y
jsou nezdvislé nfhodné vektory, 8; md hustotu q(8). Pomoci ndhod-

nych veli&in Yisees y ¥y odhadneme nepodmininé rozddleni

§ rty|@)a(g)ang)

r(y)

néhodnych velidin Y, 1 = 1,...,N nebo také nepodmindnou st¥edni
hednotu EY; & nepodminény rozptyl var ¥y, cof ndm za jistych pied-
pokladd umoZni odhadnout budl q(¢) nebo mmv.om nékteré momenty tohoto
rozdéleni. Takové metody jsou znémy pod nédzvem empirické
metody. Podrobnidji se & nimi sezndmime v § 2.4.

Fa zdvér tohoto odstavece si zformulujeme tvrzeni, které rikd,
%e pro n dost velkd a za pom3rnd obecnych daldich pFedpokladt apos-
teriorni hustota témS¥ nezdvisi na apriorni.

Véta 2.1, Necht ®c Ry Je neprdzdnd borelovakd mnoZina. Méjme na wo_r
relovskjch podmnoZindch @ definovénu n&jakou o-konednou miru & .
Necht r(x|Q9) je husiota nshodného vektoru ¥ = (X;,...,X )" vzhledem
k ndjaké o'-konedné miFe v,pfi dané &omho.«m 8 € ®. Bechl q(8) je ne-
umuouﬁm omezend mdFitelnd funkce na ®. Predpokléde jme, Ze vu.o g..
xeR plati

0< meim_enz% < 4o, 0<§ r(x10)a(DANE) ¢ +oo.
Ozneime
r(x!8) r(x|0)q(8)
T, ﬂm V = = -
N P MU w e
0 @ (2.1)

Fechi existuje takovd borelovskd mmo¥ina Ac ® y %e pro dand &igls
a,b,c (0<ca <1, b20, ¢c>0) platfs
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st by Ao e T

[ 7otalmane > 1 - e (2.2)

m = inf q{8) > O, (2.3)
e A

sup q(8) ¢ (1+b)m,
el :

sup q(@) < (1+c)m.
Be ® -A
Pak plati

w _ﬁno_Hu - =dﬁm mu_ﬁynmv < BﬁHmm+d deH +mou + mhmtﬂ+0~ .

Dikaz lze najit napf. v [1] kap. XVI.3, Vita 1 (str. 288).

Véta ¥ikd, Ze aposteriorni hustoty T(8]z) = 7(8|x) me nebudou
pi{1i% 1idit, jestlife a a b budon dostatednd mald nezdpornd
¥isla a ‘¢ nebnde p¥ilil 405&? Uvddomfme-1i si vyznam Sisel a,b,c,
wmwﬂvowF& znamena ji, Ze na mo%ind A je koncentrovédna velkd Cdat
wu._m..qamwomoduom.ﬂ. odpovidajiedi qﬂon.m_Muu q{8) musi byt na A prakticky
konstantni a nenulovd & omezend na @~ A. Je-1i X ,eeq, X, néhodny
vibér z rozdéleni r(x|8), pak pFi dostatednd velkém n je Sasto apos-
teriorni hustota qoﬁm_mv koncentrovéna kolem ndjakého bodu. Pak lze
pajit mo¥inu A (vétSinou k-rozmdrny interval) spliujici (2.2) a ta-
kovou, Ze NA) Je velmi mald a Sirokd t#{da hustot q(B) muu_.mﬁum
(2.3), pak vdt¥inou sta&f, aby q(8) byla hladkd na A & omezend na
®- A,

2.2 KONJUGOVANE SYSTEMY HUSTOT

Fechl X = (X4y.0.,X,) je -ndhodny vybér = Hounm“_.munﬂ s hustotou
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r(x|8) vzhledem k o-kone¥né mife v, B @ # P, B B.
Systém Q apriornich hustot q{(8) nazveme gystémem konjugovanim
s hugtotaml ir(x|8), f<®}, Jestlife pfi dost velkém n a p¥i libo-

volnfch hodnotdeh X = x, které splnuji
n .
o< T (x| 9a(@axg) < + -,
@ -
pat¥i aposteriorni hustota do systému Q.

Vezmeme~1i za Q systém viech hustot vzhledem k ¢'-konedné mite
‘A, jde samoz¥ejm¥ o systém hustot konjugovenfch s {r(x|8); 8< @} .
Pro praktické Glely se p¥ilis3 nehodi. Vhodné budou systémy o.umm.gw“nl
¢i co nejménd hustot. .

Poznamenejme, Ze pouZiti konjugovanych systémi hustot vede vét-
finou k pomérnd Jednoduchym vysledkim.

Nyni si uvedeme metodu konstrukce konjugovanych systémil hustot
vyuZivajicl postadujici statietiky. Oznalme T,(X,,...,X,) postaduji-
ci statistiku pFisludejici systémm hustot Mww_.ﬂ ‘HAH“_._m: Be @w +» Pred-
poklddejme, Ze existuje ng .«m.wo.dm._ fe pro vE. n > ng existuji nezd~-
porné funkce g, & by takové, Ze
. . |
“_.:.A (x|9) = g,(T,(x);h (2), (2.4)
kde auhH._.....Nuv Je r-roznérnéd postafujici atatistika, r nezdvisi
na n. Ozna¥me S, = {4 §=T,(X)} mioZimu vE. bodl g<R,, kterfch mile
nabyvat ndhodny vektor T (X). PFedpoklddejme, Ze pro ka%dé teS,
platd ‘

0< § g (t:00ax8) < +=.
@ .
Pak - gystém hustot
Tﬂ..mnm: ted, uvuow (2.5)

Je aystém konjugovany s Muﬁi@vm e ®w , kde

{2.6)

L]

£,,4(8) = m&mmmxw g, (£:9)ax @)™
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UkédZeme si, ¥e toto tyrzeni skutednd plati. Necht Xy ,eee )Xy
a M.m.....m uuoz dva nezévislé vybéry 2z rozdéleni s hustotou
r(x|@). Necht m2ny, nzng. garujend hustote obou vibdrd md tver
»m, roxgl@) - H.G%_@
takZe
u\lmbESu._.anm.uv oufﬁnm.ﬁu g, (Tn(x)» 8) gy Tnlx)» 8 wunmuuu‘mu%
. (2.7)
Pro jednoduchost nyni p¥edpokldde jme, Ze f%mvv 0 pro kaZdé ny ng.

Necht }e Sy, Pak existuje takové ye Ry, Ze t = T (y). Je-1i aprior-
n{ hustota parametru § rowna f anmv pak podle Bayesovy véty Je
aposteriorni hustota déna vzorcem

.:Amﬂﬂu =k H.:\A r{x. _@u &Bu.ﬂhMu.

kde k je normujici kongtanta. Odtud ddle dostaneme

T 8|x)

s e

k g, (2, (x), Dhy,(X) g%, 8¢ w g (£, @)ANE) =

k g (T (5))eg(Tp(3) )y (VgD
n () § gult, 9IaND
@

redy z (2.7) ﬂmww«m
TE\E) = © Bpym(Bs DByn(ET)s

k
kde u = Bl ©F
e u = TpulBHi» © § atts gar@n,(y)

Odtud um.u»m viddt, Ze
- (2.8)

MOD) = Grn(® () 8 (g, @axe)™"
kde fw.m m° ?{m jsme dokézall, Ye T patPi do systém (2.5).

syetém hustot (2. 5) nékdy nazyvéme pFiroze ¢ konju

tém. Jak avidime z nésledujicich prikladl Zasto pracujeme se mwm.«ml
mem hustot, ktery Jje o mdco bohatdi ne# pPirozeny konjugovany sys-

tém; budeme ho nazyvat obvyklym.
- 17 -




Nyni si uvedeme piehled konjugovanych systémd hustot, které pFi-
sluBi nejbdindji pouZivanym systémim rozddleni {r(x[6); §c®} . Pod-
robn& probereme pFfipad binomického a normédlniho (jedno~ i vicerozmir-

ného) rozdsdlent.

m,8); m je ddmo; @ = <0, 1.

_ < .

Postafujici statiatika je HM._ X, tedy S, = 10,1,2,...,0m}. Vzhledem
k (A.1) je

g,(y:8) = 85 (1-8)™7, yes, |

=u

m
_—

b (x) = R

[}

Odtud a z (2.6) plyme

2,.5(8) = &7 (1-8)""Y (B(y+1,m-y+1))~} 6<(0,1)

D= 1,203 ¥=0,1,2,¢4.,mn. &

Tedy pfirozeny konjugovany systém Je systém beta rozddleni s parametry
(y+1,mn-y+1), kde y = 0y1,¢e.pmm, n = 1,2,3,...

Obvykly konjugoveny systém je systém beta rozddleni s parametry (ot 53
kde «>0, (3>0. ‘ | ,
Je-1i mwu.uou.ﬂw rozdéleni beta rozddleni s parametry (« , >}, Je apos-
teriorni rozdéleni beta rozddleni s parametry (x + Mw.: L prmm~

i=1
- .«__..W._ _HMV. Margindini rozddleni AH._.....NuZo podle (1.7)
Blax +Lx,, ®+Ep -Xx.) X; = 0y000,m
P(X. =X, ,000,X =X_) = | R S i
ﬂ 1 NA_ Hﬁ.uﬁ wﬁguwv u."‘_vco‘nnﬂ.n

pzddleni s parameirem 8; ® = (0,+-).

- n
Postadujici statistika je mud X;, tedy S = 10,1,2,000}«
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MHuHowma kon jugovany m%mwmﬁ vzhledem k Lebesguové nife je systém
gama rozddleni s perametry (m,t), £ = 15,2505 B = 1425000 Obvykly
konjugovany systém tvo¥{ systém gama rozddleni s pacametry {a,D),
e> 0, p>0. Je-1i apriorni rozddleni gama rozddleni (m,t), Jje apos-

n
teriorni rozddleni téZ gamwa s parsmetry (m+n; f.mﬂ x;)-
=1

Postadujici statistike Je .M X3 Sy = (0,1,2,00e) ¢

Prirozeny konjugoveny systém Je systém beta rozdéleni s vam.Emﬁ.H
(smel,8)y t = 15250005 M= 1525000

Obvykly konjugoveny systém Je systém beta rozdéleni s parametry
(o, vu. & >0, 3>0.

Je-1i apriorni rozdéleni beta rozddleni (ko @w. pak aposteriorni
rozddleni je opét beta rozddleni (« + sn,3+ m\l.nw X
Exponencidlni rozdgleni s ametrem 68; ® = (0,+=).

no.+o&.

m.om.nmmﬁuwop statistika je M Xy, tedy Sy

P#irozeny konjugovany mwmn.ms Jje mwmdm_u game. rozdéleni s parametry
(t,m), t70, m = 1,2,000 |
Obvykly konjugovany gystém je systém gema rozddleni (t,m), t>0,

m >0.

Apriorni hustotd mmEm. Houpmwgp {t,m) odpovidd aposteriorni hustoia
goma rozdéleni n.n+N MH. m+n) .

Rovnomdrné rozdgleni na (0,8); @ = (0,+) .

Postadujici statistika Je max Xy tedy S, = (0,+%).
1¢icn _

Prirozeny konjugovany aystém je systém Paretovych rozd3leni & para-
metry (m,t), m = 1,2,¢+¢3 t> 0.

Obvykly konjugovany gystém je gyatém Paretovych rozddleni (m,t},m>0;
+> 0.

Apriorni hustotd - Paretovq rozdéleni (m;t) odpovidd aposseriorni

hustote - Paretova rozddleni (m+n,max(t, N;.....Hﬁi
- 19 =



Rovnom¥&rné rozddleni pa 8,.8,); @ = Mﬁmtmmr 8, < mmw.

Postaujici statistiky jsou (min X., max X.) tedy S, = 1(t,,%.); __
l¢ien - 1g¢n 177 B m._.m
ty< 1. |
P¥irozeny konjugovany systém uo systém dvourozmdrnych Paretovych roz-
déleni nf..«m.au ﬁ._h t, M= 1 125000
Obvykly konjugovany systém je systém dvourozmérnych Paretovych rozdl-
leni s parametry AH._.H.N.& ), r Ty<Tyy «€>0. Je~-1i apriorni rozddlen{
Paretovo rozdileni :._.._“m.au. pak aposteriorni rozddlent Je op¥t Pa-
retovo s parametry ?E.b?._ .H;....-Hﬂy. Bmh?m.wﬁ....uﬁu. mn+n) .

Normdlal rosdslent N(u,03), 0% >0 méné, © - R,.

wonam.mnuuou statistika je HWA X, S, = R;.
PFirozeny konjugoveny systém Je systém normdlnich rozddlens nn.q.ma\ub.

wmw.._o ns= uuNttoc
Obvykly konjugovany syetém Je systém rozd¥leni N(a, me. a<R,, b%> 0.
Jde-1i apriorn{ rozd&leni uﬁm.dmv pak aposteriorni je Hof.o.uv kde

M kum + mqh

Jlﬂl IMLr (2.9)
nb“ 4+ - nb +

Mprgindini rozd¥leni X; je podle (1.7)
doo ’ .
x(x) = | (2redy w2z, =L w -2 (2ni) 1/ exp|—Lxtu-a) Dy
- ﬁmié\mﬂuwm&mv.;\mG.LJQLV\m 1 uﬁ %)2/52 {2.10)
D2 eyl 412 o ne3 s

+ n(%-a)2/ nu&m+qmu..$ | (x150000x) NNW..

EX; = w? =a (2.11)
var X, = Qm + b2 _ (2.12)
cov(X;,Xy) = b2, 143 (2.13)
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IELBF&?L g Znémé, @ = (0,+=).

Postalujici statistika Je HWW_ hMu.l_:c 3 5, = (0,4,

Prirozeny konjugovany eystém pro 1/62 je sysiém gama rozdéleni s pa-
rametry (t,m/2), +>0, m = 1,2,... Obvykle bereme +>0, m> 0. Je-1li
apriorni hustota games hustota (t, m/2); pak aposteriorni hustota je t6%
gems. o parametry (it +M (x,- Toum\m. QE&\B

Rozor! Za nezndmy um.w.mhm.wu. bereme ._\m, (nikoli qmv. nebot systém konju-
govangch rozd¥leni pro 1/6° mi jednodusil tvar. 1/62 se nikdy pazfvé

umu..m.aoﬂ. pleanosti.:

rméini rozddleni N(u, o m~ jt i otm neznémé, & = Ry x (0, +®).

Postadu)ici statistika Je nu.wd X5 nM b4 v tedy S, = R, x {0,+9 a

wnn.}.ﬂmm?%u -2 ouwmu%ui_m..m aiﬁ_snvw }mf. ﬁmvﬁmu(...

]

odtud a z {2.6) plyne

. -1
T,tp,%, . @8 = nm.mlv(m oui.. 2 (p-tom »2) (2.14)
t,-420. B
—T aem L ﬁm.ufmvd_ﬁmm.:i ﬁh.m.lvnm. peRy, 67250

P¥irozeny konjugovany systém pro parameiry f A\m.mv je systém rozdé-
leni vymezeny nésledovnd: wogmﬁm rozd¥leni e p¥i daném a\o. Je
W(a,6%r"") a marginfin{ rozasleni 1/62 je gema rozasleni (o,d), kde
mmw._. T = 1,2,0003 24 = 1,25000, c ~ 0. ogﬁ.o bereme m.m.w._. r>0,
c> 0, 47 0. Takovéto rozdéleni budeme nazyvet uou.uhubn gama 8 para-
metry (a,r,c,d). Apriornimu rozddleni uouuwﬂmro typu odpovidd aposte~
rlornt rozddleni normiini - game s parametry (K*,rm,o o*,d"), kde

T (2.15)
. _ .2
¢’ = ¢ +.W Mu.._nHHIMvm + ﬁwn.%wl {(2.16)
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2
H
[ =1
+
&
n

(2.17)

Bl
n
Bl
MM
sl
-
L]

Tedy apriorni sdruend hustote f..m\qmv (t+3. hustota normiiniho
- gama rozddleni s parametry (a,r,c,d)) je

- 4a
/2 mxuw.. m.w..m.n_h..mvww _n.ﬁod .ﬁ%MVnL mu.b.mn g w. . (2.18)

Alqm,u )
27

: Tm.m._. o~ >0,
coZ implikuje, Ze margindini hustota i Je aZ na nésobie{ konstantnu
rovna

2 =(2d+1)/2
(1 + mﬂ . n|~.b.wl:l£lv p &R, (2.19)

Jinymi aslovy (p-a)(ax/c) V2 4 t-rozdéleni o 24 stupnich volnosti
(pro 24 pFirozené). Margindln{ hustote ANﬁ...,Nbu Je

rod

HAHT....HHL = M mim 2re?) /2 o m W (xg-p) mandoN\u.vL\m

0D -vpo Hﬂ._

{2.20)
oHL,.. mlMMnTlmvmw ﬂa n un... me.M.. %w ae 2 dp =

a oo 2H-1
-n/2 1/2 -2, 3H 2 I
- Feay (02 GV mga 7 exof- G ac2 -

a
= f ﬂ-mlﬂﬂlv._\m ﬁMﬂUl{N d-ﬂdqu ﬁ“.—v...umv m.f.o
43

L P = AU._-.oo-UWun 8 je zndmé,

@ Mb = AB.-..AO#UWV& amHvaa is= ﬂntnonw H.M.— ﬁu. = .—WQ
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n
Postefujfel statistika je § I X,4y 1 = 15..0,kf, .«m& m
f=1

on}.

= #M = ﬁ.ﬁ..-ooa!u.ﬂﬁy\m .ﬂu.. = O-do-tc-gm M- = Auono-ﬁu M.M‘_ .ﬂm.

Prirozeny konjugovany systém je gystém Dirichletovych rozdéleni s pa-
rametry nw._.....‘._“wu. ty = Tyeersss i = 1,000k, 8 = 1,2,... Obvykle po-
uZivéme systém s ;> 0, 1 = 1,00eske uo..““_.u.. apriorn{ rozddleni Dirich-
letovo s parametry ?f.....ewu pak puom._“muwou.ﬁ\. rozddleni je také

Dirichletovo s parametry (t +HN seenst +Mw
. AN ASF i

| Vicer Emﬂbm normdlnf rozdéleni zwhm. M.o.un.. kde Mo je znémd symetrickéd
vouw.wwﬂpm amﬂ_.ﬂ..wup Bm..ﬁ_.oo typu kx k, © = R,..
n
mouw_m.mﬂum.up statistika Je X = Cn._.....H.wu. H"_. uw M.:...a Huu. Podle (2.6)
a (4.29) -
g () = expi- Bu-1) LG @-vJ
| 'S n
n(x) - (20 2 (aetL "2 empf- § 2 2B LY

lHl
L-.-J

T

Pedy pi¥irozenf konjugoveny systém je systém normédlnich rozddleni

N (s, 2o/n), 8&R,, B = 1,2,... Obvykle bereme systém N (a,bZg),
a6R,, b7 0. . ﬁ ‘

Apriorni hustotéd H_nnw.m,u. B positivnd definitni gymetrickd typu k=xk,
odpovidd aposteriorni hustote uwﬁws »B"), kde

?No + 3B ...JL nﬁM. ﬂ+ Ta)  (2.21)

! ~

m.t.‘
~

¥ o=@y +3hHh (2.22)

Vi{cerozmdrné uou.ahE rozdéleni N .f.o. L), Yo Je znémé, m.u pozitivnd
definitni symetrickd neznémd matice kx k, ® = Mwm symetrickd pozitiv-

nd definitni metice kx k3.

Pogtadujici ptatistika Je = Ad.u.uuu.. J=1,000,k?

A
n

v

INW.I




Ko = A}o....%wovw 8, = *w symetrickéd pozitivné definitni matice
kx k} . Podle (2.6) a (4.29) a (4.31)

wbﬁmnmk_v = (det M...Ju\m ouumn W ﬂ.wML M&

m mnASMLV aML = (det 3..Q+w+:\m omd?,wi
®

kde ¢, , Je déno nb.umv. ﬂ.m } oznaSuje stopu matice. PFirozeny woﬂusn
govany systém pro u.m Je systém (centrdlnich) Wishartovich rozddleni |
8 r stupni volnosti a parametrickou matici Bs kde r = k+1,...,Re ® .
Je-11 apriorni rozd¥leni Wishartove s & stupni volnosti a parametric-
kou matic{ R, pek aposteriorni rozddleni uo_ op&i Wishartovo s ain

stupnl volnosti a parametrickou matici §” spliujfci

T -p"+y.

Vicerozmérné normélnf{ rozddleni N 'Z) s g i Z > 0 neznémé, ® = .
= Nm. B > 0; m.mww. symetrickd ﬁoﬁ..ﬁ.ﬁ_m definitn{ matice typu |
kx kY. .

Postaujici statistika je (X,S), kde

X -
M.ﬁ (X3-X) (X;-5)°,

& S, = R.x {B; B - symetrickd pozitivn¥ definitni matice typu k x ww

Dle (2.6) a (A.29) Ebﬂ

BaltsSip, L) = (Qet 1) /2 oxp - 2w I '-w ) (2.2
. exp {-tr L7 gl.

0dtud plyne, #e p¥irozeny konjugovany systém pro nm .M@ miZeme po-
psat ndsledovnd: podmin¥né rozddleni g pFi deném H Je N (a,r -1 1),
margindlnf rozddlen{ Ml Je k-rozm¥rné Wishartovo rozddlenf s q

stupni volnosti a parametrickou matic{ V, pFilemi 86 Ry, r=1,2,...3
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Y Je gymetrickd pozitivné definitn{ matice typu k=xk, g>k-1. Obvykle
pracujeme s r> 0 nikoll Jen &8 r p¥irozenymi. SdruZené rozddleni u &
I uwd tvar

(21752 (aet L)7V/2 expi- § (@ ea) -9 N /2. (2.25)

o oygq ( det Mvjn\m (det L)~ (0% )2 wuvm.. W ,«HQ\\._W..JE
Odtud “_.u..o integraci zigket margindlni rozdéleni y . Stadi vlastné
vypoditat integrdl

(2ot L0 8)/2 axp{- § tr(L " (rls-2) -8 "+ yHy ap-!

a uvddomit si, Fe funkce pod integrélem je aZ nﬁ nésobiei konstantu
rowvna hustotd k-rozmdrného Wishariova rozddleni s {(gq+1) stupni vol-
nosti a paremetrickou matici (r(g-g)(-2) -4 1~1. odtud dostaneme,
fe margindlni hustota L je a% na nésobici konstantu rovoa

(aet(Y ! + uf-aﬁé :-St:m

b..ml

=(det T1 . (14 uf.mu_\ﬁm-mu:

Porovnénim s (A.33) Je viddt, Ze B m4 k-rogmdrné t-rozddleni

s (q-k+1) stupni volnosti a paremetry g a ﬂﬂu..._halwtu

Apriornimu rozddleni {2.25) o.wuoﬂm&m aposteriorni rozddleni, které
1ze popsai ndsledovnd: podm{néné rozdsleni y pFi daném L Je
uwnw.. .?.tbiML. rozddleni M...L_ je k-rozm¥rné Wishartovo 8 (q+n)-
-ptupni volnosti & parametrickou matici V', kde

weEBtad (2.26)

1 1 ‘ 23 anE) |
v=0" +5+ 3555 (DD (2.27)

K odvozeni tohoto v¥slediu lze pouiit faktm, %e apoateriorni hustota
je a% na nésobici konstantu rowma soudinu g (§:Sis,5) aené (2.24)
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a pravé strany (A.29).

Je-1i L= 6°I,, kde I, je jednotkovd matice typu kxk, je ob-
vykly konjugoveny systém pro TR 2) tvofen hustotami

exp}- = (-8) " (w-2) (r(2v ey~ V2 | (62814 rta)) exp{-c.67%}

pe By, m..lmvc.‘ (2.28)
kde parametry (a,r,c,d) probihaji mno¥inu R 2 (0,+%9) x (0,+9) » (0,+),
tj. podminéné rozd&leni K pFi daném ¢~2 je N (g,6 mﬂlgwwu a8 margindl-
ni rozddleni 62 Je gama rozddleni s parametry (c,d). Margindini roz-
déleni M Je 2% na Bmuovmow konstantu rowvno

dr{u-g) (y-a) -{2da+1)/2
n._+.m._ﬂ t.m.axmu ’ v BEB .

Apriornim: rozddleni (2.28) odpovidd aposteriorni rozddleni
expi- Z - ) gt} (e (arsd)™H 12 (230

L (eTRYB/ 2T e 8/2 (10, 2))"T exploe2), yeR,, 672> 0,

kde _m._ Je adno (2.26)

o =o+3 L&D XD ¢ miy Ge) G (231

2.3  PRINCIP NEURSITOSTI, JEFFREYSOVA HUSTOTA, LIMITN? APOSTE-
RIORNT HUSTOTY - ‘

Necht r(x]8) je podminénd hustota nihodného vektoru Z=(Xyeeey X)) 4
p¥i dané hodnoté parametru 8§ € ® & Bys @ # P. Pokldddme-11 B za né-
hodny vektor, o nimf vime jen Yo, fe-§ « ®, vanikd problém jak volit
apriorni rozd§lenf. Nkterym Fedienim tohoto problému ge budeme vinovat
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v tomto paragrafu.

Podle principu neurditosti bereme za apriorni rozddleni 8 rovno-
m8rné rozddleni na ®. PFisludnou hustotu budeme znadit q4(@) a p¥i-
slunou aposteriorni hustotu Wyl 8lx). Pro ® _ﬂmbmuﬁwm spodetnou pljde
o hustotu vzhledem k &itaci mi¥e. Jo~1i Lebesgueova mira ® kladni,
bude q5 hustota vzhledem k Lebesgueovd mi¥e. V obou piipadech je qg,
rovna identicky kladné konstant®, pro dlely vypodiu apoateriorniho
H.onamu.m,ﬂm j1 vzhledem k (1.4) mdfeme klést rovmu 1. Je-1i ® nekoned-
né spodetnd nebo je-1i Lebesgueova mira @ nekonefnd, je hustota
q(8) nevlastni. _

Je-1i nap¥. (Xy,.+¢.X)) * ndhodny vybér z alternativniho rozddle-
n{ s parametrem B€(0,1) a neméme-li o parameiru © Zédné informace,

volime apriorni hustotu (vzhledem k Lebesgueové mi¥e) rovnu
AOAS = 1 pro 8€(0,1).

PFigludnd aposteriorni hustota je

1xy ?Wnp

To(slz) = (8L x;+1, n-Jxg#1))7 € (1-8) e<(0,1),

tj. beta rozdéleni s pavemetry nw\w M“_....._.u..uw...uwiv.

Je-1i Xy,...,X, ndhodny vybér z B(e,62), kde 62> 0 je znémé
ap Je parametr, o ndm% pouze vime, Ze peRy. Pak podle principu
neur&itosti vezmeme za apriorni hustotu (vzhledem k lebesgueovd mi-

hod

Pe)

Qo) = 1 pek,
a odpovidajici aposteriorni hustota je opét uaw.u{_u.
Definujme si nyni nédhodnou veliinu

Z v§e Peleného plyne, Ze podmininé rozd¥lenf 2 pii daném X je
N(0,62/n) & %e rovndE podmfn&né rozddleni Z pFi daném y je
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No, wmxbu Tudi% 2 a X Jsou nezdvislé nédhodnd velidiny a podobnd 2 ,.
a i jsou nezévislé ndhodné 40Hum§ Var Z, var H & var Jsou woboo..
né a tedy A

—

quHn.detxﬁdeN
veru = var X + var 2,

coZ implikuje, Ze var Z = 0 a tedy Z je skoro jist¥ konstanta. Toto
Je spor s tim, Ze Z md rozddleni K(0,6 M\bu . mmv 0. V tomto p¥ipads
tedy neni pouZiti principu neurditosti vhodné, nebo¥ vede k nesmysl-
nym zdvérim.

Je vidét, £e p¥i pouZiti principm umﬁ_.m..nwomﬂ. musime postupovat
velmi opatrn¥. Prinmecip neurditosti mé uomﬁm dal¥i nev¥hodu, zm3nime-
-1i toti% parametrizaci modelu (tj. misto parametru 4@585& = m»v.
apriorni hustots nového parametru uf nenf{ rovnomdrni. E

FRech¥ je Xys++sX, VFbEr z Poisgonova rozddleni a parametrem
8 €(0,+=). Apriorni hustotsd

qg(8) = 1 8 € (0,+=)

2.32
= 0 8 £ (0,4) (2.32)

prisludi aposteriorni hustota gama rozd¥leni s parametry Cp.HH +1).
Definijme novy parameir A= m._\ 2 pak apriorni hustota um.n.mao,nud
(odpovidajici (2.14)) jJe

q{A) = 3 A50
= o ymo.

(2.33)

Tedy neni ji¥ konstantn{. Je vidé&t, Ze bmﬂ..ﬂo...,“_k nioc o hodnotdch 8,
méme Ji¥ _um.woan informaci o A, co¥ je paradoxmi z&vEr. Navic apos-

teriorni hustota w(M|x) pFfisluind apriorni hustot¥ (2.33) je

Huu.i
a2y, 2%, +1
T(Alx) - noad o
I3 F(Txg+1) d A>
= 0 v....n.so




7atimco apriorni hustotd

g*{a) =1 A>0

AaD

L]
L]

p¥isludi aposteriorni hustota

Mu» olx,

2
PR = I A >0

AHHHJV

= o Varot

Tedy aposteriorni hustoty ¥ a ¥* jsou rizné, adkoli oba postupy,
kterymi jsme k nim dospdli, jsou z hlediska logickéheé rovnocenné.

Tyto dvehy vedly k zdv¥ru, Ze misto podle principu neurditosti
bychom m&li volit apriorni rozddleni takové, aby nezdviselo na po&é~
tedni parametrizaci modelu. Eésledujici véta ndm ddvé fefen{ pro p¥i-
pad, ¥e A Je Lebesgueova mira a AM®) >0,

Nejprve si viak p¥dpomeneme pojuy reguldrniho systému hustot

a Fisherovy informadni matice.
Hekneme, 7e systém hustot {r(x|@), ge®| je regulérnf, Jjsou-li spl-
nény tyto podminky:

a) ® je neprézdnd o.nmqu.wuh mo¥ina interval v Ry .

b) MnoZina M = ix; r(xi@)> 0} nezévisi na 8.

¢) Pro skoro viechna X€MN (vzhledem k § ~kone&né miYe Y, exis-

tuje konednd umu.ou.ﬁbp derivace r;(x|8) = .|ww._b~ 131,000, Ke
d) Pro ka¥dé i a pro vi. 8e® B.m._u\.u.m u.wﬁimunc M.Hv = 0.

@) Pro kafdou dvojici (1,]) exisiuje woﬂog integrdl

ri(xl8) ri(x{8)
M ré(x|®)

3 408 r(z|8) 4v (®) -

£) Matice J(8)
kafdé 8e®

(355083, jut,een,x 9° pozitivnd definitni pro

l.Nw!.




Matici J(8) nazfvéme Pisherovou informa¥ni matici.

gva). Nechl néhodny vektor X AM._,..:HEU mé p¥i ,
8 € ®e B, hustotu r(x|8) vzhledem k néjaké 6-koned- '

né mife v . PFedpoklidejme, Ze systém hustot ir(x|g); 9s®@} je regqu- 3
lérni a mé Pisherovu informadni matici J(@). PoloZme

daném parametiru

o = § rtzlg)taet 38772 ag (2.34)
®

a p¥edpoklidejme, Ze 0« c £ +o.

Budi¥ H reguldrni prosté zobrazeni mmo¥iny @ na @ & B, . Oznafme
=808 arxr(z|y) = vzl ._nw }). Pak munﬁm_aumu‘m.@.w je regulér-
ni systém hustot. Oznadime-1i J*(z) Pisherovu informaéni matiei,
pak pro libovolnou abomu..uﬁ B splimjici podminky BE® » Be By platf

A

18) Caet 3(@))"2 ag = (2.35)

¢ (zp) (aet 3*(x) "2 ay.

o
M

- Dikasz. wmm..h_.mn.w.«m. mqmammﬁ MH-AHEV \dm@.;w Jje z¥ejmd af na to, Ze

se musi dokézat positivni definitnost matice J” Eu ﬂmoﬁ«
ﬂm._-coumWV = A.J;_uo-.odunv « Ze vztahu

uubu.hm_mv_oubﬂ..ﬁm—uv W uwbu.-ﬁm_uu ww _.
“ ~ u ‘ a u
18, | 28, §=1 a1, :

dostaneme pro mﬁ&wq .qu.uh 8) a upumﬁu informeénich matic J(8) a J Qv

rovnost

#ln r{zi{®) 91ln Hnm_mv_
33408 = B—gg—— -~ lg) -

R Mh‘

w .
My » My
W @M qﬁqﬁu ) by °

(2.36)

‘Oznaéime-1i

- (o
BT P uL.....w.
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miFeme (2.36) napsat pomoci matic Jako

a(g) = DI (D

o

PFitom D je veguldrni matice, nebol D je Jjakobidn nodemsouummﬁoﬂo

zobrazeni je podle piedpokladu reguldrni. Z pozitivni definitnosti
matice J(8) plyne i pozitivni definitnoat matice u-msv pro 4m.hm®m

Podle vty o substituci v mmohondsobnyeh integrélech plati

m c r(x]8) (det mﬂ@vué\mnm =
B

= § o rigr ) aenty 3t eV 3aer pTlag -
H(B)

Pyrzeni véty nyni plyne, pouZijeme-li vzteh

aet(p 3 (P V%20t p77 = Caet(3 (g /2.
Q.E.D,

Je vid&t, Ze za vaQUoWHmnﬁ v&ty je aprioxrni bustota parametru
g rovna funkci (det 3(8))1/2 (nebo jakémukoliv kladnému nésobknu této
funkce) a aposteriorni hustote parametru € Je rovna er(xl8).
(det qmmvvi\m a Ze je to pravdipodobnostni hustota. Funkel

k.(aet 3(8)) /2] kde k je libovolné kladné ¥islo, budeme Fiket

" Jeffreysove apriorni hustota. Z tvrzeni viéty plyme, Ze pFi umwﬂumwl
gové volbd apriorni hustoty parametri 8 a 1 Jasou obd aposteriorni
pravddpodobtnosti stejné a nemie dojit k paradoxnimm vysledku jako
u principu neurditosti. N¥kdy Jje Jeffreysova hustota nevlasini.

Uvedeme si Jeffreysovy hustoty pro ndkteré pFipady.

Pro binomické rozddleni{ s parametry (m,p), m Je znémé, Je
Jeffreysova hustota beta hustota (1/2,1/2). Aposteriorni hustota Je
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Pro Poisasonovo rozddleni s parameirem A méd Jeffreysova hustota

tvar

am = A"2 2o,

= O V.m.ﬂt

Je tedy nevlastnfi a aposteriorni rozddleni je gama s parametry
n

(n, 2 x;41/2).
i=1

s

Pro negativnd binomické rozdéleni s paremetry (a,p), a - znémé,

Jje Jeffreysova hustota

ap) =3 (-p7Y2  peto,n)

= 0 ] U&.nOu.—u-

Jde o nevlesin{ hustotu a aposteriorni hustota je beta s parametry
(an, W xy+41/2).
) 1 ;

Pro normélni rozdéleni W(y .o.wu. ww > 0, je Jeffreysova hustota
konatantni (vady této hmstoty jsou v prvni &dati tokhoto paragrafu).

Pro normdlni rozddleni u.c._o.o.mu. Ko zndmé, je Jeffreysova husto-
ta rovma 62 pro 6°25 0. Jde o nevlastni hustotu. Aposteriorni bmeto- |
ta 62 je gama rozd&leni ( M.. AH“_....Toum\m. n/2). .

Pro normdlni rozdé&leni ﬁat.mmf poi 62> 0 neznémé je .qnﬂhu.mwmor

va wsn.«o.nm. dédna vzorcen

-2

p?.mnmunq » PERy, §°>0.

Opét jde o nevlastni hustotu a m%om«oﬂwouﬁ.._.. wuuno._“m..f.o...mv ge 44
popsat nésledovné: podminéné rozd¥leni fo p¥i dendém ._\o.m Je
ma.m.o.m\bv & margindlni rozdéleni 1/62 je gama s parametry
(3 1xs-D)%,0/2).

+
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Deldi mo¥nd volbe apriorni hustoty parametru 8 Je vyjit z kon-
jugovaného systému hustot {v&tdinou tzv. obvyklého) mnnmu w:wn.z
pFisludného {r(x|8);8e ®} (A je v&tiinou oteviend borelovskd mno¥i-
na & volime p¥imo aposteriorni hustotu 77(8lx), kterou dostaneme Ja-
ko limitu aposteriornich hustot 2 {a(8;2),2e A} pro A konvergujfci
k ndjakému bodu na hranici mno¥iny A . Pormdlnéd odpovidd tento zpisob
toma, Ze za apriorni hustotu q*{8) vezmeme limitu apriornich hustot
z $a(8, N, e A} pro A konvergujici k ndjakém bodu na hranici mnoZi-
ny 1 . Eustota q*(@) Jje obvykle nevlastni. V Fadd pfipadd jsou potom
bayesovské odhady a bayesoveké testy shodné s kilagickymi. Aposterior-
nf hustoty ziskané prévd popsenym zplsobem budeme nazfvat limitdd
aposteriorni hustoty. |

Uvedeme si n¥kolik p¥{kiadd:

Bo binomické rozd¥leni (m,p) Je kxonjugovany systém systéman
beta rozddleni («,3), «> 0, ?v 0. Limite aposteriorniho rozdéleni

n n
pro o —0 & 3->0 je beta rozddleni n.M._HH.Eu:MHJRMV. co¥ odpovidd
i= =
apriornimu rozddleni .
¢ (p) = (pC1-p))7" p & (0,1)
= D ﬁ n hcdduo

Pro Poissonovo rozd$leni s parametrem 6 je gystém xonjugovanych
bustot tvoFen systémem gams rozddleni {a,t), &> 0, t>0. Limita apos=

. n
teriornino rozd¥leni pro a0, t—>0 je gema rozd¥leni (n, u.M. x;). To-
. ot
té% eposteriorni rozdéleni dostaneme, jestliZe za apriorni rozd&lent
zvolime _ ]
q"(e) = 87 8>0
= D m m.Oo

Stejnou dvehou dospéjeme pro negativnd binomické rozadleni (a,p) k to-
mu, fe za aposteriorni rozddleni T*(p|x) vezmeme beta rozddleni (sn,

u.m H.Hu. které odpovidd apriorni hustotd
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a*(p) = (p(1-p))~] p & (0,1)

H

= 0 p & (0,1).

ni hustotu 7(6|x) gama hustotu AM x,,n), které odpovidd apriorni hus-
i
tota

g (e) = g 8>0
= o m hco
Pro normdlni rozdélsni ET.qmu. o.m >0 zndmé, vezmeme za aposte-

riorni hustotu zhm.awm\ﬂu. kterd odpovidd apriorni hustotd rovnomdrné
na R,. (U apriornfhe rozdsleni N(a,b?) klademe bZse.)

Pro normdlni rozdéleni mntc.qmu. Ko znédmé, vezmeme za aposterior-
ni hustotu gema s parametry nMu..Aletou 2y 2,n/2), kterd odpovidd aprior-
ni huatoté

g*(672) = 62 6250
= 0 §2<.0.

Pro normélni n.onnm“_..mnh Hnt .o.mv. g i qmv 0 neznédmé, bereme v
aposteriorni hustoté r—0, ¢c—0, ml:...m.. Pak podminéné aposteriorni
rozddleni p p¥i daném 1/ §2 je Hnm.mm\uv a margindlni aposteriorni
rozddleni a\m_m je game s parametry AMm.ﬁHu.lw.vm\m‘Aul.:\mV. Poto apos-
teriorni rozddleni odpovidd apriornimm

nta_.:d\qmv =(§2)-3/2 pER,, 17625 0. (2.37)
Margindlni sposteriorni rozddleni (tj. pfi daném x) ndhodné velidiny
= @
S, ’
kde

(x,~%)2, | (2.38)
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je t~rozdsleni s (n~1) stupni volnosti.

Obdobné v¥sledky plati i pro vicerozmérné narmilni rozdéleni.

2.4 E%E

Jedné se o metody volby apriorniho rozddleni q(§), JestliZe né-
me k dispozici vysledky z minulostl v nésledujicim tvaru. Yi,... ¥y
‘jsou nezdvislé néhodné velidiny, ¥, md poduinénou hustotu r(yl 8,)
{vzhledem k ¢-konetné mife v), 8;¢ ®, i = 1,..0,N, m._.....mu Jjsou

nezdvislé ndhodné dmw.nou.w. 8y af hustotu q(B8) (vzhledem k F-koneéné
nfie A). Tedy nepodminéné rozddleni Y, Je

r(y) = § (719 o«(@ AXO (2.39)
@

a odtud plyne pro nepcdminénou gtfedni hodnotu a rozptyl

EY, = B(E(Y;|8)) (2-40)

var ¥; = Blvar(Y;|8)) + E(B(Y,]1@) - 1L (2.41)

za pFedpokladu konednosti EY; resp. Var Y.

Na zékladd Y, ,.e1y miZeme odhadnout hustotu ua&b pop¥. p¥i-
sludnou distribudni funkei nékterou bi¥nou metodou. Oznalime-1i *(y)
sanad hustoty r(y) e dosadime-1i do(2.3% dostévéme funkciondlni
rovnice, které lze obecnd jen velmi t3Zko mmmuﬁ. Misto PeSieni funkcio-
péini rovnice ndkdy minimalizu jeme 4&&”_.33* ar, vghleden k g
e za odhad 4 vezmeme hustotu q, pro kxterou je dosafeno minimum.
7a vzddlenoat nejastdii volime

(5
m My) log ?.PNL a3,
{y)
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V cbecnén pFipadé je Fedeni sloZité. Red3i se jen ve specidlinich

p¥ipadech. Dal¥i informace o tomto postupu lze nalézi v [2] a [7].

SpiBe neZ najit odhad popsanocu obecnou metodou se nejdPive podi-
véme, zda veriabilita nihodné velifiny Y; (popsané r(y)), kterd vanik-
ne slofenim variaebility 8 (popsané q(8)) a variability Y, p¥i pevném
8; (popsané r(y|8)) je zplsobend hlawnd variabilitou 8;. V kladném p¥i-
pads miZeme za odhad q(6) v ¥add pFipadl vzit odhad My). Variabilitou -
dasto minime rozptyl. Je~1i v tomto pripadd aﬁu.hf._wv meld ve srovnéni
8 var 8, pak bereme za odhad q(8) funkei »(y) (pro 8 jednorozmdrné). ‘

Oba vyloZené postupy nemaji p¥ilid velkou naddji na pouZitl
v praxi, nebol v prvnim p¥ipadd je obti¥nd najit Fefenf a druhd meto-
da Je pfilis intuitivni. PouZivaji se zatim jen v urditfch velmi spe-
cidlnich p¥ipadech viz nap¥. [7]. _

Mnohem v&t81 nadéji na \spéch md metoda, kterou si nyn{ vyloZi-
me. PFedpokldddme, ¥e q(8) md urdity funkciondini tvar, u kterého ne-
znéme jen wm.wwsmﬂ.w. tJ. predpokldddme, Ze apriorni hustota je q(8;«),

kde « = ﬁ}.....amv. je vektor koanstant, ktery nezndme, vime jen, Ze

P~

Leh,kiepf Le &m. Tedy také margindilni hustotu Yy zndme af na

~

vektor o« , ktery miZeme odhadnout pomoci L STETTPS &y nékteron klasickon
metodru odhadu nap¥. metodou momentd (viz [1)). P¥i ni kiademe

EYd = o § v J = 1,2,000,8

3=1
A

(za pFfedpokladu kone¥nosti pFisludngch Boamn,_:uv a Fefime vzhledem

k x . ReBeni oznadime & . Za apriorni hustotu vezmeme q(8,2) .

~

Tato metoda mé Jiroké pouZiti. D4 se vhodnd kombinovat s konju-
govenymi rozd&lenimi, které poskytuji jen funkciondlni tvar rozd&le-
ni. Za funkciondlni tver vezmeme rozdéleni konjugované s r(y|6) a pa-
rametry odhadneme podle vyfe popsané metody. Ve vétdinéd rozdéleni
uvaZfovenych v 2.2 vede tato kombinace metod k rozumjm visledkim.
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Empirické bayesoveké metody se puzivaji epife v dlohdch odhadu

ne% pfi testovdni hypotéz. V kapitole 4 jaou uvedeny 2 p¥iklady od-

hadu parametru, JjestliZe apriorni hustota byle ziskéna empirickou

bayesovakou metodou.

Necht Y,,...,Ty Jsou nezdvislé ndhodné velidiny, ¥; s rozdéle-

nim N( m.mmu a phedstavuji v¥sledky z minulosti. ByseresBy jsou nezé-
l \ \ m
ﬁmwmum&onﬂmﬁmﬁ_.mg.mw Bmu.ommmwmﬁp Hﬂta.o..mu. H.nwm Tpm. qp vow?

zréme. Nepodmingné rozddleni ¥y Je mfp.o.mu. kde 6% = qw +6 m_. Meto -

dou momentd ziskdme odhady fi, & §2 pro e 52, a to
. 1@ }\4\

A 1 ¥ .N =¥ _WA .
Ta. = m m.a i~ N-uwv

N .
=gt L, (x,-D2. (2.40)

Tedy za epriorni rozdéleni vezmeme m_m_mo.mmu. kde

Ap a2 _ 2 A2 2
o.p = 6° -6) je-11 6> 645 (2.41)
= 0 je-11 62«62

M
{ odhad o.p musi byt nezdporny).
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3. STATISTICKE ROZHODOVAGCYI PUNKCE,;

3.1 FORMULACE PROBLEMU

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. statistickymi rozhodova-
¢imi dlohami, které zahrnuji jako specidlni pFipady dlohu odhadu a
testovédni hypotéz. Nejprve sl uvedeme nezbytné znadeni a definice.

Necht X = (X;,...,X,)" je néhodny vektor s hustoteu r(xlg) vzhle-

dem k d-konedné miFe v, na Cﬂb.&bv. Be® u.m parametr, ® je neprézd-
né borelovskd podmnoZine R, .. Oznadme & mmoZinu mo¥nych rozhodnuti

(zévéri) o parametru 8a 4 prvek mo¥iny @ .

Déle oznadme I{6,d) zirdtovou funkei, kterd ném uddvd Siselnd
Jakou zirdtu utrpime, jestliZe skutetnd hodnoia parametru je € a
pFijmeme rozhodnuti d. Ztrdtovd funkce Je tedy uo.un.mnmﬁ.. z @x2
do R,. Budeme pFedpoklddat, ¥e existuje k konedné takové, Ze
L(8,4) »k pro vi. 8 e ® & vi. d Q. Pokud budeme uvafovat o-algebry
podmmo¥in ® a £, budeme pFedpokléddat, Ze L je mdFitelnd funkoe
vzhledem k moﬁmgo.dm g-algebie, u.m.wm.oﬁm na R, bereme §-algebru bore-

lovskych mnoZin &._ .

Déle budeme pracovat s rozhodovecim! funkcemi J', kterymi bude-
me rozumdt zobrazeni z R do 2 . Jinak Fedeno Eonbgm. é(x), 3eR,
pFedstavuje rozhodnuti (zdvér) o parametru 8, je-li X = 3.

Riziko R(6,d) pFisluiné rozhodovaci funkecl % » Je-1li skuteénd hod~

nota parametru g, definumjeme nésledovnd
R(§,8) = B(I(E,8E® = §1(8,d(x) r(z18) afx). . (3.1)

Znadeni E(.|Q) jesme pouZili, pFesto¥e v prévé uvafované situaci je m
vektor konstant. Vzorec viak budeme pouZfivat i p¥i bayesovekém p¥i-
‘stupu, kde 8 uodm..m&mam za ndhodny vektor a uoﬂmﬁ..«m nepodminéné st¥ed-
ni hodnoty by mohlo vést k rejasnostem. Riziko R(8,d) pfedstavuje

st¥edn{ ztrdtu zpisobenou volbou rozhodovaci funkce &, Je-1li skuted-
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pd hodnota parametru 8. _

V daldim se omezime jen ns& Honﬁn@%@om furkce o, pro ndZi je
R(8,8) < +» pro vi. §e®. ¥noZinu takovychto rozhodovacich funkel
oznalme A

e e ——————

Funkei R: @xb — Ry nazyvédme rizikoyou funked .
Statigtic rozhodovacim prob

. (®,8,R).

1émem budeme rozumét trojici

Necht X = AHT....HHV‘ je néhodny vybér z alternativniho rozdé-
leni s parametirem 8. Uvafujme dlohu odhadu parametru 6. mw.mu.,ﬁm ®=
- {0,1), mno¥ina & mo¥nych rozhodnuti Jje mnoZina gabommﬂmmwww\m&uﬁ )
a A\ je mnoZina odhad} parametru 6. MEiime-1i ztrdtu Jako gtverec roz-

diiu pavemetru 8 a Jeho odhadu d&(X), miZeme paét
1,(8,6(D) = (-85

e tedy pro rizikovou funkci méme |
R, (8,8) = B(( Tﬁ:m_e.

Pro dlohu testu hypotézy Hyt ge®, proti m.“_._dmuﬂma.“._.qm Hy: Be ®, =
-0-®» @ © 0,1 je 8= {4,5,4.%, kde d; = 9 platil .

Obvykle pFedpoklédéme, Ze pfi mvﬂmgma.wonwonbzﬂ je ztrdte nulovéd &
pii nesprévném rozhodnuti je ztrédte rowvna néjaké kladné konstanté a.
 pak mi¥eme pro ztrdtovou funkel psét

L,(6,44) = 0 ge®; i = 0,1 (3.2}
= & m.keu.

a pro rizikovou funkecl méme:

"
£

n
"

B) 8€@
(3.3)
dq38) g6 @,

R,(8,8) = & E(IIS(E) = 4,1;8) =2 - 2(F(Z)

Ju

(]
n
I

e B(I{S(X) = 451:8) = & - P(5(F)

xde I}A} je indikdtor mo¥iny A.
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0dtud je vid¥t, ¥e rizikovd funkce je & ndaobek pravddpodobnosti
chybného rozhodnuti a mnoZina {x;d(g)=4;} Je oblast pFijeti H; wm.us.m.._.ﬂm:
nd rozhodovaei funkei 4. :

Na mno¥ind & roszhodovecich funkei zavedeme uspoiddéni a ekviva-

lenci. Rozhodovaci funkce g, Je R-lepdi (pop¥. lepi{ vzhledem k riziko-)|

vé funkci R) neZ rozhodovaci funkce d4,, jestliZe
R(8,47) € R(8,4,) pro vi. 8@
a jestliZfe ostrd nerovnoat plati pro aspon jedno 8.

Rozhodovaci funkce gy Je R-ekvivalentni rozhodovaci funkeci n_w.
jestliZe :

R(8,d7) = R(8,d,) pro vi. Be®@.

Piirozenou optimdini rozhodovaci funkei by byla funkce e A, takovd,
Ze . |

min R(8,d) = R(8,d") pro vi. Be® .
deA

Tekovd rozhodovaci funkce existuje jen vyjimefné. Proto definujeme
optimalitu v néjakém slabdim smyslu. ‘ ‘

P¥1i bayesovekém piFistupu predpoklddédme, Ze parametr 6 je ndhodny
vektor s hustotou ¢(§) vzhledem k 6-kone&né mife A na (®/4(@)) & defi-

nu jeme egoyskou rizikovou funkci ndsledovné

o(,0) = ER(8d) = | REWY

- It

0 § ma,atz)rizia)a (x))a()ane),
® Ry BT .

dJe A, Optimdini {bayesovakd). Hosﬁonoqm.on funkce §'*(q) je definovéna

nédsledovné

Bu. u&- ﬂ ¢&.a c . .
%m.w.,.mhm uanov | Aumu.

Gislo ¢*(q) = @ap.@.su nazfvéme bayesovské riziko.

Bt e, et

e e et TR
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Del3i FeSeni miiZe poskytnout tzv. invarianéni princip.
Nech% je systém hustotf{r(z|e);8€®} invariantni viii grup¥ transfor-
maci %. tj. pro xe3dé ge % a 8e® existuje jediné ¥elieni 8% ®
takové, %e Y = g(X¥) mA hustotu r(y|g°) (X mé hustotu r(z]8)). Oznaéme

~

g° = #(8).

-~

Pak je rozummé uvaZovat ztrdtové funkce invarientni vi&i %. t]. ta-
kové ztrétové funkce L(8,d), Ze pro kaidé ge g a 1e® existuje’
a® e takové, Ze

1{8,4) = H.Awmmu‘ﬁou pre vi. Be® .

Oznadme

a® = #a).

Rozhodoveci funkeci §(gx)mzveme invariantni viZi gru

g, jestlife
pro vé. 3R, 8 g€g plati _
delx)) = 8(d(x)).

!

/
Oznadme Aq mno¥inu tekovychto rozhodovacich funkci.

Pro rizikevou funkci miZeme dokézat ndsiedujici tvrzeni:

yita 3.1. Fro rizikovou funkei R(8,d) odpovidajici invariantni ztrd-
tové funkei L {(vidi grupé m\u plati .

R(8,5) = R(&),8) pro vé. 8@, V- ge g
a vi. m..mPH. _

Dikaz. PouZijeme-li postupné invariance ztrdtové funkce, invariance

rozhodovaci funkce & invariance rozddleni m‘umm_mr 86 ®} , obdriime

R(g,d) = E(I( 8,d(X))/R =
B Q,E(5(X)))/g ) =
B2 8, Nalx)))/Q) =
E1(2(8) ,4(X))/E(8)) =
R(E8),dE)).

n

Q.E.D.
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w s . + . ~
deme rozumét rozhodovaci funkei d takovou, Ze

min @(q,d) = ¢(g,d", (3.6)
desy .

kde @ u.m definovdno (3.4) a odpovidd inveriantni ztrdtové funkci.
V Fadé vm.u..wmbn vede tento postup k tomu, ¥e rizikovd funkce R(8,d)
nezdvisi na 8 & optimdlnf bayesovskd rozhodovaci funkece 4 inveriantni -

vaéi @ splnuje

min R(8,d) = R(§,d*),
Q.WDH

& tedy nezédvisi na q.

UkdZeme 8i to na p¥ikladd. Systém hustot
(2072 exp{-1 T (x,-002); ser,
. 2 11 i i 1
odpovidajici vybéru o rozsahu n & z rozdéleni N(8,1) je invariantni
viéi poswnuti, tj. &. Je tvoiena transformacemi

mﬁwmu = nH._.ID-_o‘oouNbl‘Ovsu Qmw._o X = Audwoauvuﬁ.v..m.ﬁ.t

Z¥ejmd g(B8) = 8 - ¢, 8&R,, c¢R; & budeme uvaiovat ztrdtové funkce
L 8 vlestnosti: pro kaZdé d€® existuje d,6R takové, Fe

I(8,d4) = L(8-c,d;) pro v3. ceR,, 8@ .

Toto je nap¥iklad splnéno pro @ c R, a

L(8,d) = le-~a|?2. : (3.7)

Pak (d) = d ~ ¢ & mno¥ina A; rozhodovacich funkei invariantnich viadi
_ m‘ Je tvoPena funkcemi d{x) epliujicimi

Qmualo.....uﬁlou = %AHA..J.,HBVIQ pro vi. ceR, a xaR .
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Tedy véty 3.1 implikuje, e kuwwodm funkce nezdvisi na 6 a Jje rovna

R(8,) = R(0,8) = (2m™/? Mﬁ..m Em:m Em-wmmwﬁﬁ..&é

V dalSim se budeme zabyvat pouze bayesovekym umu”m&ﬂwm,p_..

Jiné Fedeni rozhodovaciho problému poskytuje pap¥. princip mini-

maxu, p¥i kierém za optimdlni rozhodovaci funkci budeme povaZovat roz-

hodovaci funkei &° s vlastnosti

min max R(8,J) = mex R(8,6%).
Sl 8e® fe®
A _
Podrobndj¥i informace o tomto pristupu lze nalézt napf. v 31, ﬁm..f. :

Bayesoveké rozhodovaci funkce S5* definovansd (3.5) zdviai na vol-
bd& ztrdtové funkce & volbd rozddleni perametru 8. Volbé rozddleni pa-
rametru § byla vénovéna druhd kepitola. Pokud se tySe strdtové funkce,
pudeme vychdzet z p¥edpokladu, Je je déna. Nejbdindjsi ztrdtové funkce
poufivané v flohdch odhedu a testovdni hypotéz jaou &mmm.uu. v nédsledu~
jicich dvou kapitolédch. Existuje obecnd metoda volby ztrétové funkce
na zdkladd preferenci (podrobndji viz napF. (21, Isl, CIOR

Statisticky rozhodovaci problém formulovany v predchozim paragra-
fu lze modifikovat tak,aby byly vzaly v Gvahu néklady na realizaci X.
Misto s bayesovskou rizikovoun funkei ¢(q,d) (p¥i bayesovekém pFistupu)
pak pracujeme s tzv. totdlnim rizikem

@nﬂ-azuOV = ﬂﬁﬂ-nﬂv + E Oﬁm-ﬁfw

kde c(8,%) jsou néklady spojené s realizaci X p¥i hodnoté parametru
rovné 8. Dalsi informace o tomto problému lze palézt nap¥. v Mmu.
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Méjme dv¥ ztrdtové funkce L, a L, mezi nimi¥ plati vziah
L,(8,4) = & Ly(8,4) + b

pro vé. (8,d)e @x® a ndjaké a >0, beR,. Pak bayesovské rozhodova-

ci funkce cdpovidajici H._ a Hm Jsou shodné, cof vzhledem k piedpokla-
du omezenosti ztrdtové funkce zdols, vede k tom:, Ze bez Gjmy na obec-

nosti miZfeme predpoklddat nezdpornost ztritové funkce.
Nyni si zformulujeme a dokdZeme tvrzeni o konkivitd bayesovaké—
ho rizika ¢*(q) Jjako funkce rozd3leni q paremetru 8.
Véta u 2+ Pro libovolné hustoty 495Q, Parametru m vzhledem k #-koned-
né mi¥e A a pro libovolné « € {0, 1> plati
@* (g1 +(10)q,) > g*(q,) + (1-4)¢*(q,),
za predpokladu, Ze p¥isluiné bayesovekd rizika existuji.

Dikaz, Z definice bayesoveké rizikové funkce mame :

el q+(1~)q,,8) = oA@(q,,d) + (1<) @ (q,,d)
pro v8. d'e A, nebot &n._+:..ec 4, Je op&t hustota ﬁcbubamu- k mife X a
€@ Je linedrni. funkei vzhledem ke q. Z vlagtnosti infima pak plyne

g inf €(q,,8) + (1) inf @(q,,d).

deA dea
Q.E.D.

Nyni si viimmeme bayesovské rizikové funkce mnp.m. ) definované
vztahen (3.4). MiZeme si ji toti% vyjdarit nésledovnd:

¢¢e,8) = { {({ a@=tz|mance)) . (3.8)
.@ .

Am (8,58 I an(| av 2

kde w8ix) je muomﬁou.u.oHE. hustota perametru §.
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Tedy pro bayesovskou rozhodoveci funkei & * sapovidajicl ¢(q,d) plati
(ze pFedpokladu § q(B)r(z|@)aNE # 0)
®

min

iz fMJz@amzﬁasgfi . e

u mM fmvahm. %Q:AE%%& nﬁmu.

Najdeme-1i pFi uwgma X hodnotu moamvm& takovou, %Ze

§(3)eQ Ma o _ﬁm :

. m 108,50 8l RaNE),s
&

z _
pek Jje odpovidajici funkce §° bayesovskou rozhodovaci funkci. Hodnotu

¢*(x) tedy miZeme pajit minimelizaci podminéné gtiednf hodnoty zirdto-

vé funkce vzhledem k aposteriorni hustotd 7(8]x) (polkud existuje bod
minimalizujici tuto podmin&nou stiedni hodnoim), ti. za podninky X =
x. Tento fakt je velice ufite¥ny v konkrétnich gituacich, nebot obvyk-
le stadi zndt hodnotu &* pouze v dn&m X = X, ¥ Je reallzace X.

Nehradime-11 nyni v (3.10) aposteriorni hustotu 7(8|x) hustotou

- apriorn{ q(8), dostaneme tzv. bayegovské 102
xugi, tj. k rozhodnutl pouijeme pouze jnfornace plynocuci % apriorni-

ho rozddleni.

Poviimndme si, Ze bayesovekd rozhodovaci funkce 5" je zaloZena

na informaci plynouci jak 2 M. tek z apriorniho rozddleni parameiru w..

. Pffklad 1.1 (pokradovdni ze stT. 8). Uvaiujme problém odhadu kvocien-
tu inteligence ©. Zirdétové funkei

1(8,8(X)) = (8-8(x)?

odpovida bayesovekd rizikovd funkce (viz (3.8))
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+cb

‘. .sno
@E.ﬁn MAW Am:%u:mim_uu&:m %muu?_munm:&r
moe T ...U%b\_,..hb%

kde sposteriorni hustota T(8|x) je unwmmﬂ+wmm.ﬂoommw.muv a apriorn{

hustote q(8) Je N(100,225). Najit bayesovskou rozhodovaci funkei Zna-

menf najit §*(x), které minimalizuje

o0

m (8-5¢(x))27(8]x)as.

-Ci

Jak vyplyne z idvah v nédsledujicim paragrafu

400

&¥x) = m en(slx)ae = £2x + 428,100, (3.11)
o ) .
Primym vypodtem pak dostaneme

+00

¢ Ca,6%(x)) = 69,23 { (2W.325)71/2 exp{f Lxc1ORY, |

-0

= mm' mwl
Zatimco bayesoveké rozhodnutid* bez provedeni pokusu je

&t = 100

(0, = § (852 g(e) a8 = 225 . o (3.12)

Priklad 3.1. M&jme ndhodnou veliinu X = 6 + Y, kde Y Je ndhodnd ve-

1i&ina s hustotou

]
mI
ed

£(y)

e B je nezndmy parametr, o ndmZ mifeme pFedpoklddat, ¥e md rozddleni

stejné jako Y,
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TIPS

TR

UvaZujme rozhodovaci problém (@,n,R), kde @ = {0,+w), A je rmo¥i~

na. funkei z {0, +w), do
8 = mm:_.@muﬂuum#w.

kde a; = {(i-1,1), 1 = 1,2,3, d, = {3,+9 a rizikovd funkce odpovidd

ztrdtové funkei dané ndsledujici tabulkou.

klagifikace dle vysledku méFeni

a1 95 a5 |a,

Q:__ 0 1 1 2

skutednost ds 1 0 2 2
Du 1 2 D 2

na 3 3 3 0

Aposteriorni rozdéleni © je rovnom&rné na (0,X). Ddle plati, Ze

m L(8,d)r(8]|x)a0 = MH?NWﬁﬁudﬁﬁrﬁmuwQ..:w\mﬁﬁh_w .0

+om

(RICESLICH LY

$TIXLX+I §1<x 22} + HM?M&“8Hu3+nwvutuu..3w\w

+o0p

{ LeaT(sIxIA0

-o0

T{X41} X+T{1¢Xe2} (2X-1) 411 2¢X <3} 3+18X>31 (3X-6)} /X

+ot

m (84p7(8IX)20 = X' min(3,X).

-
Tedy bayesovské rozhodnuti je ndsledujfci:

uQIHH X =2, pek je rozhodnuti QA neho @

mu
Je~11 X = 13/3 v " d, nebo np.
Je=11 X <«13/3 " " dy,
je-11 X >13/3 " " d,.
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Na zdvér tohoto paragrafu si zformulujeme vty pro piipad, Ze @
1 & obsabujf privs 2 body. Toto je pi#ipad, me kterym se nejdast&ji
getkdvéme p¥i testovéni Jednoduché nulové hypotézy proti jednoduche _
alternativni hypotézs. Predpokléde jme, e ztrdtovd w:bwom Je defingvy4s

18, ndsledovnd:

1(8,,4,)

Hnom.aiu

4 it
F o
[¥S

n

-

~

i
o

-

kde ;> 0, @ = {d,,4,}, @ = mm:mmw.‘
Ddle pFredpokldie jme, Ze

PO =8) =8, 28=8)=1-3, Le(0,1) adno..

A

Pak podle (3.4) pro bayesovskou rizikovou funkei platf

@Aw.& = a, wwhwﬂmvnam_mumv + ay( 4..62%@Tf_wnmmv. (3.13) _,M

Pravdépodobnosti P(6(Z)=d,|8=8,) a an.ﬁwunn._rm.nm% jsou podminéné pray-
d&podobnosgti chybnfech rozhodnuti. Najit bayesovskou rozhodovaci funkei |
¢* viastnd znamens najit takovou rozhodovaci funkei & y kterd minimalj-
zuje Jjistou linedrni kombinsci podmindnfch pravdSpodobnost{ chybnych

rozhodnuti., Re¥eni prodblému Je obsaZeno v négledujici vts.

d.mdw Js3s Pro libovolné £3>0 g b>0 _nwu.ubuuao rozhodovaci funkei

predpisem _
" (x) = d; Je-li a r(z]8,) > b r(z]g,)

=d, Je-li =& Hﬁm,m._uh b »{(x18,)
= libovolnd je-11i a *(x18 = b r(x|8,).

Pak pro libovolnou rozhodovacs funkei 6" : ¥+ plati
& P(EMT) = a,18=8,) + b KE* (YD) - 4,|88,) <

< a P(6(X) = 4,18=8) + v B(a(x) = a,] 8=8,).
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Dikaz. Pro libovolnou rozhodovaci funkei d plati:

a P(S(E) = 6,18=8¢) + D P(E(X) = 4,18=8,) = (3.14)
= & w r(z|8)dvy(x) + P w r(x|g,)avy (X} =
=& + m (-a r(x|8y) + D Hﬁm_mm:ocﬂhm‘v = .#

§(x)=4, : i
-8+ mw 1§8()=d,,67(x)=a,} (-8 r(xig) +? r(x18,))8,(x) g
+ FM H*%nmunf.%:nmuunmw (-e r(xl8y) + P r(x18,))av,(X)- w "

7z definice ¢ plyne

mwn 1{6(p)=a,,0 N g)=a,y (-8 rxlgy) + P r(xlg, )N D) »  (3-15) :

> wm.m%nmun& (ca r(xlg,) + b r(zl8y)) &u(® i

ww.n%mvnp._.%@nnm_, (n =(x]8,) + b T(x18))2%(®) 7 0 (3.16)

2 (3.14-3.16) snadno obdrifme tvrzeni vity.

Q.E.D.

Poznemenejme, fe pFi vedlejsi podmince P{(¢ ..n...munn._’ 8=0,) = & Je

tvrzeni véty shodné s tvrzenim Neyman-Pearsonova lemmatu.
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4. ULOHA ODHADU

4.1 0VOD

Necht X = (X;,...,X )" mé hustotu r(x|8) vzhledem k &-kone&nd
mi¥e ¥, @ = (81,+.4,8,)°c ® je parametr, # ¢ ® € B,. Nech? q(g)
Jje apriorni hustotas parametru § vzhledem k 6-konedné mi¥e A na

(®,A(@)) a 7(8|x) pPisludnd aposteriornf hustota.

Ulobu odhadu parametru § mi¥eme formulovat jako statisticky roz-

hodovac{ problém (®,a,R), kde mmoZina mo¥nfch rozhodnuti & je shodng
s mnoZinou ® . Rozhodovaci funkece 4(X) Je pak odhad parametru § a A
Je mnoZina odhadd parametru @._ Naddle budeme pouZivat termin odhad

‘misto rozhodovaci funkce. Zirdtovd funkce 1{8,d(X)) pak vyjadimje od-

liZnost odhadu 4(X) od skute&né hodnoty parametru f.

-*

4.2 BODOVY ODHAD, JEDNOROZMERNY PRIPAD

Typickymi ztrédtovymi funkcemi jsou

Ly, w(8:) = w(8) |6-a|® 6e®, ded , (4.1)
Iy i, (8:8) = ko(6-0) ©-430, 8@ ,ded, (4.2)
= k,(3-6) B -d4<0,

kde w(8) je nezdpornd m&Fitelnd funkece definovand na ® ; a,kq,k, Jsou’

kladné konstanty pevnd zvolené. Nejdastdji poulivéme w(8) £ 1, a = 1
nebo a = 2 a kg = ky = 1. Pro w(@) = 1, a = kg = ky = 1 Jsou ztrdtové
funkce totoZné. A

Ddle se budeme zabdyfvat pouze Hm_.d a H.wo.w._. Pro a = 2, w(B) = 1
budeme pouZivaet pro ztrdtovou funkei zkrdcené znadent L.
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Oznaéme

q4(8) = ﬁmvﬂﬁm:m pnmvaﬂmva%mzb pro mphm?ﬁmvmﬁe £0
® : ®
(4.3)
=0 jinak,
T,(81x) r(518) 0y(6) (4,(8) r(z\0)an(8) # 0
X)) = - X0 r
TR {r(x]8)94(8)4N(8) pro 3% £
® - (4.4)
=0 jinek,
r (%) = M_vunm_mv fnmvnvnmv FeR,. (4.5)

@mpn g)w( 8)ar(8)£0) vzhledem k A & povaiuje-
me-1i ji ze epriorni hustotu,

ﬁ_ﬁm_mvm r,(x) Je mergindlni hustota X odpovidajici pﬂnmu.

Z¥ejmé g Je hustota (pro
pek piislufnd aposteriorni hustota Jje

Hlavni vysledky o bayesovskych odhadech pro ztrdtové funkce L, o
4

a Hﬁo.f gi zformulujeme ve vétd:

vita 4.1. &) Nechl

o 2 § e2w(e)T(alx)an(e) « +
) |

pak o zirdtovou funkei Ly definovaenou (4.1) Je bayesoveky odhad
1 .

3’ _ parametru 8 dén vztahem

2,w .
% ew(8)7(6\z)an(e) .
& (B = - By(6|3=p) pro ( we)n(aix)an(e)4o
Swe) T(8lx)ans) ®@ |
® : (4.6)
= 0 jinak

pro bayesovské riziko @m‘ampv plati

%, wle) = ma?mamm_m: ’ (4.7)
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kde Ey oznafuje st¥edni hodnotu X vzhledem k hustot& (4.5) a deP
oznaduje podmin&ny rozptyl 8 4u.E.mnt k hustotd (4.4).

b) Necht

o\.maim_epaxx&.fé :..8
@ .

pek pro ztrdtovou funkel HKQL: definovanou (4.2) je bayesovsky od-

had m.wow parametru & T_ooawc?otfvl._v& kvantil aposteriorniho roz-
d&lend u.ﬁm_wvm. pro bayesovské riziko @r. F_?t plati

Qs*
. knykq(x)
kg, (3) = (gt Vﬂm ;Mo ﬁho.w (x)-)x(5]0)a(0)av, ()ane) +
2 |
+ kg Mo ﬁ?qmerhmvim_ea 8)av, (x)an(e).

Disledek 4.2. Je-1li ve vdtd 4.1 a) w(Q) = 1, pak bayesovsky odhad
mmﬁmu parametru @ je

&5(x) = B(6lx=x) (4.10)

a pro bayesovské riziko plati

(@) = wmqm.im_ﬁvm . | (4.11)
Pripomenime, Ze 100« % kvantil §,(x) rozdsleni 7(elz) je definovén
vztahem m relpane)<x , Telg)ana) > 1 - « .
@084 (xR} CRLI NI
Pozndmka 4.3. wm..qmmodmww odhad m.d_ﬁmu je podmingnd st¥edni hod-
nota @ Pii daném X = x vzhledem k hustotd T,(8lx).

Dikaz véty 4.1. a) Pro libovolnd d'en a libovolné Ze R, plati

By(8-03 (D)0} (D)-8F) = 0

2,w

e tudiz

- 52 -




(d) = B (o522 = 3 See-5txn iz lane)r (D a(s) -
¢ 1 & A (A

Rn

= Mum Wn?mm.sﬁm:m: (x|8)an(8) +

+ m A%Aﬁvumm.ﬁnmu vmﬂ_nm_mvnﬁ muw ry(x)av, (%) >
@

"

HMu m amrqm smm:mﬁ_ (xl®)ax(e) = wd?m.ﬁmm_m:.
@ b

Odtud plyne, Ze é m.ﬂnmu je bayesoveky odhad a bayesovaké riziko je
déno (4.7).

b) Nech¥ & je libovolny odhad parametru 8. Je-li J° (x)>

#
8y k, {x), pak plati

b Oo
L (8,8(x))- (8,88 L (2)) = kol ($)-6(F)) Je-1i
T ok BTy e, (00, B wo.w x)-d(x M%«V
= f??ﬁ«:-wos.%wo.fﬁ:
um...u.u. m.._.%hﬂuh 0 .nmlo.mn_.fnmv

oum.wd.w ()< 0,

coZ implikuje (pro umabo&pmmh z4pis klademe q(8) = O pro @)

400

»

§ (850 (O BEIDG DA = (4.11)

oo d(x) ‘
- kg, i, (8- wim_sﬁeie r(z|®)a(O)aNs) -

! ‘ Qmﬂno-wﬂhﬂu ‘
q._wo.w (z) ‘
N mseaeanen
52)
+ (k, %nuv + wcq.. (x)) r(x\6)q(8)axe) -




§(x)

~

- Ckgriey) § er(z]8) q(8)dn(8) +
L) & (D
kg,k, B kqky %

+ g (G0 () ws r(5|8)aC)ar(e) .

PouZijeme-1li nerowmost

&x) §(z)
{ or(z|8)al8)are) < &Mz | r(x|8)q(0)ar(e)
¥ ) &3 (x)
awc.fnm kgk, %
(4.11)

a gelteme-1i ma pravé strand integrdly s mezemi pﬁmo.wgﬁmu.mcnmvv. do-
staneme, fe jejich soudeit je nezdporny. Kromé toho z definice kvanti-
lu plyne, Ze .

e.»ﬁ@.ﬁ.-mu.mv 4ot .
m r(gl6)a(@)anie) > w iieﬁmvnxmv.ﬂmmm .

co¥ ddle zajisfuje, Ze soulet zbylych &lend na pravé strand (4.11)

je nezdporny. omﬁmn jiZ plyne nadie tvrzeni pro %nmuw.%mo.wdﬁmv. vV pPi-
pedd platnosti opatné nerovnosti postupujeme mnalogicky. Tedy

100 kg(kgtk,)"'% kvantil aposteriorniho rozdsleni perametru 8 je

bayesoveky odhad pro ch.w. a bayesovské riziko je rovmo

Job

n..v& hD..W._nn.v ) mMu:ma ﬁNO.WamO-QWU.WgnMu uﬂnmﬂwupﬁmvm.tu.AMVﬁvnmu =
Q,.mc.w%mu .
= ﬁwo._.w\tm w :ﬂ . (X)-8)x(z|0)q(B)dr (x)AX(Q)
WHwta O- ._
+ kg m m (-4 nm:iﬁ.ovﬁ8%&&&&8.
ﬁu-a o™ ‘
Q.E.D.

2 dlisledku 4.2 a pozndmky 4.3 plyne, Ze bayesovsky odhad %m.um
podminénéd stfedni hodnoia parametru & p¥i aposteriornd Wﬂueo*mqnm#mv.
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Tedy pro aposteriorni hustotly 7(8|5) uvedené v kapitole 2 smadno

spoSteme odhady {, a. atadi _um.u.mu.w v Apendixu Um.m.m“_.nman..u gt¥edni hod-
notu. Za zminku stoji, Ze pro 1imitni aposteriorni hustoty uvedensé
v 2.3 se 4%&&5 bayesovakych odhadl parameiru 8 ghoduje s odhady

bé#n¥ pouZivanymi v Klagické statistice.

ppikled 1.1 (pokradovéni ze str.8,45 . Vyjddfeni {3.11) pro bayesov-
gky odhad %m prisludny ztrdtové funkei I, plyne z (4.6). Tento od-

had je totofny s bvayesovskym odhadem ﬁ..._ odpovidajicim ztrdtové
funkeci H..:l_. 741e¥{-1i ném na podchyceni d%ti podprimirnych nebo
nadprimérnfch, miZeme volit misto uﬂumaodm_wgwoo L, funkei

8,8 = (8-9% exp L (e-1000? ,

kde r> 225. Podle (4.3) & (4.4) vomgvbm dostaneme, Ze hustota
4,(8) Je (100, (zg - )7) & hustota T, (8lx) Je

m.ﬂnﬂu =

s bayesovské riziko Jje

225.100.r

* J(q) =
§2,w 1 100(r-225)+225r '

rde w(8) = expi(8-100)2/2r}. Porovadme-1i tento vayesoveky odhad
. 8 odhadem ziskanym pFi Ly, zjistime, Ze p¥i x <100 Je

&r _(x)< %Mnﬂu

2,w
a pFi x >100 plati opafné nerovnost. Tedy p¥i 0, pro x <100
]
8 gpise podhodnotime a pro £ > 100 spiZe nadhodnotime ve grovnéni

g pouZlitim odhadu %m
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Pfikled 4.1. Chceme odhadnout pravddpodobnost 8 vyskytu uréitého
znaku u populace jedincl. Nechl XqsreorXy je néhodny vybdr z této

populace, kde
I;=1 u i-tého vybraného jedince zjiftén znak

= 0 jinak,

H.. = Auootuu.t Hm& MAH “du = m a wﬂM "OV = ._ - m-
i i

Pfedpoklédejme, ¥e 6 md beta rozddleni (x,3), «>0, £>0a
poZadujeme co nejlepsSi odhad pro 8 v okoli O a 1. Zvolime-1i

| 1) 2
Ke,dx) = SR,

pak pri téZe hodnotd ﬁmuﬁa:m Je ztréta pro 8 v okoli 0 a 1 mmohen
vE&t3i ne¥ nap¥. pF¥i @ v okoli 1/2. Podle (4.6) je pek bayesovaky od-
had d4n vzorcem

Aeﬁ._‘MN..,_. +blu...Nlm
m g 11 b 1M %,

(1-8)
m.uan = I%.’ == —— =
M R 2..3? wunwnw ae

0
B(« +m H».?+H|M“__.Nu.| 1)
B« +Hu. x-1 p+n MHH.. 1)

- q

&+M».H“_.|u

B &...m....b...m ’

neni=1i 0<£A<£1 m.H = 0 nebo 0<£ 351 m.u.l n wan znamens
e - %y A e Sl !
X:o
u.vu”,_ i
Je-11 04 (441 mm x, = 0, pak

dXx) = 0.

Je-1i 0<p <l pMH x; = n, pak d'* neni definovéno vztahem (4.6), ale

miZeme ho dodefinovat pomoci Aimitys

glto=1e 4 _gy>-2
P(x) = 1in MP (1-8)° as

a1 _ w” oaI.BIN.A ._lmv\...lmﬂm

- 56 - .



¢ (q)

S, Bk +x, Atn-X)
uwmo (2) Ba-1,p=1)(x +f+0-2)

kde jeme pousili faktu, Ze margindlni hustota r, (x) ndhodného vektoru

X je podle (4.5) rovna

r(x) =

n . _
x oznaduje ) x; (Jde o hustoiu vzhledem k S{taci mi¥e).
i=1 :

PHi klasickém pifistupu Je X = WM. X4 eficientnim odhadem.

L

Priklad 4.2. Elektronické mocm%m.«wq jeou zkoudeny za tdelem odhadu

jvotnosti. Predpoklddejme, Ze doby ¥ivotnosti jednotlivych
2 exponencidlniho rozdéleni
fuji predpoklédat, Ze 6 mé
>0 dané hustotoun

-gt¥edni £
souddstek pFedstavuji vybsér X4, evesXy
s paremetrem 1/8. Piedchozi mé¥eni umoZ
inverzni gama rozddleni s Fhametry f Ay, o >0,
‘ . 1
(rea)y~le" e O 60
=0 8« 0.

qf mmo:\wV

Aposteriorni hustote perametru 8 Je
T(8]x) = (Matn)) ™ (1/p+ wnt%sma-iEw.ﬁwmﬂm:m 8>0

=0 mm«ou

. ‘ n -
tj. inverzni gama rozdéleni s parametry i 1.x;) a.a.ﬁv. Pii kva-
Frymd ‘

dratické ztrédtové funkcl H_m.s. sw=1dané (4.1) Je bayesovaky odhad
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dén +o0
Mx) = m er(Bl5)48 =

ol+n=-1

a pro bayesovské riziko plati pro «>2, (3>0

ft

¢la) = Eyvar(eiz) ﬁw +M x)2 +n- 12 (k +n- Nv

kde jsme pouzili faktu, Ze margindlni hustote X je (viz (1.7)) rovna

KCE ro X, » 0, L = tyeeny
_.._nonvawﬂm ._\\w”w_.w.._.uor+ﬂ p NH s ‘ ’ n

a8 rovna nule jinek.

Piiklad 1.2 (pokrafovdni ze str. 8 ). P¥edpoklddejme, Ze dva fyzikové

vy jéddPi svou pfedstava o gledované fyzikdilni konstanté 6 nésledovné.
ZkuSensjsi z nich $ik4, Ze mo¥né hodnoty B maji rozddleni N(900,400).
zatimco drub§ z nich (ménd zkudeny) Fikd, Ze mo¥né hodnoty 8 maji roz-
d¥leni N(800,6400) (v&tsi rozptyl odrd#i mendi zkudenost). Predpokld-
dejme, Ze vysledek X = X p¥islusného .uo.wdmz mé rozdsleni N(8,1600).
Pak eposteriorni rozddleni pfi pouZiti apriorni informace. zkuBendjiiho
fyzika ...ww

N(E£2890, 320)

& pPi poufiti apriorni informace fyzika méng zkudeného Je

.q.m vidét, Ze u méné zkuSeného fzika dodlo k vyraznému sniZeni rozpty-
lu ve grovnéani s fyzikem zkuSenym.

- P¥i ztrétové funkcl L, dostaneme odbhad 8 rowny (x+3600)/5 u zku-
Zeného fyzike a (4.x+800)/5 u ménd zkuSeného. Tedy odhady Jjsou riizné.

Obecnd p¥i n pokusech bude apogteriorni rozddleni p#i pouZiti infor-
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mace zkuBendjitho fyzika

”Z.Aun:_. 600/n ._mOOV
qu.b ' n+ 4
a méné zlkudeného fyzika

Z+800/n 6400
zanHMMAHI. NWqu.

kde ¥ je aritmeticky primér visledkl pokusti. Tedy p¥i provedeni vice
pokusi bude vliv apriorni informace ryhle klesat, coZ je v souhlase

g vétou 2.1.

Vedle dvou uvedenych typl odhadll se pouZivd jesté bayesovsky .

A

meximdind vérchodného typu, wﬂmﬁw je definovén ndsledovné:

(x10)g(8) = r{x16,)a(8p),
max r(x18)q r(x18,)a( by

pokud meximum existuje. Neékdy se +&% mluvi o zobecnéném maximdiné vé-~
rohodném odhadu, nebol p¥i q{8) konstentnim dostaneme obydejny maxi-

mélné 4mH0ﬂbQU% odhed. Poznamenejme, Ze zobecndny maximdlné vérohodny
odhad nemusi odpovidat Zd4dné ztrdtové funkei. Tafo metoda se d4 pouZit

i ve vicerozmdrném piipadé.

Pi#iklad 4.2 (pokradovéni ze str. 57). Bayesovaky meximdlnd v&rchodny

odhad 8 maximalizuje funkci
wol =)}
8 n-1 muﬂ%_*.l n.w +M|M HHV\mw
pro 8>0, vypoltem dostmeme
mz _ md +m X4

-~

£3. By

L
=
-

Nyni si uvedeme 2 piiklady na odhed paremetru, jestlife apriorni
rozdéleni bylo ziskéno empirickou bayesovskou meiodou, kterd byle vy-

loZena v § 2.4.
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Priklad 4.3. zgw«ﬂ,_.....xd jsou negdvislé ndhodné veliéiny, X, mé
rozdd&leni N( m.qu. kde m.o >0 je znamé. Nechi ¥ .....Hz jsou nezdavis-
1é néhodné velidiny, které predstavuji vysledky 2z minulosti, ¥, ma ji

rozd&leni N( mn.mmv y kde B8_ 1 qm >0 jsou nezndmé.

q
Uvafujme Ulohu odhedu perametru 8 pFi ztrétové funkoi L, dané

(4.1).

Todle (2.39) a (2.41) za odhady mn a %M parametri mn reap. o..m
vezmeme
5 a%-d 1
S e
m.m = m.m - qm je-11 m.m va.w i
=0 - jinak, ﬁ
A \ :
xde &2 je dno (2.40). Odhad 8 parametru 8 jJe pak podle (2.9) & véty g
. %
4.1.8) 4
, 0°n%+65 Y ._,
== 2°
nes + o
q 0
pridemz 6 =Y je-1i §2 ¢ qw
Je~li bmﬂ_...o n =1, pak
8=-x, + ﬁuﬁvqmo\m_m je-11 62> 63
= m | . . MEO
'P¥iklad 4.4. Necht X mé Poissonovo rozdleni s parametrem A, Necht
Mg..... N predstavuji qmwmg z minulosti a Jjasou to nezévislé nédhod-

né veliéiny, ,mu. mé4 Poissonovo rozddleni s umk.m.aaau.mﬂ LY A ....vz Jsou

nezévislé néhodné veliliny, wu_. mé rozddleni gama -(%,B), «>0, p>0.

Pro nepedminénou stiedni hodnotu a nepodmin&ny rozptyl ndhodné veli¥i-
ny ¥, plati .
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var ¥; = E}; + mswumum . +..mwn umnmmpu

A

je-11 §2-¥ >0

> \a.m. >l
4 = ._.Q'.Nl.d ?l

kde 8° je déno (2.40).0dhad » pri _nqm&...nmﬁmw& ztrétové funkeci L, dané

(4.1) Je pak

»

QS S AL 32.% 5 0.

1 + o
Vv piipadé 82.F <0 neni tento odbed vhodny. MiZeme viak postupovat Jji-
nym zplisobem. PFi ztrétové funkei L, je obécné vyjéd¥eni (p¥i libovol=-
né apriorni nustotd q(h) vzhledem k Lebesgueové mife) pro odhad A né-

gledujici o0
ar(x|2)a(A)dh

R = wo _ =+ mu.mﬂ...:
A= - rix '

r{x)

atad{ tedy odhadnout r{x) a rix+1), nap?.

podet ¥, = X
£(x) = =
N

~

e dosazenim do A dostaneme novy odhad

= A
\ n.hH+._mMmH+5 )

ktery je velmi jednoduchy, ale znadnd nestabilni p¥i meniich N.

4.3 BODOVY ODHAD; v1CEROZMERNY PRIPAD

Ve vicerozmérném p¥ipadé ne jéaatéji pouZivéme ztrdtovou fumkei
H._bh 8,4(x)) = (e-8) "Ale-9),

kde 4 Jje symetrickd pozitivnd gemidefinitni matice typu knk & ag) =

—

= ﬁ%._ﬁwu.....%wﬂm:. je odhad parameiru 8 = ﬁm._,....owuf Za predpo-
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e

kladu, Ze prvky variendni matice var{X|8} jsou konedné, splnuje baye-

sovaky odhad m.,mnmv parametru 0 nédsledujici vztah
(3 (z)-E(81X=3)) "a(g, (x)-E(8IZ=3)) = 0 {4.13)
a bayesovaké riziko je rovno

¢i(a) = Bitria var(elz)} . § r(x|e)a(@axe)l. ta
@ . .

0 sprdwnosti se piesvédéime vipodtem. Pro libovolny odbed d(x) dosta-

neme s

(8-673)) A 8-4(5) (51 )a(Q)an( @) =

{(8-6,(%)) "M 8-g7(3)) +2(}(x)-5(x)) "A(8-8,(5)) +

@ D

+ A&Mﬁmulﬁm:\»nm‘wﬁmvlﬁm:w r(x!8)q(8)ar(g) =

N

tris var{e|I=3}} + m r{xi@q(@ane) .
@ i

o ($L()-4E)) AU~ E(x)) » tris variglZ=x}i.

Je-~li matice A reguldrni, pak plati

8,(x) = B(8|3=3). {4.15)

Je~1i matice A singuldrni, pek existuje PeSeni vice.

o~

Matici A volime singulédrni pokud nds mgjimaji odhady jen nikte-
r¥ch aloZek parametru @ = nm._.....mwu\ nebo jeJich linedrnich kombi-

naci.

Nechi X yee0yX, Jmou nezdvielé néhodné velidiny s N(u 52), kde
ko g2 Jsou neznémé parametry s apriornim rozdélenim:podmininé aprior-
ni rozdéleni i pFi daném 62 Je mRm..Hldo.mg & marginilni apriorni roz-
d8leni 62 je game rozddleni noynv. PPi strdtové funkei

- 62 =

A R



L 072 6(x) , Fp(3)) = (Qu-dy(p2ate™2- 850302,

tj. v (4.12) wu.m.wmsm A = I, a podle (4.15) a (2.15) Je bayesovsky od-

2= 22
had j roven
n
ra + HM
i=1 . A%.dmv
I +n
s podle (4.15), (2.16~2.17) a (A4.10) jJe bvayesovsky odhed 62 roven
d + n/2
n 2°*
12 ro(X-a
ot\muwwﬁwuﬁ —

Tedy klademe-1i r = 0, ¢ = O, 4 = =1/2, dostévéme bEiny odhad u a. 62

ufiveny v klagické statistice. Zobecndny maximdlng vErohodny odhad
je shodny s (4.16) a zobecnény maximidlné vérochodny odhad 52 je

ﬂ+mkm|._

n F_a12
Gt\mﬁﬁﬁﬂmig e
1=

Prikiad 4.5. Necht X = (Xq,-.. .va.., mé multinomické rozddleni s para-
metry. (m,8), kde m Je znémé a € not_,....mwv Em Dirichletovo rozdé-

leni & parametry o = A&._.....awu . Oznadéme Ly = M. ol e Ukolem je na-

. i=1
jit beyesoveky odhad parameiru 8 a wmu«mmodmwm riziko ©*(q) p¥i ztrdto-
vé funkei

k

-5

wn.o i(x) = ﬁﬁﬁmu.....ﬁwnmvuﬁ Aposteriorni rozdéleni parametru § je
Dirichletovo fdﬁi....awﬁnﬁu_. Déle plati

¢(a,®) m;a ﬁﬁ:fﬁmxmw@ r(xy|alz)az)  (4:17)

dx, .. ax,,

[}
AR

E{B((8;-¢; (X)) 21},
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k
wﬁpm @" ”mnﬂm._ooc..-OHhu\m Ommu-h.—- H“Q-.-Uu#ﬂ Hm.._mu-

il
-

s
.

Vzhledem k (4.16) bude minima domaZeno pro

$(E) = (8](R) 000,83 (2

dy + Xy
&o+B ’

Fi(x) = B8 |x) =

kde jsme pouZili faktu, Ze aposteriorni margindlni rozdéleni 6; je
beta rozdéleni s parametry {(« e xo+a..m“_.|Hu.v. O0dtud zdroven w“_.uﬂo.‘
Ze
B((8;-03(X)2|E=x) = B(C8;-B(ey{Z=5))?I3=x) =  (4.19)
_ (£ g +x4 ) (ot g4 o ~%; )

Aaoﬁvm? __u+a+3
K nalezeni bayesovského rizika stadi tedy urdit

Nepodmin&né sdruZené Houhmumﬁ_‘. AMT....HWV (viz (1.7)) mé tvar

m Q.m .e .p =
i B 18y ... 28

M letg)
-mddr;_q e a ﬂlﬁ%”v *

a tudi¥ margindlni rozd$leni X; Je

@iy ¢ 51 ) Cogrogmt )
m :

k
Pro x; = Oyeee,n, anl._ xy =m

g odtud ddle obdriime

G« 430 ) (bl <K, ) = Ay (ol iy ) (KoHIHD Gl gim)
31X} (kg ~Xy i .oap T T
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coZ spolu B (4.17), (4.18) implikuje

X
2 3 .2
og = =1%4

Q) = Trgmegr <o

4.4

Kromd bodového odhadu se pri xlagickém p¥istupn k iloze odhadu
setkévéme 8 problémem najit wowﬁ.nmbmﬁw mmo¥%inu pro persmeir 8. Pres-
néji Fedeno najit borelovskou moZinu uaguh@ kterd s predepsanou

] uu.m.dnmﬁomowwomﬁ 1=ot uo%% gkuteénou wo@ﬁog parametru 8, ti. plati

pro ni
mam,mu%am:wv =1 -« pro vi. §6@ (4.19)

PFi bayesovakém pFistupu xonfidenénim mnoZindm odpovidaji tzv.
(credible region ¥ anglidtind) para-

metru Qe 100(1-0% yérchodnostni moZina parametxu. g je definovand “
jako 1ibovolnd mnoZina G () ® takovd, Ze

HosoDID = § Telp ax9 e (420
_ | c (%)

1-at bmuu&mam vérohodnost. NEkdy %unumamvompmgm Hoa.bomﬁu.mu.o?
nosti ». ProtoZe r(8lx) Je nustota na @, mi¥eme mluvit o wumdﬁmgl

dobnostl, Ze § ndleZi do Cy (%) Na rozdil od w.._.mmu.ow%o piistupu, xdy
konfidendni mnoZinu D () ize interpretovat jen ¥ terminech pravdépo-

dobnosti pokryti. Jak uvidime na pPikladech ¥ Yadeé uuuvm.e.w Jsou Bpomwu
ny (X)) a D(X) totoZné.

ysrohodnosini mnoZina Cx{X) peni obvykle piedpisem (4.20) jedno-

znadnd urdena. spaiime se nalit moZinu ahnmv takovou, Ze
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Ci(Z) = 18 @; T(8IX)> k], (4.21)
kde k, Je nejvétsi konstanta takovd, Ze

m 7(R1X)aMB) = 1 -« (pop¥. > 1 -x). (4.22)
Co(X)
Najit QMAMU Je mnohdy znalng obtiiné. Poznemenejme, Ze QMAMV Je %éro-

hodnostni mnoZina spliujici (4.21) & navic

m ar(e) ¢ w d»(8) pro vi. G (X). (4.23)
Cx(X) G (X)

Je-11i @ Jednorozmérny parametr, hleddme obvykle vérohodnou mnoZinu

ve tvaru intervalu a mluvime o 100(1~

Nechl Xyseee, K Je ndhodny vybdr =z znt.mmv, kde p a §2>0 Jjeou
neznémé parametry s apriornim rozddlenim normdlnim-gama s paremetry
{a,r,c,d), aeR,, r>0, ¢>0, 24 je p¥irozené &islo. Tedy podle str.

22 Je margindlni aposteriocrni rozddleni nédhodné 4owu.mg fl_.-u
(a"r/c*)'/2, kae p*, o*, & jsou adny, (2.15), (2.16) resp. (2.17),
Jje t-rozd&leni o 24* gtupnich volnosti. 2 vlastnosti t-rozdéleni ply-
ne, Ze interval _

(-t ﬁ_mwcxoéi-{\m. pret o (a*Xe'(atn™H1?),
t-gf2 1-a/2

(4.24)
kde ddia\mﬂm ) Je 100(1-4/2)% kvantil t-rozdsleni o 4 stupnich vol-
nosti, je 100(1-A)% vérohodnostni interval a je nejkrat8i,tj. mé
vlastnost (4.23).
Margindlni aposteriorni 62 Je gama rogdSleni s parametry (c*,df),
kde c* je dédno aw.amv a nm = d + n/2. Toto rozddleni Je jednovrcho-

lové 5 maximem v bodd

ale neni symetrické kolem tohoto bodu. TudiZ zkonstruovet vérohod-
nostai interval je numericky velmi obti¥né a tak vdtdinou bereme
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nésledujici interval ze 100({ 1-&)% vérohodnostni pro o 2.

nmif\m:o-.@tv. B (1-a/2;0%,d%)) (4.25)

xde H(y;e*,d*) a m..._n«mo«.nnu jsou dimtribudni resp. kvantilovd funkce
game rozddleni (c¢*, a).

Neni-1i o rozddleni {. ..mV pic zndmo, mOiZeme na zdkladd metod vyloZe-
nyoh v 2.3 volit za apriorni hustotu ¢* danou {2.37). V tomto piipadd
z1gkédvéme virohodnostni intervaly pro u & mnm poloiime-1i v (4.24)
resp. v (4.25) ¢t = & &, @' = (n-1)/2, kde s2 je ddno (2.38), 3.
100(¢ 1+ )% vérohodnostni interval pro l mé tver

(X - ty_yofo-1)8,Am, X + ty_yyp(m-1)8,AB)
a 100(1-0)% virohodnostni interval pro +m maA tver
(2= A2 ypm-1), SELa=1VF]_oyalo=1)),

kde %mnu..: je 100 % kvantil %mlu.ounmwmﬁu.. o (n-1) stupnich volnosti.
Obs ..Q.mo virophodnostni intervaly Jsou ghodné s odpovidajicimi
100(1-)% intervaly spolehlivosti. .

tr.8,45
Priklad 1.1 Qowumagﬁww Cheeme-1i najit 95% virohodny interval pro

kvocient ub._“mﬁ.mmﬁom 8, vyjdeme z apoateriorniho rozddleni
§(398.100+388. x5 69,23). Vehleden k toms, ¥e jde o jednovrcholové
Hoaﬁou.ouh_. 8 maximem v bodd w.m.m.._oo 22 .X3 bude wm& vérohodny interval

g vlastnosti (4.23), tJ. nejkratsi interval, mit umm“_.mpﬂumou.. tvar
. 07 A

. : p 0,9%3
nmm.m.doo + wm.w.n - 16,3; w.mm.éc + 828+ 16,3).

Klasick§ 95% interval spolehlivosti mé tver

(x-19,6, x+19,6).

Tedy bayesovsky interval je kratsi.
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Priklad 4.4. PFi kontrole jakosti vyrobkd bylo nshodnd vybrdno a
wwoswwopoqmﬁo n vyrobkil. PPedpokldddme, Ze podil vadnych € v zdklag-
nim mondowr méd beta rozd&leni (a,b), 2 >0, b> 0. Chceme nalézt
100(1-K)% vérohodnostni interval. Apesteriorni rozd&leni 8 je beta
rozd&leni s parametry (a+x,b+n-x), kde x je podet vadnych vyirobkd

ve vybdru. .

Zkonstruovat nejkratsi vérohodnostni interval s piedepsanou vérohod-
nogti je obtiZné z dfivedl stejnfch umwo 672, 7a 100{1-«)% w&rohodnogt
ni interval lze vzit interval (G~ '(F; a+x, bin-x), mléﬁdlmm a+x,
b+n-x)), kde mtAA%m at+x, b+n-x) je kvantilovd funkce beta rozd&leni
g parametry (a+x, b+n-x).

Pfi a = 1, x = O bereme vidak mﬂmmm interval (0,1~ mﬂﬂv misto
Su.fua\m%fsu-é. TT\BSEUL? Je-1f & = 0, b = 10, n = 10,

x =0,d4 = 0,05, pak je vérohodnostni interval (0; 0, 1391).

P¥iklad 4.5. Podet poZdrl ve m&sté za tyden se $id{ Poissonovym
rozdélenim s parametrem 8. O hodnot& & nejsou dostupné ¥4dné infor-

mace a tak za apriorni hustotu zvolime

q(e) /8 8> 0

= O 8 mol

Jgou-1i Xy,...,X  (&aspoh Jedno X; je rizné od 0) polty poidrd v Jed-
uo«HH4%au ﬁwnbmow. pak apogteriorni rozd&leni je gama s parametry

ns.HMJN ) (je o limitn{ aposteriorni rozddleni). Ukolem je zkonstruo-

vat 100( 1-«)% intervael vérohodnosti wwo.umwmsmﬁw 8. Za 100(1-X)% vi&ro-"
.hodnostni interval obvykle bereme

(8 /2,0,0x,), BN 1w/2,n,)05,),
i i
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et kit

kde m.;nﬁo.av je kvantilovéd funkce gams rozddleni s parametry (c,d).

Je-11 M.Hu.r = 1, pak za 100{1-e}% vérohodnostni interval bereme

1
no.mldh,_wa"b.._uu. co% p¥i n = 4, o= 0,05 d4v4 veérohodnostni interval

(0;0,7489).
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5e rgpsTOoOVANT HYPOTEZ

5.1 UVOD

Nech¥ ndhodny vektor X = ANA.....MHV\ mé hustotu r(x|g) vzhledem
k 6-konedné mi¥e v, kde 8 je perasmeir néle¥ejici do neprézdné bore-
loveké mnoZiny @ C Ry Parametr @ méd apriorni hustotu q(@) vzhledem

k 6-konedné mi¥e A.

Ulchu testovat hypotézu Hny: 8 «®; proti Hy: 8e @ - ®y= @,
@ Jjaou neprézdné borelovaké uogomg G, lze formulovat jako sta-

tigsticky§ rozhodovaci problém (®,A,R), kde A je mnoZina rozhodovecich
funkei, které nebfvaji pouze dvou hodnot dn,44, kde 44 oznaduje rozhod-
nuti, #e plati hypotéza Hy (pop¥. p¥ijmout hypotézu mu.u. i= 0,1
Podobnd ulohu diskriminace mezi hypotézemi H;: Q€ @, 1= 1,...
veesQy ®4 geee .® jsou neprézdné pwmucbw.wbu\. boreloveké podmnoZiny ®,
C ®, =®, Ewwoao formulovat jako statisticky rozhodovaci problém
Q@D R), kde A je mnoZina rozhodovacich funkei, které nabyvaji pouze
hodnot P_....-nw_. kde dy oznsduje rozhodnuti, Ze plati hypotéza H,,

u.r = »—-uc-ch

e T e T o

5.2 ZTRATOVE FUNKCE POUZIV

T TR B WL e

Uvedeme si ndkteré nejlastéji poufivané typy ztrdtovych funkedi
pro Glohu testu hypotézy Hy proti Hy (pro dlohu diskriminace se po-

uzivaji obdobné). Typ velice Xagto souvisi s tvarem hypotéz.

Obecnd volime ztrdtovou &.Ewo“_. L s vlastnosimi

1(Q,4;) = 0O B e@, i=01
1(g,4y) 20 8 €@ .
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Jaou-1i obé nypotézy ummboncou.m. volime ztrédtovou funkci

H.n@u...ﬂu.u = 0 i = 0,1
L(8gprdq). = B
1(8,,4g) = 80

kde a4 > 0, @ = 9 i = 0,1 L v8ty 3.3 pak plyne, %a se rozhodneme

pro platnost hypotézy Hps jestliZe
m.._w.im#mov > agli-t) r(£18y)» (5.1)

pro pleinost hypotézy Eq» jestliZe pleti nerovnost opednd a v p¥ipa~

dé rovnosti se miiFeme rozhodnout 1ibovolnd.

Vv obecném pFipadd pouzivéme yétdinou jeden ze dvou pésleduji-

ciech typl ztrdtovych funkedls

_,, 1,(8,8;) = O ge ®;y (5.2)
= 84 8 ¢@; i= 0,1
| L,,(8,84) =0 e @y (5.3)

Ky a(e,®;) 8¢®@; 1 =041

kxde a( m.@wu je vzddlenost (obvykle Bukleidova) 6 od mo¥iny ©;,

a; %0 K; 2 0, i = 0,1. Zatimeco ztrdtovd funkce I zdvisi pouze D&
tom, zda B nileZi do @m‘ﬁodo @e. stratové funkce Ly nabyva tim

. _y%i&i hodnoty, &im Je glutednd hodnota € veddlendji1 od hypotézy,

pro kterou Jjame se rozhodli.

Nyni se budeme zabyvat vleatnostmi téchio gtrdtovych fupkei.

Pro rizikovou funkci opvoi@muu\.om 1, platd

R, (8,9) = &g P(E(X)=ay/ ©) ge®,

a, HS(E)=2,/9 [N

a odtud ddle obdrzime pro bayesgovskou rizikovou fumkel

]
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@s.b."po w_ KD/ DADING +  (5.4)

+ 8, § E(X)=4,/8)q(8)ANE).
@,

Pravddpodobnosti H6(X)=d;/§) vﬂo_MmmnuH. i = 0,1 jsou vlagtns Pravai-
podobnosti chybnych rozhodnuti.

‘Pro libovolnou rozhodovaci funkeci d° plati

B(S(X)=dp/8) + P(S(F)=d,/Q) = 1 pro vE. 8a® (5.5)
§ 1,06, a)(815)ar(8) = agX ge @, /5=p) (5.7)
& | .

§ 1,08,a)7(81)aN) = &, ge@/x-5) (5.8)
®

Vzhledem k (3.10) se rozhodneme pro d,, Jestlife

V pfipadé platnosti opadné nerovnosti se rozhodneme pro d,, p¥i rov-

nosti se miZeme rozhodnout pro dy nebo d,. Tudi¥ bayeeovskd rozhodo-
vaci funkce ¢” je vymezend ndsledovnd:

: a
d*"(5) = a5 pro mﬂmme_\m&uhmﬁr (5.10)
m.._ |
=dy  pro P(Q€®,/Z=x)> agra;
‘ o
= libovolnd pro K(Qe®,/I=x) = poL: .

8isly 80s24 p¥ipisujeme hypotézdm HpsH, véhy, které mohou odrdfet
zdvaZnost té které hypotézy.

Piiklad 5.1. Doba Sekéni na autobus na urdité zagtdvce v urditon

denni dobu md roviomdrné rozddleni (0,8). Chceme testovat hypotézu
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Hygt g<«d, kde 4 je déno, proti alternetivé Hyt mVﬁ.Nmmw.«c.m.omuw
jinyech tratich plyne, Ze @ mifeme povaiovat za .Um.,sogos velidinu
g Paretovym rozdélenim mm..ch.

Jeou-1i zji#téné Sekaci ao.ru« HA...JNd. je m.vom«muu..oubu‘. rozd &~

leni perametru 8 opdét Paretovo 8 perametry (a+l, BmNan.M.—.....Hv:.

Tedy plati
p(e<alF=x) = § (1+a)(max kumﬁ_ g2 1{6r max x;}a8 = {(5.11)
‘ 0 Oeien 0zign
= 1 - (max Hw\numi pro 4>uwex Xy,
Dzian Ocien
=0 pro d4max Xy,
- O&isn
P(8 > dlX=F) = (max Nw\ovmi pro d> mAX  Xi, (5.12)
Dgien . Osien
=1 | pro d 4max Xy,
Deign
.W wnm M “ ﬁN;—oo-owHHHV-. ",
PFi ztrdtové funkel
1(8,dy) = 0 pro 844
. =K pro 6> 4
1(8,a,) = 0 pro 8>d
=K pro 8=d

kde d; oznaduje rozhodnuti, ¥e plati hypotéza Hy, i = 0,13 K>0, Je
bayesovekd rozhodovaci funkee & * L gsledujici (viz (5.9))3 |

3" (z)

d, pro P(84alZ=x) < P(6> alx=x) - _,

it

dq pro B(08<dlX-3z) > K87~ a)%=x)

1ibovolnd pro B(8<alX=x)=P(8 >a\E=x)-

Yzhledem k (5.11) & (5.12) se rozhodneme Pro dqs jestlife

dsmax Xy nebo drmax Xy a {max Nw?vwﬁ_i\m.
O¢ien O<lsn Os«ign
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MAme-1i nap¥. 4 = 15, X5 = 5, & = 3, X, = 10, X, = 3, x5 = 2,
N#"m- Hm" ._&.w Hupuh

(max  x |0 = (1811994 > 3 .
Ogic5

Rozhodneme se tedy pro d4.

Ztrédtovd funkce Ly, dand (5.3) je uZivéna p¥edeviim, je-li jedna
g hypotéz jednoduché a @ je otevieny k-rozm¥rny interval (xonedny ne~-
bo nekonedny). PouZivéme ji té% v p¥ipadd, Ze @ Je Jjednorozmérny pa-
remetr a médme-li hypotézy Hyt 8< 8y, Hy: 87 8, nebo Je-1i @ =
= nm‘_.....mwu\ k rozmérny perametr a méme-11 hypotézu nap¥. Hg,t

Je~1i 8 jednorozmdrny parametr, (W otevieny intervel, 8,6 @ ,
Hy: 848, Hy: 8>8y a je-1i ztrdtovd funkce L,, ddna pFedpisem

Lye(8,d5) = 0 8<8g (5.13)
L,,(8,d4y) = 8, -~ 8 846

pak bayesovskd rozhodovaci funkce je rovna dg, jestliZe

B(8(X=x) < 8§, (5.14)

a Je d,, jestliZe plati nerovnost > .
PFegviddime se, Ze tato rozhodovaci funkce jJe bayesovskd. Podle (3.10)

stadi spofitat pro libovolnou rozhodovaci funkei d uomamﬂm.non gtiedni
hodnotu ztrdtové funkce: .

+00 .

% A?mcvqhmﬂmunimv pro 8(3)
mo .

8o

\ (orerncelparce) pro stm

- o0

"

B3, , (8, 0T%)) |2=5)

dg

1
=7

J.

Podle (3.10) se rozhodneme pro dg, jeatlige
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Vo

TR R

%]
ye0 0
w ﬁmumouqnm_muayﬁva. w ﬁmonquﬁm~mupynmu.
a8 —ol)
8]
coZ Je ekvivalentni

o0 Sob :
selzep) = § 6 (elp)an(®) L 8y § (GRS = &
Pro bayesovské riziko postupné dosteneme:
) +0O
(@) = (§ 1,, (8, 8p)=xIOADND -
wrb -
oo
- ¢ § (a-8)r(xl@)a(OaN D (E)
.wﬁmmﬁ waﬂu.mu £ mo.m mmD
0
- (§ (8-8)x(x|8)a(8)aN 8N (R =
{x;ECO1X=2) 8¢ ~*° 8
= w (E(8)Z=x)-6)r (X)L (X) - § (e-8p)a(8)an(e).
fx; ECO1X~5)2 8, -

Priklad 5.1 ( pokradovédni) . Pyri ztrdtové funkel

H.*nhm...wcu =0 pro 8<4
i =8 -4 pro 8>d
L,,(8,d44) = 0 pro 8>4

d - 8 pro 844

Je bayesovakd rozhodoveci funkce rovna dg» jestliZe

max(Xgs e oo ' Xy)

B e\ x=5) = Lo —L .akd

Pro data uvedend v prvni S4stl pPikladu se i pPi této volbd ztrato-
vé funkce rozhodneme pro d4.

A
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5.3 TESTY PRI ynn@ou = 0

Obe typy ztrétovfch funkei uvedené v predchozim paragrafu viak
majl jednu nevyhodu. Je-1i q(8) = O pro sk. v&. {vzhledem k ?)
8c®,; kde 1 = 0 nebo 4, pak bychom se nikdy nemohli rogzhodnout pro
hypotézu Hy, nebo¥ nmlovost apriorni hustoty implikuje nulovosti
aposteriorni hustoty. Pakovdto situace nastane mapi. Je-1i @H € &H.
®e @w. r<k, A Lebesguova mira a A(®) >0 (u vBech apriornich hug-
tot uvafovanfch ve 2. kapitole byla A Lebesguova mira).

V tomto pripadd se d4 postupovat jednim ze dvou zpligobd.

Pfedpoklédejme, Ze A(®,) = O. Misto hypotéz mu“ 8e @,

Hy: §6@®, budeme uvaiovat hypotézy Hyt Qe @ Hy: §sG-6Y =@,
* - '

kde @€ B, takovd, Ze ®, = ®,

0 < § a@ane <1
@

a mire M@-Gy Je 2 praktickéno hlediska mald. Je-1i nap¥. @, jedno-
bodové, bereme za @m vhodné okoli tohoto budu. .

45
¥}, Ulohu testovet hypotézu Hy: 8 = 100 proti

Priklad 1.1
hypotéze H,: © £ 100 (apriorni pravddpodobnost, Ze nastane Hy je rov-
ne nule) nehradime iilohou testovat hypotézu H.: 6&(100-a,100+a) pro-
ti m“" ® & (100-8,100+a), kde &> 0 volime podle konkréini situace,
nap¥. & = 5. Pak pFi ztrdtové funkci (5.2) s ag = &, (vzhledem k

(5.10)) se rozhodneme pro Hg, jeatliZe

2 2
225 100 225 100
Smﬁm 9
1- & ) + §¢ 2.)¢ 3.

V69,23 V69,23

Je-1i nap#. x = 110, pak se rozhodneme pro mw , p¥i x = 90 se roz~

&
[

hodneme pro H,

PFi Hy: @ = 85 ( jednoduchd hypotéza) pouZivéme téZ jiny postup.

~

Definujeme nové apriorni rozddleni. Bodu 8, prifadime apriorni prav-
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d¥podobnost q >0 & borelovskym mmoZiném B < ®-1{8,} pFifedime prav-
dépodobnoat
P(geB) = (1-3) | a(®ar(g).
B

Pak aposteriorni rozd&leni € Je

-~

1 =zl (5.15)
q r(3]@g)+(1-a) m r(Z(8)a(8)arg)
: ‘ @
n._lnvmw r{x)8)q(8)axr(e)

P(8eBlL=x) = .
e Bl q r(x{g84)+(1-q) m@im 1) a(@)an(e)

w«.wumo_wumv =

Margindlni hustota X je rovana

r*(g) = r(x|ggla + (1-a) M,..v (x|8)a(@)ar(g). (5.16)
Ne ( - Mmow existuji apriorni i aposteriorni hustoty q* & 7* vzhledem
k Aj

q*(8) = (1-q)q(®) e ®- {8t (5.17)

ely) - Lz(pleias) ge ®- {0} (5.18)

-~

Obdobn® 1lze postupovat i v obecndjich p¥ipadech, nap¥. Je-1i
@, = M,m.% x @y, By SRy @*c_m &, _,- Tento postup nemusi bjt vidy vhod- -

n¥, jek nyni uvidime.

Lindleytv paradoX. Nechl X mdi rozddleni N(8, qmu. §2y 0 zndmé, _
a testujme hypotézu Hy: 8 = 8y proti H,: 8 # 8. Predpoklddejme, Ze
apriorni pravddpodobnost, Ze O = By je q& (0,1) a apriorni hustota
6 na R,~ {8} e (=) (22172 exp{~(8-)2(26®) 7"}, b50, aeRy.
2 (2.10) a (5.16) obdrZime pro margindlni hustotu X

q 1-q. 1
1 ok el + Ty o mA

Hmw._ ﬁmo._WV
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pdle z (5.15) plyne, ze aposteriorni rozdéleni Je

P(0= mo_Huuu — muuﬂ pp hRIQOV M Au.huvvné (5.20)

ore®

1-q

4
7(elx) = - (z-e)2l (e (277 (5.21)
(6l0) = ey oo~ sy -}

kde r*(x) je ddno (5.19).

Je-1i ztrétovd fumkce ddna (5.2) 8 ag = a4, pak podle (5.10) Je

bayesovaka rozhodovaci funkce rovna dp, jestliZe
P(8=6,|X=x) > 1/2.

Dopadime-1i na levé strand z (5.20), dostaneme po jednoduché UGpravé

ekvivalentni nerovnost

,_ Y 1 2 2
mm N7 > mﬂv#l MMWMMMW (x-a)“ + MMM nﬁlmoy w.

Polofme ddle pro jednoduchost b% = 1, & = 8y, 4 = 1/2, &2 = expf-25}.
Pak je posledni nerovnost ekvivalentni nerownosti

-8
H o_ {01 + e25)1/2 (10g(1 + ommvuﬂxm.

pPigemZ vyraz na pravé strand Je v&tEi ne¥ 5. Dochdzime tedy k para-
doxnimu zévéru. Pro hypotézu H, se totl¥ rozhodneme i v pFipads

A P
zatimeo p¥i klagickém pFistupu bychom Hy gamitli 1 na hladiné
5,1.107 1+
2 toho lze soudit, Ze bud zirdtovd funkce nebo apriorni rozd¥leni

nebyly vhodné zvoleny (nap¥. hodnoty blizké 8; jsou mnohem preavdé-
podobnd33i nef hodnoty vzddlendjsi).

Tento paradoXx publikovany ILindleyem vyvolal Fadu diskuei,
2 nichs ndkteré byly publikovény, nep¥. v [8].
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Na z4var paragrafu se soinime je#td o Jednom typu testld, a to

tegtech podilem aposteriornich hustot. Pro test hypotézy Hgs Be @,

proti hypotéze Hq: 8¢ ®, gestavime podil

mEm@ (8|x)

a

mau . ¥(8i%) (5.22)
Be® ‘

anoty podilu blizké Jedné indikuji plat-

Tento podil Je vidy <1. Ho

nopt hypotézy Hys zatimco malé hodnoty indikuji platnost nypotézy
Hyo |
g(@)an(@ = 0 nebo je nu~
0

34dné ztrétové ﬂnbwou..

Tato metoda je doporudovéna, pokud m@

le blizky. Neodpovidd cbecnd

Je analogii testu podilem vérohodnosti v klasicks mﬁm«wm.ﬁ.om
t linedrmich

{vi ge t6%Z Jako Vv xlagické statistice pro tes

a pouZ
53&34 1inedrnim modelu. Dosazenin (2.30) do (5.22) obdrzime po

ny tvar testové statistiky, xtery Jje ve mﬁmowﬂ....

deldim vypodtu obec
nim pripadé roven Punkei P-statistiky pouzivené v klasické statisti-

ce. Dalii podrobmosti o této metodd a jejim yyuziti p¥i tegtech v 1i-

nedrnich modelech miZe Stend¥ najit nap¥. v {51, [4].

7 14tky vyloZené
¥adu teatd o gtiedni hodnotd no

v pfedchozich dvou odstaveich miZeme zigkat

rmélniho yozdéleni. Uvedeme gl ndé-

které z nich.

A. Nechl X,, ....Hu je néhodny vybér 2z norméilniho rozdéleni un__._ .‘o.mu.
mmVo zndmé a M Je nezndmy parameir.
Uvafujme dlohu testovat Hgys 1 = o proti Hys

k1sdejme, Ze apriorni rozd¥leni |l Je nésledujicis wﬁ_p = TOV =q

a na Ry - ::p md hmstotu

M £ e Predpo-
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et e s e

(1-q)¢( 2162)~ Y2 expl |$....mum..n mdmv..J '

a& Ry, v°> 0. Pak plati

P(p=pgl3=x)  af 2ved) /2 oxp muwh x4 2(20%) Y

= (5.23)
P wtoﬁumu (1-q).x(E)
xde r(x) je ddno (2.10). PF1 ztrétové funkel
L,(u,dg) = 0 =g : (5.24)
=8g pFfo
L(p.d4) = 0 P # g
= B.._ T = TOu

kde ag >0, &,> 0, se rozhodneme pro dgo jestliZe

a 2 2 n+mm
... Mﬂﬂmw (z-a)° + |M (Z-g)~ £ 2 1og ?_hm. -2) + log |m||

{pouili jeme (5.9), (5.23) a (2.10)).

Pri ztrdtové funkel

L, udg) = kympd?  poe By (5.25)
Lyolpndy) = % P =Fo
=0 f# o

kde w._z.. 0, w».v 0, se rozhodneme uﬂw ﬂo. uo_n._n_.u.mm

ky mmflrcumwm_nmu < Ky wnTuToﬂMnmu
t3.
1, (1-2) (6264 g ?) & X Pp=pplE=0):

kde Ta a Qm umon dsny (2.9).

M$jme hypotézu Hgt Tmt.o protl Hy: Tv_...o a predpoklédelme, Ze
apriorni rozdéleni 1l je Hnm..umu. P*i gtrdtové funkel .




B.

aof.nou =0 TmTo (5.26)
nTI 1.0 TVTo

H.of.fv =0 1> fo
=Po -l ft < Ho

ge vzhleden k (5.14) a (2.9) rozhodneme Hﬁ..o dg» jestliZe
2 2
M.Hw.o +8 o..o

“_.
||I|||.|.Mlh .
.U..UN + Q.O 1.0

Nechl X,,...,X, je ndhodnj vibdr z ET%V. kdep & 8250 jsou
nezndmé.

Méjme Glohu testovat Hp:ft = kg proti Hysp £ Koe Predpokléde j-
me, Ze apriorni rozddleni n_...osmv je nésledujioi: wn.? = ) = 9
podminénd apriorni hustota 62 p¥i danén p = jg de gema rozd&leni
(c,d), podmfinénd apriorni hustota AT.W..MV p#i podmince p # To je
normélni-gama s parametry (a,r,c,d) (hustota Je ddna (2.18)). Pak
pro podminénou hustotu Hnﬁ Tu___rov néhodného vektoru X pfi podmince
1 = To plati

o

‘H.Am:_u?cv n m ano.mv...u\m mu..u#.u %QMNM Qw%%mw .
c

mv -
- w6727 muumuo\o.mwnq.m

L]

o4 _.._A.W + d)

NSIB.\Na - ama——
n Cevi/2 2 nH.lT umuu.\ﬂ._.ﬂ
5 i 0

a tedy podle (5.15)

| q (5|p=p)
B =polE®) = TRFRpI R FORD

kde r(z) je ddno (2.20). P¥i ztrétové funkei {5.24), kterd ne-
zdvisi ne 62> O ge pak rozhodneme pro dos jestliZe
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h 214 %ﬂm.%&m < i 1 .
m.a..ﬁ._!.nww T c .__san .ANM.I..WVM + I HW.Im.uN

H...-..v AT¢Q\leﬂOU = WDQ..INAT IT.OwM T & w.._u Q(I.NV. 0
H_ﬂl ﬁT uQ..INmQ.._u = Hn._ T = TD» QINV 0
= 0 T\ £ T.O. %NV o,

kde kn> O, k,>0. Pro libovolnou rozhodovaci funkei mﬂmv plati

B F.}F , 6558 X)) = ( fauwowmm.lm? ..Toum_.MnMw Je-11 ¢(F)=d

q ky Pe=pylE=x) Je-1i &) = 4.

VyuZitim (2.15), (2.16) obdrzime

B(6™2 ) 2 En ) = BOT2 [ g 26T 1) -

= % (o= 02 4 (na)7?,

kde p*a c* je ddno (2.15) resp. (2.16). 0dtud plyne, Ze se roz-
hodneme pro dgs jestliZe

ﬁTauwcﬁmmho.ﬁ?o..?.um+ﬁﬁ+5|3 <q k P =pol E=5) -

AR LLAb P e AT AL,

P¥i tiloze testovat Hg: [t < iy proti Hysp>W, a zirdtové funkei
(5.26) pro v&. 62> 0 se rozhodneme pro dgs JestliZe

—
e T s

(stadi dosedit (2.15) do (5.14)).

C. Uvafujme 2 nezévislé néhodné vybdry X,,...,X, z H@.._.wwv 8 ¥y,

2

....Mbm 5 mmtm.m.mf fqr fos 675 0 neznémé a dlohu testovati hypoté-
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zu Hot k1% fp protl Hy: RSPt Predpoklddejme, Ze apriorni roz-
déleni ?ﬁrm.mﬁmv 1ze popsat ndsledovné. Podmin¥né apriorni roz-

-1

déleni th.Tmu p¥i daném 52 je mnnm._u@mv.o.mhwd ’ mmCV. margindl-
ni apriorni rozd&leni 6~< je gama s parametry (c,d). Pak aposte-
riorni rozdsleni .ﬂ_.:.rm. o...mfm.wv parametrd (U, rm.q‘nmv je nédsle~

dujiei. Podmin¥né aposteriorni rozddleni ATTTMV p¥i deném 2

-1
je zamm_.m.nmvs. m.mﬁmdﬁr_u NH.M.QNVI._:. kde
n n
il <2
. H._m.._+u.MJ b: 4} Hmm‘mﬂ.uua Y,
m.a.._ = = . m.tm = = .
r, + 1, r, + 1,

Margindlni aposteriorni rozdéleni 62 je gama s parametry (c*,a”),
kde 4* = d+{n,m,)/2 a

14 VTN. Q‘INV 0

2
n r.n,X-a,)
¢t =0+ ._nwlwum+.wwwnm...w..um+dd I R
Hmﬂmnmlmmvm
+ Ty + ﬁm ’
w. = Ihml Ww H. .
P -
P¥i ztrdtové funkci
K §2;d4.) = 0 < 672> 0
Ryspar® 9807 © Bq=fo
= - -2 0
=Rtk g p2 07
-2 _ ~2
4]

plati pro lib. rozhodovaci funkel §(x,¥)

ECIAW 1 ot oo 6 236X I B=%0 X=1) =
Pasp2 .

{ 5 M 4-t) @ 428N B0 A a6"? pro (Y=g
Ra>f

P by
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Po dpravd zjlstime, Ze bayesovskéd rozhodovaci funkce bude rovns

43, jestlizZe

B |58) € B, )10

tj. jestliZe
T8y * BT Tglp ¥ P¥
H-._ + H_.._ H.M + HHN

Bayesovekd rozhodovaci funkce bude rovna d,, jestliZe plati ne-

rovnost 7.

. gtr. -&.m .
P¥iklad 1.1 (pokradovéni). UvaZujme dlohu diskriminace mezi hypoté-

zami Hy: 8 <90, Hy: 90« 8 <110, mu“ 6% 110 (které odpovidaji podpri-

mérné, primdrné a nadprimérné inteligenci) a pFedpoklédejme, Ze ztré-

tovd funkce je ddna predpisem Tww oznaduje rozhodnuti, Ze H; plati):

Hﬁm.n._v 0 6«90
8 - 90 90<8<«110

2(8-90) 8 #1110

H.mm.ﬁmv 90 - 8 8490
= 0 90<8 <110

8~ 9 682110

2(110-8) 8<90
110 - 8 90<8<110
0 82 110.

1(8,d,)

Tedy ztrdita zévisi na .d.unmu_.muomﬂ od hypotetické mnoZiny, JestliZe
jde o 8 ze "sousedni® mnoZiny a na jejim dvojnédsobku, JestliZe B ne-
ndlefi ani do hypotetické ani do "sousedni" mnofiny. PFimym vypodtem
dostaneme pro 1ib. rozhodovaci funkel

110 90
wnﬂn.m.ﬁnHuu_Huﬂv = m (8-90)n(8|x)do+2 M Amlwov.-nm_uvnm jestliZe
s0 110 . di{x) = m:_-




90 +ob
E(L(08,d(X) M X=3) = m (90-8)v(8] x)d&+ mﬁ?:o:hm.&% jestliZe
-0 ._;_D &thV = ﬂ.N-
90 110 .
B(L{8,8(X))|X=x) = mmn:o...mvim_u;?.m (110-8)r(8|x)ae jJestliZe
" 90 £x) = 45

Specielnd p¥i x = 115 platdi

E(1(6,8(X))]|X=115) = 34,32 p¥i 4(115) = 4,
| = 3,55 = 4,
= 3,24 = m.w-

.emnw bayesoveké rozhodnuti je &u.

Ddle plati, Ze

P(8 < 90]x=115) = 0,005
P(90 < 8 £110{x=115) = 0,475
P(1103 8|x=115) = 0,520.

odtud plyne, %e pii zirdtové funkci

1*(8,d) =0 6 €@
= .“ m “ @H H = ._UNUU
pPifems = (-»,90>, @, = (90,110), @u = {110,+%), Jje bayesovské

rozhodnuti opét aw.
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APENDIX; PREHLED POUZITYCE ROZDELENT

NiZe uvedené hustoty Jjsou hustoty bud vzhledem k &itaci mite
(pro diskrétni rozdsleni) nebo vzhledem k Lebesguové mife (pro spo-

jitd rozdéleni).

Binomické rozdgleni s paramet

= 1,2,0003 p&L0,1>)

md hustotn ‘
r(zlm,p) = (B pC-p)™F  x = 0,1,.00,me (4.1)

Plat{ |

EX = mp, var X = mp(1-p), Jip) = .mﬂn.wluu. H nb.mu.

p¥i m = 1 mluvime o elternativaim rozdéleni.

Poisgonovo rozddleni s trem A (A>0) m& hustotu

{xln) = e A (x7!, oz =0,1,2,..0  (4.3)

Plati

K=, varXa=Hh 3 =X (A.4)

Nege ;ivnd binomické rozddleni g paramet (a> 0, p& {0, 1)

md hustotu

r(xla,p) = (3T p21-p)F x = 0,1,2,..0 (A:5)

Plati
EX = a(1-p)p ', var X = a(1-p)p~23,  J(p) = 5 2
. - p*(1-p)

{A.6)

P¥i 2 = 1 mluvime o geometrickém rozddleni.

Normdlni Hounm”_.mb..h 8. a §< (ozn. ET.QNV. ¢ € R,, 250)

md hmstotu




HAH::QMV = nmqqmvll_\m wHum,nnH..EmﬁmqunJ x€R,.
Plati

EX = p, var X = 82, Hp,6) = Cglagd) -

Gama rozddleni s (a>0), p>0) md hustotu

munﬂnuvvld xP-1 o-8X x a0,

r(xla,p)

+00
kae M(p) = § 71 &% at.
Platd 0

PP p = 1 mluvime o

nmluvime o mmluonmmpoﬁm {centrdlnim) o n stupnich volnosti.

a,b) (a>0, b>0) mé hustotu

r(xfa,b) = nwaw.dvvl 21 (1.x)P" x € (0,1),

s 0 ! H“nD-.—v-

kde B(a,b) = mum.l._ (-} ax.
Flat{ 0

EX = m.nm..f.cvl. var X = ab »nm+.cfvmnw+d+$wl.

woﬂpoamuﬂm rozdéleni a a,b) (a<b) md hustotu

r(x|a,b) = (b-a)" " x & (a.b)
= 0 X ﬁ. Am.-dv
Plati
EX = (a+b)/2, ver X = (b-a)?/12.
- 87 -
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{4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(a.13)°

(A.14)




(a0, b> 0) md hustotu

r(x)a,b) = (a/b) (b/m*  x3D (A15)
= 0 x <b.
Pro a2 plati
B = abla-1)"", var X = ab2{(a-1)%(a-2)} (4.16)

n+1

...hm%u hunmym -
H-ﬂN—HPu_.FV = h._ + n v H@Wa. nb.uAQV

M4-11 néhodnd velidina X rozddleni zﬁ_p..&. Y rozd¥leni %m o n stup-
nich volnosti a Jjsou-1i X a ¥ nezdvislé, pak néhodné velidina

_ X
T = .,_Hﬂ.n \n
mé t-rozddleni o n stupnich volnosti s parameirem [t.
Plati |
EX = [t (4.18)
& pro n>2 plati
var X = mmﬂ .

—rozddleni s n, & 1, gtupni volnosti mé hustotu

Hﬁl ﬂnlv n p BJ .ﬂ u\mlﬂ

rEh @ M2 B2

r{x|n,,ny) = .
X€ W.— . ﬂb.o 1 Wv
Isou-1i ndhodné velidiny X a Y nezdvislé & maji-1i %muuomamwmﬂn o 04
resp. N, gtupnich volnosti, mé ndhodnd velidina
X/n,
F =
; Hﬂlubm
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F-rozd¥leni s n, a n, stupni volnosti.

Pro n, > 2 plati

Ba
EP = MMHM {A.20)
a pro me#
2
ons(n, +n,~-2)

L2 2
var F = — ..a.Xn.lmum . (4.21)

172 2

(= 1,2,0005 P = (Pyssvee
py = 1, k3 2) mé hustotu

r(x|n,p) = X = AN._.....NWV‘. (A.22)
HW" Ouui-ouu.n 1= Auo..uﬁo W “P“HH
i=1
= O . Uo“_vﬂ-m.,_ﬁo

Plati .
EX; = npy, ver X; = Bvuﬁlﬁu.u 1 = 1,000k, (A.23)
OOQAHH-HMV = lﬁmvu.quU. . ...m.nu = ﬂu.oon”ﬁ u- % u- ﬁ.b.!mﬁv

1...1 ._\H_._ 0
n._.ﬁ sew V "lHHIllﬁnoo uu +Hwﬁ ‘e V- ﬁb.cwmv

SR v e

Dirichletove rozdsleni (mmohorozmErné beta rozddleni) g parametry

AN CINT. ) (oly >0, 1 = 1y000,k) mé hustotu

: k
x> 0, 1= 1,000,k wm.ﬂu...r = 1

= 0 jinak.
Plati
« oL, (L ~k.)
a = Im.u yar .N = Iul-lll@lllm-ll » u- = ._-DQO'WU A‘PON.-NU
i i 2
0 olgltg + 1)




V = o lﬂ'uhnu.l' » Us“-. = .-u.othm u. .% uu mbommv

covi{X, ,X
iy 2
ol oioﬁ )

Hnﬁ.@ ol = w nﬁ L]
07 & 7
Margindlnf rozdéleni X; Je beta rozdéleni s parametry o,

oy = Ay

k-rozmérné
S hormilni rozddleni s paramet (omn. B (g,Z)) (g & Ry L -8Y-

metrickd pozitivnd definitni matice typu k« k) md hustotu

r{zly L) = ¢ a1 "/ 2(aet L)~1/2 munwlwhm&u.wu:m._.w; . (A.29)

Plati

typu kx k) mé hustotu

r(xlnD) = oy (20t L)"V2 (aet ) (P)/Z (4.31)
. sﬂmu 3 (') pro vE. x nA umn:””..:w:nv
| Typret s Xy
kde _ .
o=l pBK/2 pi(e=1)/4 f pemlad), - (4.32)
k,n . uﬂa :

Je=11 Kqseees®y ndhodny vybér z mwnm..u....v. pek ndhodnd matice

.m.\ﬂu.M.._ MHHW

mé k-rozmérné Wishartovo rozdéleni s n stupni volnosti s parametric-
Xou maticl Z . Ndhodnd velidina

a’ssa(a’la),
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W = o et e e i T 1=

kde g = (8,,¢00,8,.) Je vektor konstent, md .yozdileni # n stupni
% 1 ay

volnosti.

i al Awmww, I~ asymetrickd pozitivnd definitni matice typu kx k)

méd hustotu

_kin
rCEoD) = (1 + HE) LT () T, ze(xg,eeem) € By
A (4.33)
k -1/2
& - i i NLJK . (4.34)
r@) (am*? |
Plati
ET = (4.35)
a pro np?2
var m = mw Mo ) h.PQWMV

Necht md ndhodny vektor Y = Q.T ....Mwu‘ rozddleni Hy( 0, % ),
kde M.\ je reguldrni, nechi mi néhodné veli¥ina 2 %muu.oua.m“_.mum s n stup-
ni volnostl a ¥ a 2 jsou nezdvislé. Definujme ndhodny vektor X =

= nH“.....qu. piedpisen
Nu.ﬂ-m Auulp.... —L.H 1 = 1,0ee,k. (4.37)

Pak néhodny vektor X md k-rozmdrné t-rozddleni s n stupni volnosti

& parametry K= n_:._i...}n.u a N»d.

raZnat) (ry<4ry, & >0)

md hustotu
ala+1)(r,-r)*
H-A“A uHN— H-.u oHoNu m.v = ﬁNN-IH»_{w.m-—.N hH.__ UHNV & WN.- hb.n UL-V
Xq4Tyy Tp<Epe
= O UEQ
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Pro a >1 plati

a pro eav»2

var Hd = E.Hm =

EX, = —a-T (A.35)

2
m.nu.m...u.._v

(a-1)%(a-2)

(A.36)
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