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Informacni entropie

Definice
Necht X : 2 — A je diskrétni ndhodna velicina.
Potom entropie nahodné veliciny X je definovana jako

H(X) = — Z Pr(X=a) - log, Pr(X=a),

acA

kde predepisujeme O - log, 0 := 0.

OspravedInéni predpisu pro O:
» Limitnim chovanim: lim,_o, zlog, z = 0.
» Selskym rozumem: Je-li X=a nemozny jev, pak by nemél
zvySovat miru nejistoty.



Vylouceni nemoznych jevii

Umluva
Necht X : Q — A je diskrétni ndhodna velicina.
Budeme predpokladat, ze Pr(X=a) # 0 pro vSechna a € A.

OspravedInéni
Pokud X nespliuje predpoklad, pak Ize definovat novou
nahodnou veli¢inu X', kterd jej splfiuje a pfitom H(X) = H(X'):
» Zadefinujeme A" :={ac A:Pr(X=a) #0}.
» Zadefinujeme zlzZeni X' := X| 4.



Shannonova véta o kédovani zdroje

» Entropie diskrétni ndhodné veli¢iny je dolni mez na
primérnou délku kteréhokoliv jejiho prostého kédovani.

» Vzdy existuje prosté kddovani, kterym se Ize priblizit k této
dolni mezi libovolné blizko.
(Je vSak tfeba kédovat vice vysledkd najednou.)



Vlastnosti entropie

H(X) = =) _Pr(X=a) - log, Pr(X=a)

acA

Pozorovani

» Ma-li X rovhomérné rozdéleni, pak

1 1
H(X) = — — | — = Al.
( ) ;|A| ng ‘A‘ Og2| |

V pFipad& |A| = 2k tak dostdvdme H(X) = k.

» Existuje-li ag € A takové, ze Pr(X=ag) = 1, pak
H(X)=—1-log,1=0.
Jinymi slovy, je-li vysledek jisty, pak je entropie nulova.



Huffmanovo kédovani ndhodné veliciny
Mame nahodnou veli¢inu X : Q — A.
» Prvkiim z A pfifazujeme kédy z {0, 1}*.

» Vlastnosti Huffmanova kddovani:

> Je prosté.
» Primérna délka zakédovaného prvku lezi v intervalu
[H(X),H(X) +1).

Priklad
Méjme A= {1,2,3,4,5,6} a rozdéleni pravdépodobnosti:

a 1 2 3 4 5 6

Pr(X=a) 0,05 0,10 0,15 0012 0,13 0,45




Huffmanovo kodovani

» Sestrojime binarni strom.

vV v v Y

Listy budou prvky z A.
Véha listu x € A bude Pr(X=a).
Vaha vnitfniho vrcholu bude soucet vah jeho podvrcholi.

Na zacdatku mame mnozinu vrcholi A bez hran.
(Kazdy z nich je kofen jednoprvkového stromu.)

Zvolime dva nejlehci koreny a pfipojime je pod novy
korenovy vrchol. Opakujeme dokud nezlistane jediny koren.

Pro kazdy vrchol oznadime jednu vychazejici hranu
symbolem 0 a druhou symbolem 1.

Huffmandv kéd h(a) uréime tak, ze preéteme symboly na
cesté od korene k listu a.



Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
[0,05] [0,10] [0,15] [0,12] [0,13] [0,45]




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
0,05] [0,10] [0,15] [0,12][0,13] |0,45]




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
0,05 /0,10] 0,15 [0,12][0,13] |0,45]
0 1
0,15




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
0,05] |0,10] [0,15] [0,12] [0,13] |0,45]
0 1
0,15




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
0,05 /0,10] 0,15 [0,12][0,13] |0,45]
0 1 0 1
0,15 0,25




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
[0,05] [0,10] [0,15] [0,12] [0,13] [0,45]
0\ /1 0\ /1
0,15 0,25




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
0,05 /0,10] (0,15 [0,12][0,13] |0,45]
0 1

0,25




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
0,05 /0,10] (0,15 [0,12][0,13] |0,45]
0 1

0,25




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
[0,05] [0,10] [0,15] [0,12] [0,13] [0,45]




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
[0,05] [0,10] [0,15] [0,12] [0,13] [0,45]




Huffmaniv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
[0,05] [0,10] [0,15] [0,12] [0,13] [0,45]




Huffmandv algoritmus.

1 2 3 4 5 6
[0,05] [0,10] [0,15] [0,12] [0,13] [0,45]

SOl WN Y

h(a)
0000

0001
001
010
011



Entropie a stredni délka kodu

a Pr(X=a) h(a) log,Pr(X=a)
1 0,05 0000 —4,32
2 0,10 0001 -3,32
3 015 001 274
4 0,12 010 —3,06
5 0,13 011 —2,94
6 0,45 1 -1,15

» Délka kédu ¢(h(a)) je pfiblizné rovna — log, Pr(X=a).

» Srovnani entropie a stfedni délky kodu:

H(X) = =) Pr(X=a) log, Pr(X=a) ~ 2,23

acA

E(h(X))= Y Pr(X=a)-((h(a)) =225,

acA



Véta (Jensenova nerovnost)
Necht
» f: | — R je ryze konkavni funkce na intervalu I,
> xi,...,x, €1,
> A, .., A, € (0,00),
> iA=L

Potom
n n
Z )\,‘f(X,') S f(z )\,‘X,'> s
i=1 i=1
pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x; = x, = - -+ = X,.

Diikaz.

» V pripadé n = 2 se jedna o definici ryze konkavni funkce.

» Dale postupujeme indukci podle n.



Véta (o maximalni entropii)
Necht X : Q2 — A je diskrétni nahodna velicina.

Potom
H(X) < log,|Al,

pricemzZ rovnost nastava, pravé kdyZz X ma rovnomérné rozdéleni.
Dikaz.
Vyuzijeme Jensenovu nerovnost s f = log,.

Z Pr(X=a)-log, ——— < log, Z 1.

N—— P
acA A N / acA

Ovéreni predpokladii:
» Funkce log, je ryze konkavni na (0, o).
» Podle imluvy je Pr(X=a) # 0 pro vechna a € A.
> > eaPr(X=a) =1.



Sdruzena entropie
Definice
Necht X : Q2 — Aa Y : Q — B jsou diskrétni nahodné veliciny
» Kartézsky soucin veli¢in X a Y definujeme jako
(X,Y): Q—AxB
w = (X(w), Y(w)).
» Sdruzenou entropii veli¢in X a Y definujeme jako entropii
jejich kartézského soucinu a znacime ji H(X, Y).
Pozorovani
Pro libovolnd a € A a b € B plati
Pr((X,Y)=(a, b))
=Pr{weQ: X(w)=a,Y(w)=0>b})

=Pr{weQ: Xw)=a}n{we:Yw)=>b})
— Pr(X=a, Y=b).



Sdruzena entropie

» SdruZenou entropii lze rozepsat
H(X, Y) = =) Pr((X, Y)=(a, b)) log, Pr((X, Y)=(a, b))

(a,b)eAXB

= =35 Pr(X=a, Y=b)log, Pr(X=a, Y=b).

acA beB

» Kartézsky soucin a sdruzenou entropii lze pfirozenym
zplisobem rozsifit na vice velicin.

» V zdapisu sdruzené entropie nezalezi na poradi velicin, ani na
jejich pripadném uzdvorkovani, napr.:

H(X,Y,Z)=H(X,(Y,Z)) =H((Z,X),Y).



Véta (o sdruzené entropii)

Necht X : Q@ — A a Y : Q — B jsou diskrétni nahodné veliciny.
Potom

H(X, Y) < H(X) + H(Y),
pricemz rovnost nastava, pravé kdyz X a Y jsou nezavislé.
Dikaz.
Mapa dikazu:
1. Dokazeme H(X,Y) —H(X) —H(Y) <0.
2. Dokazeme, Ze jsou-li X a Y nezavislé, pak nastava rovnost.
3. Dokazeme, Ze nastava-li rovnost, pak

Pr(X=a) Pr(Y=b) = Pr(X=a, Y=b)
pro vSechna a a b takova, ze

(a) Pr(X=a, Y=b) #0,
(b) Pr(X=a, Y=b) =0,



Priprava dikazu

Definici entropie rozepiseme podle disledku véty o Gplné
pravdépodobnosti:

H(X) = =) Pr(X=a) log, Pr(X=a)

acA

== ) Pr(X=a, Y=b) log, Pr(X=a).

acA beB

Stejné tak pro Y:

H(Y) ==Y ) Pr(X=a, Y=b)log, Pr(Y=b).

acA beB



Priprava dikazu
H(X, Y) — H(X) — H(Y)

=~ "3 Pr(X=a, Y=b)log, Pr(X=a, Y=b)

acA beB

+Y ) Pr(X=a, Y=b)log, Pr(X=a)

acA beB

+ Z Z Pr(X=a, Y=b)log, Pr(Y=b)

acA beB
X=a) Pr(Y=b)
r(X=a, Y=b)

Z Pr(
= ot Pr(X=a, Y=b) log, P
Pr(X=a,Y=b)#0

/

Sc¢itance, ve kterych Pr(X=a, Y=b) = 0, mizeme vynechdvat.



Krok 1 dukazu

Aplikujeme Jensenovu nerovnost s f = log,:
H(X, Y) = H(X) — H(Y)

= E Pr(X=a, Y=b) log,
acA, beB
Pr(X=a,Y=b)#0

<log, Y  Pr(X=a)Pr(Y=b)
acA, beB
Pr(X=a,Y=b)#0

< log, Y _ Pr(X=a)Pr(Y=b)

Pr(X=a) Pr(Y=b)
Pr(X=a, Y=b)

= Iogzg (Pr(X:a) beZB Pr(Y:b))

= log, Z Pr(X=a) = log,1 =0.

acA



Krok 2 dukazu

» Predpokladejme, ze X a Y jsou nezavislé,
tj. Pr(X=a, Y=b) = Pr(X=a) Pr(Y=b) pro viechna a a b.

> H(X,Y)—H(X)—H(Y)
Pr(X=a) Pr(Y=b)
Pr(X=a, Y=b)

= Y Pr(X=a, Y=b)log,

acA, beB
Pr(X=a,Y=b)#0

= > Pr(X=a,Y=b)log,1

acA, beB
Pr(X=a,Y=b)#0

=0



Krok 3 dikazu, ¢ast (a)
» Predpokladejme, ze H(X,Y) — H(X) — H(Y) = 0.
» Potom v Jensenové nerovnosti nastava rovnost:
Pr(X=a) Pr(Y=b)
0= 2 PriX=aY=bllg, 55y
acA, beB

Pr(X=a,Y=b)#0
<log, Y Pr(X=a)Pr(Y=b)<0.

acA, beB
Pr(X=a,Y=b)#0

» Podle véty o Jensenové nerovnosti je hodnota zlomku stejna
pro vSechna a a b, pres kterd scitdme.
» Oznacme tuto hodnotu c. Potom:
0= Y Pr(X=a Y=b)log,c.

acA, beB
Pr(X=a,Y=b)#0

» Ziejmé€ musi byt ¢ = 1.



Krok 3 dukazu

» Dokazali jsme, ze

Pr(X=a) Pr(Y=b)
Pr(X=a, Y=b)

=1

pro viechna a a b takova, ze Pr(X=a, Y=b) # 0.
» Zbyva dokazat rovnost i pro pfipady Pr(X=a, Y=b) = 0.
» Ukazeme, ze

Pr(X=a)Pr(Y=b) =0
pro vSechna a a b takova, ze Pr(X=a, Y=b) = 0.



Krok 3 dilkazu, &ast (b)
Cislo 1 rozepieme dvéma zptisoby:

1= Y Pr(X=a)Pr(Y=b)

acA, beB
= >  Pr(X=a Y=b) = >  Pr(X=a)Pr(Y=b)
acA, beB acA, beB
Pr(X=a,Y=b)#0 % r(X=a,Y=b)#
Vyuzivdme vysledek z ¢asti (

Odeétenim rovnic dostaneme:

0= Y Pr(X=a)Pr(Y=b).
acA, beB
Pr(X=a,Y=b)=0
Cili Pr(X=a) Pr(Y=b) = 0 pro viechna a a b takov4, Ze
Pr(X=a, Y=b) = 0.



Podminéna entropie

Definice
Necht

> X:Q— AaY:Q — B jsou diskrétni ndhodné veli¢iny a
> E CQ je jev takovy, ze Pr(E) # 0.

Entropii veliciny X podminénou jevem E definujeme jako

H(X | E) := =) Pr(X=a| E)log, Pr(X=a | E).

acA

Podminénou entropii H(X | Y) definujeme jako

H(X | Y) =) Pr(Y=b)H(X | Y=b).
beB



Tvrzeni
Necht X : Q2 — A a 'Y : Q — B jsou diskrétni nahodné veliciny.
Potom H(X | Y) = H(X,Y) — H(Y).

Dikaz.
Definici podminéné entropie mizeme rozepsat
H(X[Y)
=~ Pr(Y=b)) Pr(X=a| Y=b)log, Pr(X=a| Y=b)
beB acA

==Y ) Pr(X=a, Y=b)log, Pr(X=a| Y=b).

acA beB



Pokracovani dukazu
» Mame tedy

HIX | Y) = =) Pr(X=a, Y=b)log, Pr(X=a| Y=b).

acA beB

» V dikazu véty o sdruzené entropii jsme méli

H(Y) = =) ) Pr(X=a, Y=b)log, Pr(Y=b).

acA beB
» Spojenim rovnosti dostdvame
H(X | Y)+H(Y)
==Y ) Pr(X=a, Y=b)log, Pr(X=a | Y=b) Pr(Y=b)

acA beB

= H(X, Y).

~
Pr(X=a,Y=b)



Pozorovani
Podle posledni véty a posledniho tvrzeni plati:

0 < HIX[Y) = H(X,Y)—H(Y) <

(X)7

H
Rovnost nastdva, pravé kdyz X a Y jsou nezévisl;f.x

Disledek
Necht X : Q — A a Y : Q — B jsou diskrétni nahodné veliciny.
Potom:
1. H(X | Y) < H(X),
pricemZ rovnost nastava, pravé kdyz X a Y jsou nezavislé.
2. H(Y) < H(X,Y).



Definice
Necht X : Q2 — Aa Y : Q — B jsou diskrétni nahodné veliciny.
Vzdajemnou informaci definujeme jako

I(X;Y)=H(X)+H(Y)—H(X,Y).

Tvrzeni
Necht X : Q — A a Y : Q — B jsou diskrétni nahodné veliciny.

Potom
1LI(X; Y)=1(Y; X);
2. 1(X;Y)=H(X)—H(X|Y)=H(Y)—-H(Y | X),
3. I(X;Y) >0,
pricemz rovnost nastdva, pravé kdyz X a Y jsou nezavislé.



