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Př́ıklady na cvičeńı 8+9 (12.+26.4.2019)

1. Spočtěte limitu nebo dokažte, že neexistuje: lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2+y2 .

2. Spočtěte limitu nebo dokažte, že neexistuje: lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2+y2 .

3. Spočtěte limitu nebo dokažte, že neexistuje: lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

.

4. Spočtěte limitu nebo dokažte, že neexistuje: lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x4+y2 .

5. Spočtěte limitu nebo dokažte, že neexistuje: lim
(x,y)→(0,0)

xy

x4+y2 .

6. Spočtěte limitu nebo dokažte, že neexistuje: lim
(x,y)→(0,0)

y2

x4+y2 .

7. Uvažujme funkci

f(x, y) = x5+y4

x4+y2 pro(x, y) 6= (0, 0)

= 0 pro(x, y) = (0, 0).

Zjistěte, zda má tato funkce totálńı diferenciál ve všech bodech R
2, a čemu

je roven.

8. Zjistěte, zda má funkce f(x, y) = 3

√

x3 + y3 totálńı diferenciál ve všech
bodech R

2, a čemu je roven.

Řešeńı:

1. Neexistuje, protože na každé př́ımce tvaru y = kx je r̊uzná limita (záviśı
na k). Nechte si tuto funkci (i ostatńı) vykreslit třeba ve Wolfram Alpha!

2. Je rovna 0, protože funkce je součinem omezené funkce xy

x2+y2 a funkce y,
která má limitu 0. Nebo lze už́ıt polárńıch souřadnic podobně jako v daľśım
př́ıkladě.

3. Je rovna 0, můžeme nejprve otestovat, že po každé př́ımce y = kx je limita
rovna 0, a pokud tedy naše limita existuje, muśı být také rovna 0. Pro
d̊ukaz existence této limity užijeme polárńı souřadnice: x = c cosα, y =

c sinα, v nich má funkce tvar c2 cos sinα
c

, jej́ıž limita pro c → 0+ je 0.

4. Je rovna 0, opět použit́ım polárńıch souřadnic: lim
c→0+

f(c cosα, c sinα) =

lim
c→0+

c3 sin2 α
c4+c2 sin2 α

= 0.

5. Neexistuje, protože po př́ımkách tvaru y = kx, k 6= 0 je limita 1
k

6. Neexistuje, protože po př́ımkách tvaru y = kx, k 6= 0 a též pro př́ımku
x = 0 je limita 1, pro př́ımku y = 0 je limita 0, a po parabole y = x2 je
limita dokonce 1

2 .



7. V bodech mimo počátek je totálńı diferencál roven

Df(x0) = (
x8 + 5x4y2 − 4x3y4

(x4 + y2)2
,
2y5 + 4y3x4 − 2yx5

(x4 + y2)2
),

protože parciálńı derivace jsou v každém takovém bodě zřejmě spojité.
V počátku jsou parciálńı derivace ∂xf(0, 0) = 1, ∂yf(0, 0) = 0, ale funkce
∂xf neńı v počátku spojitá, takže máme podezřeńı, že by ani totálńı di-
ferenciál nemusel existovat. Tuto hypotézu dokážeme z definice tot. dife-
renciálu, totiž (při označeńı h = (a, b)) v bodě x0 = (0, 0) limita

lim
(a,b)→(0,0)

1√
a2 + b2

(

a5 + b4

a4 + b2
− 0− (1, 0) ·

(

a

b

))

neexistuje (domyslete proč).

8. Parciálńı derivace jsou ∂xf =
(

x3

x3+y3

)
2

3

, ∂yf =
(

y3

x3+y3

)
2

3

. Ty jsou defi-

novány a spojité všude kromě př́ımky y = −x, a tam také tedy existuje
totálńı diferenciál, složený z těchto parc. derivaćı.


