
Sada p°íklad· na 3. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

Jde o funkcionály ve tvaru

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

de�nované na mnoºin¥

M = {y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a, b, A,B ∈ R, a < b a f ∈ C2([a, b]× R2).
Tuto obecnou situaci si ov²em upravíme na speciální úlohu

Φ(u) = F (u+ ϕ),

kde ϕ(x) =
B −A
b− a

(x− a) +A, a

X = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Je snadné si rozmyslet, ºe u ∈ X práv¥ tehdy, kdyº u + ϕ ∈ M , a ºe u ∈ X je
extrémem funkcionálu Φ práv¥ tehdy, kdyº u+ ϕ je extrémem (stejného typu)
funkcionálu F .

V¥ta (o Lagrangeových multiplikátorech). Nech´ f, g ∈ C2([a, b] × R2), γ ∈ R
a y ∈M je bodem minima funkcionálu F vzhledem k mnoºin¥

{y ∈M : G(y) = γ},

kde

G(y) =

∫ b

a

g(x, y(x), y′(x)) dx,

(zde op¥t zna£íme Ψ(u) = G(u+ ϕ)). Pokud dΦ(y) 6= 0, potom existuje λ ∈ R,
ºe

dΦ(y)(h) = λdΨ(y)(h), h ∈ X.

1



P°íklady

1. Nalezn¥te minimum funkcionálu

F (y) =

∫ π

0

(y′)2

vzhledem k mnoºin¥ v²ech funkcí y ∈ C1([0, π]), pro které platí y(0) =

y(π) = 0 a

∫ π

0

y2 = 1.

2. Nalezn¥te minimum funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

(y′)2

vzhledem k mnoºin¥ v²ech funkcí y ∈ C1([0, 1]), pro které platí y(0) = 1,

y(1) = 6 a

∫ 1

0

y = 3.

3. Nalezn¥te minimum funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

(y′)2

vzhledem k mnoºin¥ v²ech funkcí y ∈ C1([0, 1]), pro které platí y(0) = 1,

y(1) = 1
4 a

∫ 1

0

y − (y′)2 =
1

12
.
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