
Sada p°íklad· na 8. týden

Fubiniovu v¥tu budeme pouºívat v následujícím tvaru:

V¥ta 1 (Fubiniova v¥ta). Pro funkci f ∈ L∗(Rp+q) a mnoºinu A ∈ Bp+q platí∫
A

f(x, y) d(x, y) =

∫
π1A

(∫
Ax

f(x, y) dy

)
dx =

∫
π2A

(∫
Ay

f(x, y) dx

)
dy.

V¥ta 2 (V¥ta o substituci). Bu¤ U ⊂ Rn otev°ená, ϕ : U → Rn difeomor�smus

a f : ϕ(U)→ R Lebesgueovsky m¥°itelná funkce. Pak∫
U

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫
ϕ(U)

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

Je-li navíc B ⊂ ϕ(U) Lebesgueovsky m¥°itelná mnoºina, platí∫
ϕ−1(B)

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫
B

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

P°íklady:

**1. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =

{
(x, y) ∈ R2 : 4− x ≥ y ≥ 3

x
, x > 0

}
.

**2. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : x+ 2 ≥ y ≥ x2

}
.

**3. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = [3, 4]× [1, 2], f(x, y) =
1

(x+ y)2
.

**4. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y}, f(x, y) = e−(x+y).

**5. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ y2, y ≥ x2}, f(x, y) = x2 + y.
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**6. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, f(x, y) =
1√

1− x2 − y2
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci
(polární sou°adnice).

**7. Spo£t¥te
∫
M
f , kde

M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ x}, f(x, y) =
1√

x2 + y2
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci
(polární sou°adnice).

**8. Spo£t¥te
∫
M
f , kde M je mnoºina omezená plochami x = 0, y = 0, z = 0

a x+ y + z = 1 pro funkci

f(x, y, z) =
1

(1 + x+ y + z)3
.

**9. Spo£t¥te
∫
M
f , kde M je mnoºina omezená plochami x = y2, y = x2,

z = 0 a z = xy pro funkci f(x, y, z) = xyz.

**10. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)2 ≤ 8(x2 − y2)

}
.

Návod: pouºijte polární sou°adnice.

**11. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : (x+ y)4 < 3x2y, x > 0

}
.

Návod: pouºijde substituci pomocí zobrazení (r, φ) 7→ (r cos2 φ, r sin2 φ).

**12. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : y ≤ x2 ≤ 4y, 2x ≤ y2 ≤ 3x

}
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci

(zobrazení (x, y) 7→ (x
2

y ,
y2

x )).

**13. Spo£t¥te λ2(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x+ y ≤ 2, 2x ≤ y ≤ 3x

}
.

Pouºijte Fubiniovu v¥tu jak p°ímo, tak v kombinaci s v¥tou o substituci
(zobrazení (x, y) 7→ (x+ y, yx )).
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**14. Spo£t¥te λ3(M), kde

M =
{
(x, y) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ ρ

}
,

ρ > 0. Návod: pouºijte sférické sou°adnice.

**15. Spo£t¥te λ3(M), kde

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 2z, x2 + y2 < z2

}
.

Návod: pouºijte sférické sou°adnice.

**16. Spo£t¥te λ3(M), kde

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < z < 2

}
.

Návod: pouºijte cylindrické sou°adnice, nebo polární v kombinaci s Fubi-
niovou v¥tou.

**17. Spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0}, f(x, y) = e−x
2−y2

a pomocí této hodnoty spo£t¥te
∫∞
0
e−x

2

.

**18. Pro b > a > 0 spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, b > y > a}, f(x, y) =
1

1 + x2y2
,

pomocí Fubiniovy v¥ty postupn¥ v pobou po°adích integrace.

**19. Pro b > a > 0 spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : 1 > x > 0, b > y > a}, f(x, y) = xy,

pomocí Fubiniovy v¥ty postupn¥ v pobou po°adích integrace.

**20. Spo£t¥te
∫
M
f pro

M = {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0}, f(x, y) =
1

(1 + x)(1 + xy2)

pomocí Fubiniovy v¥ty postupn¥ v pobou po°adích integrace.
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