Sada piikladd na 1. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Definice. Necht X je normovanyg linedrni prostor, F : X D Dp — R funkcio-
ndl, a € Dy, h € X \ {0}. Potom definujeme Gdteauzovu derivaci F' v bodé a
ve sméru h jako
F th) — F
DiF(a) = lim 1@t = F(a)

t—0 t ’

pokud limita napravo existuje vlastni.
Spojityj linedrni funkciondl L : X — R budeme nazijvat Gdteauzovu derivaci
F v bodé a pokud DypF(a) existuje pro vSechna h € X \ {0} a plati L(h) =
DpF(a), h € X\ {0}.
Spojity linedrni funkcional L : X — R budeme nazyjvat Fréchetovou derivaci
F v bodé a pokud
lim F(a+h) — F(a) — L(h)

h—0 I =0

Gateauzovy a Fréchetovy derivace vyssich 7adi definujeme induktivné.
Lemma 1 (zékladni lemma varia¢niho poc¢tu). Necht f € C([a,b]). Potom

1. pokud plati

b
/MEQg€@MWﬂ@=MFQ

potom f je konstantni na |a,b],

2. pokud plati

b
[ 9=, geCab). gla) = g(t) =0,
potom f =0 na [a,b)].

Funkcionaly reprezentované integralem

Jde o funkcionaly ve tvaru

b
Fo) = [ fagla).y/ (@) do M
definované na mnoziné
M = {y € C'([a,b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a,b,A,BER, a<ba feC(a,b] x R2).



Tuto obecnou situaci si ovSem upravime na specialni tlohu

D(u) = F(u+ ¢),

b—a

kde o(x) = (x—a)+ A4 a

X = {u € C([a,b]) : u(a)=u(b) =0}.

Je snadné si rozmyslet, ze u € X pravé tehdy, kdyz u+ ¢ € M, a ze u € X je
extrémem funkcionalu ® pravé tehdy, kdyZz u + ¢ je extrémem (stejného typu)
funkcionalu F.

Véta (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?([a,b] x R?) a y je staciondr-
nim bodem funkciondlu F'. Potom je funkce

x> fa(z,y(2), y'(2))
spojité diferencovatelnd na [a,b] a plati (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)
fy(@,y(@),y'(2) = (f2(z,y(2),y'(2)))" = 0,2 € [a,b]. (3)

Véta (o regularité minimizéru). Necht f € C?([a,b] x R?), y je staciondrnim
bodem funkciondlu F a pro £ € (a,b) plati

fzz(§7y(§)7y/(€)) #0.
Potom existuje § > 0, Ze y je C? na (£ — 6,& +6).



Priklady
1. Spotitejte Dy®(f), D2, ®(f) a D}, ,®(f) pro
b
D(y) =/ v*+ ()% yeC(a,b])
ah,k,l € C([a,b]) \ {0}.

2. Spocitejte Gateauxovu a Fréchetovu derivaci funkciondlu

@(y)z/ W2 yeC([-11)).

-1

3. Spocitejte Gateauxovu a Fréchetovu derivaci funkciondlu
1
o) = [ - WP ve (0.1,
0
4. Spocitejte Gateauxovu derivaci funkcionalu
1
o(y) = / [(y’)?’ +a?sin(ry) +y"y" +ye” @, ye (o, 1])-]
0
5. Sestavte a vyfeste Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional
1
o) = [ ) -
0
na mnoziné {y € C1([0,27]) : y(0) = y(27) = 1}.
6. Sestavte a vyreste Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional
1
@ (y) :/ W)+ + ()
0
na mnoziné {y € C1([0,1]) : y(0) = 0, y(1) = sinh 1}.

7. Sestavte a vyfeSte Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional

3 333
q)(y):/Q (y')?

na mnoziné {y € C1([2,3]) : y(2) = 4, y(3) = 9}.

8. Sestavte a vyfeste Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional
2
By) = [ 220" + 20
1

na mnoziné {y € C([1,2]) : y(1) = 1, y(2) = 2}.



9. Sestavte a vyfesSte Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcional

1

o) = [ 2wty
-1

na mnoziné {y € C*([1,2]) : y(—1) = -1, y(1) = 1}.
10. Ukazte, Ze Euler-Lagrangeova rovnice pro funkcional

1

(y) =/ y*(2z —y')?
-1

na mnoziné {y € C'([-1,1]) : y(=1) = 0, y(1) = 1} m4 feSent, které neni
C2.



