
Sada p°íklad· na 1. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

De�nice. Nech´ X je normovaný lineární prostor, F : X ⊃ DF → R funkcio-
nál, a ∈ Df , h ∈ X \ {0}. Potom de�nujeme Gâteauxovu derivaci F v bod¥ a
ve sm¥ru h jako

DhF (a) = lim
t→0

F (a+ th)− F (a)

t
,

pokud limita napravo existuje vlastní.
Spojitý lineární funkcionál L : X → R budeme nazývat Gâteauxovu derivací

F v bod¥ a pokud DhF (a) existuje pro v²echna h ∈ X \ {0} a platí L(h) =
DhF (a), h ∈ X \ {0}.

Spojitý lineární funkcionál L : X → R budeme nazývat Fréchetovou derivací
F v bod¥ a pokud

lim
h→0

F (a+ h)− F (a)− L(h)

|h|
= 0.

Gâteauxovy a Fréchetovy derivace vy²²ích °ád· de�nujeme induktivn¥.

Lemma 1 (základní lemma varia£ního po£tu). Nech´ f ∈ C([a, b]). Potom

1. pokud platí ∫ b

a

fg′ = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f je konstantní na [a, b],

2. pokud platí ∫ b

a

fg = 0, g ∈ C1([a, b]), g(a) = g(b) = 0,

potom f = 0 na [a, b].

Funkcionály reprezentované integrálem

Jde o funkcionály ve tvaru

F (y) =

∫ b

a

f(x, y(x), y′(x)) dx (1)

de�nované na mnoºin¥

M = {y ∈ C1([a, b]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a, b, A,B ∈ R, a < b a f ∈ C2([a, b]× R2).
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Tuto obecnou situaci si ov²em upravíme na speciální úlohu

Φ(u) = F (u+ ϕ),

kde ϕ(x) =
B −A
b− a

(x− a) +A, a

X = {u ∈ C1([a, b]) : u(a) = u(b) = 0}.

Je snadné si rozmyslet, ºe u ∈ X práv¥ tehdy, kdyº u + ϕ ∈ M , a ºe u ∈ X je
extrémem funkcionálu Φ práv¥ tehdy, kdyº u+ ϕ je extrémem (stejného typu)
funkcionálu F .

V¥ta (Euler-Lagrangeova rovnice). Nech´ f ∈ C2([a, b]×R2) a y je stacionár-
ním bodem funkcionálu F . Potom je funkce

x 7→ fz(x, y(x), y′(x))

spojit¥ diferencovatelná na [a, b] a platí (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)

fy(x, y(x), y′(x))− (fz(x, y(x), y′(x)))′ = 0, x ∈ [a, b]. (3)

V¥ta (o regularit¥ minimizéru). Nech´ f ∈ C2([a, b] × R2), y je stacionárním
bodem funkcionálu F a pro ξ ∈ (a, b) platí

fzz(ξ, y(ξ), y′(ξ)) 6= 0.

Potom existuje δ > 0, ºe y je C2 na (ξ − δ, ξ + δ).
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P°íklady

1. Spo£ítejte DhΦ(f), D2
h,kΦ(f) a D3

h,k,lΦ(f) pro

Φ(y) =

∫ b

a

y2 + (y′)2, y ∈ C([a, b])

a h, k, l ∈ C([a, b]) \ {0}.

2. Spo£ítejte Gâteauxovu a Fréchetovu derivaci funkcionálu

Φ(y) =

∫ 1

−1
y2, y ∈ C1([−1, 1]).

3. Spo£ítejte Gâteauxovu a Fréchetovu derivaci funkcionálu

Φ(y) =

∫ 1

0

x2(y4 − (y′)2), y ∈ C1([0, 1]).

4. Spo£ítejte Gâteauxovu derivaci funkcionálu

Φ(y) =

∫ 1

0

[
(y′)3 + x2 sin(πy) + y′′y′′′ + ye−(y

′′)2 , y ∈ C3([0, 1]).
]

5. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

0

(y′)2 − y2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([0, 2π]) : y(0) = y(2π) = 1}.

6. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

0

(y′)2 + yy′ + (y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([0, 1]) : y(0) = 0, y(1) = sinh 1}.

7. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 3

2

x3

(y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([2, 3]) : y(2) = 4, y(3) = 9}.

8. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 2

1

x2(y′)2 + 2yy′

na mnoºin¥ {y ∈ C1([1, 2]) : y(1) = 1, y(2) = 2}.
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9. Sestavte a vy°e²te Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

−1
2y2 + x2(y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([1, 2]) : y(−1) = −1, y(1) = 1}.

10. Ukaºte, ºe Euler-Lagrangeova rovnice pro funkcionál

Φ(y) =

∫ 1

−1
y2(2x− y′)2

na mnoºin¥ {y ∈ C1([−1, 1]) : y(−1) = 0, y(1) = 1} má °e²ení, které není
C2.
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