
Sada p°íklad· na 5. týden

Co budeme pot°ebovat z teorie

V¥ta (vztah Riemannova a Lebesgueova integrálu). Pokud f ∈ R([a, b]), potom
f ∈ L([a, b]) a platí ∫ b

a

f = (R)

∫ b

a

f.

V¥ta (Leviho v¥ta). Nech´ pro posloupnost {fn} ⊂ Ld platí fn ↗ f a nech´

existuje M ∈ R, ºe

∫
fn ≤M , n ∈ N, potom

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.

V¥ta (Leviho v¥ta pro °ady). Nech´ {fn} ⊂ Ld je posloupnost nezáporných

funkcí a nech´ existujeM ∈ R, ºe

∫ n∑
k=1

fn ≤M , n ∈ N. Potom f =

∞∑
n=1

fn ∈ Ld

a
∞∑

n=1

∫
fn =

∫
f.

V¥ta (Fatouovo lemma). Nech´ {fn} je posloupnost funkcí z L+
n , fn → f s.v.

a existuje M ∈ R, ºe

∫
fn ≤M , n ∈ N. Potom f ∈ L+

d a

∫
f ≤M .

V¥ta (Lebesgueova o majorant¥). Nech´ {fn} je posloupnost funkcí z Ld, fn →
f s.v. a existuje g ∈ Ld, ºe |fn| ≤ g s.v., n ∈ N. Potom f ∈ Ld a∫

f = lim
n→∞

∫
fn.
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P°íklady

**1. Ov¥°te, ºe

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
dx = 0.

**2. Ov¥°te, ºe

lim
n→∞

∫ ∞
0

e−x
n

dx = 1.

**3. Platí lim
n→∞

∫
M
fn =

∫
M

lim
n→∞

fn pro

fn(x) = nxe−nx
2

, M = (0, 1), (1,∞), (0,∞)?

**4. Ov¥°te, ºe

lim
n→∞

∫ ∞
0

log(x+ n)

n
· e−x cosx dx = 0.

Návod: výraz log(x+n)
n odhadn¥te polynomem nezávislým na n a pouºijte

Lebesgueovu v¥tu.

**5. Spo£t¥te

lim
n→∞

∫ ∞
0

1(
1 + x

n

)n · n√x dx.
Návod: uvaºujte zvlá²´ intervaly (0, 1) a (1,∞). Na (0, 1) je rozhodujícím
£lenem n

√
x, zde lze pouºít Leviho i Lebesgueovu v¥tu. Na (1,∞) rozhoduje(

1 + x
n

)n
. Pro jeho odhad zespoda pouºijte binomickou v¥tu a následn¥

pouºijte Lebesgueovu v¥tu. I na (1,∞) lze pouºít Leviho v¥tu, nicmén¥
pouºití je pon¥kud náro£n¥j²í.

**6. Existuje posloupnost funkcí fn : R → R, fn ↘ 0 taková, aby platilo
limn→∞

∫∞
−∞ fn 6= 0? Návod: zkuste nejd°íve sestrojit posloupnost mnoºin

An takovou, ºe An ⊃ An+1 a λ(An) =∞, n ∈ N, a která spl¬uje
⋂
n
An = ∅.

Pak poloºte fn = χAn .

**7. Spo£t¥te

lim
a→∞

∫ ∞
0

e−ax
2

dx, lim
a→0+

∫ ∞
0

e−ax
2

dx.

Návod: pomocí Heineho v¥ty p°eve¤te na limitu posloupnosti.

**8. Spo£t¥te

lim
a→1−

∫ π
4

0

1

log(a− sinx)
dx.

Návod: pomocí Heineho v¥ty p°eve¤te na limitu posloupnosti.

2



**9. Spo£t¥te

lim
a→∞

∫ ∞
0

xa−1e−x dx, lim
a→0+

∫ ∞
0

xa−1e−x dx.

**10. Dokaºte, ºe ∫ 1

0

log(1− x)

x
dx = −π

2

6
.

Návod: pro první p°íklad pouºijte rozvoj log(1 − x) v mocninnou °adu.
Pomocí Leviho v¥ty pak dokaºte, ºe lze integrovat £len po £lenu.

**11. Dokaºte, ºe ∫ ∞
0

x

ex − 1
dx =

π2

6
.

Návod: vytkn¥te x
ex a zbytek rozve¤te do nekone£né °ady pomocí vzore£ku

pro geometrickou °adu.

**12. Vypo£t¥te ∫ ∞
0

log(1− e−x) dx.

Návod: vhodnou substitucí p°eve¤te na jeden z p°edchozích p°íklad·.

**13. Dokaºte, ºe ∫ ∞
0

e−ax sin(bx) dx =
b

a2 + b2

pro |b| < a. Návod: sin(bx) rozve¤te v Taylorovu °adu. Pro konvergenci
pouºijte Lebesgueovu v¥tu. Integrál lze spo£ítat i p°ímo.

**14. Ov¥°te pro p, q > 0, ºe∫ 1

0

xp−1

1 + xq
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

p+ nq
.

Návod: v²imn¥te si, ºe m·ºeme uvaºovat jen x ∈ (0, 1). To znamená, ºe
£len 1

1+xq lze rozvést pomocí vzorce pro sou£et geometrické °ady. Pak uº

sta£í pouºít Lebesgueovu v¥tu s majorantou 2xp−1

1+x2 (k jejím·º odvození
pouºijeme vzore£ek pro £áste£né sou£ty geometrické °ady). Moºno pouºít
i Leviho v¥tu, ale zde je uºite£né rozvést v geometrickou °adu s kvocientem
x2.

**15. Ov¥°te, ºe ∫ ∞
0

e−x cos(
√
x) dx =

∞∑
n=0

(−1)nn!

(2n)!
.

Návod: cos(
√
x) rozvedeme do Taylorovy °ady a následné integrály po£í-

táme per partes (m·ºeme si zárove¬ v²imnout, ºe jde o integrály z de�nice
Γ funkce (p°. 1) a pouºít, co o této p°ípadn¥ víme).
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**16. Ov¥°te, ºe ∫ 1

0

log

(
1

1− x

)
dx = 1.

Návod: pouºijeme vzore£ek pro logaritmus podílu a pak rozvedeme v Ta-
ylorovu °adu.

**17. Ov¥°te pro |b| < a, ºe∫ ∞
0

e−ax
sin(bx)

x
dx = arctan

(
b

a

)
.

Návod: rozvedeme sin(bx) v Taylorovu °adu, integrujeme £len po £lenu
(Lebesgueova v¥ta) pomocí per partes. Na záv¥r porovnáme s Taylorovou
°adou pro arctanx.

V²echny p°íklady jsou p°evzaty ze sbírky prof. Luke²e, kde naleznete i po-
drobn¥j²í verze mnoha návod·, jde po °ad¥ o p°íklady 4, 3; 4, 22; 4, 23(d); 4, 8;
4, 7; 4, 13; 4, 15; 4, 19; 4, 18; 4, 25; 4, 26; 4, 46(a) a 4, 47.
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