Sada piiklada na 2. tyden

Co budeme potiebovat z teorie

Jde o funkcionaly ve tvaru

b
Fo) = [ fayla).y/ (@) do M
definované na mnoziné
M = {y e C'([a,0]) : y(a) = A, y(b) = B}, (2)

kde a,b,A,BER, a<ba feC*]a,b] x R?).
Tuto obecnou situaci si ovSem upravime na speciélni ilohu

B(u) = Flu+ ),

kde p(z) = —

(r—a)+ A, a

X = {u € C([a,b]) : u(a)=u(b) =0}.

Je snadné si rozmyslet, ze u € X pravé tehdy, kdyz u+ ¢ € M, a ze u € X je
extrémem funkcionalu ® pravé tehdy, kdyZz u + ¢ je extrémem (stejného typu)
funkcionélu F'.

Véta (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?([a,b] x R?) a y je staciondr-
nim bodem funkciondlu F. Potom je funkce

x> fa(2,y(2), ¥ (2))
spojité diferencovatelnd na [a,b] a plati (tzv. Euler-Lagrangeova rovnice)
fy(z,y(@), 9/ () = (f:(z, y(2), ¥/ (2))) = 0,2 € [a, b]. 3)
Hlavni poznatky

1. (regularita minimizéru) pokud je y staciondrnim bodem F' a pro néjaké
¢ € (a,b) plati
f22(&y(8),¥'(8)) #0.

Potom existuje § > 0, ze y je C? na okoli &.

2. (Lagrangeova nutna podminka) pokud je y bodem minima funkcionalu F.
Potom

faoz(z,y(x), 9/ () >0, =z € la,bl.



3. (Legendrova postac¢ujici podminka) pokud je y stacionarnim bodem funk-
ciondlu F a pokud existuji o, § > 0, Ze

d*®p, 1 (uo) > al|h|?, heX,||h| <4,
potom y je bodem minima.

4. (Lagrangeova postacujici podminka) pokud je y stacionérnim bodem funk-
cionalu F. Jestlize existuje 6 > 0, Ze pro kazdé h € X, ||h|| < ¢ spliiuje
funkce ¢ : t — F(y + th) podminku

¢"(t) >0, te(0,1)
Potom F' méa v bodé y lokdlni minimum.

5. (konvexita a extrém) Pokud je zobrazeni (u,v) — f(z,u,v) konvexni pro
viechna = € [a,b] ay € M NC?([a,b]) je stacionarnim bodem funkcionalu
F. Potom mé& F v bodé y minimum.

Definice (Jacobiho rovnice a konjugovany bod). Necht f € C3([a,b] x R?) a
y € M N C?([a,b]) je staciondrnim bodem funkciondlu F. PoloZme

P(x) = foo(,y(2), ¢ (z))

Q) = fyy(x,y(x),y () = (fy=(,y(x),y/ (2)))".
Rowvnici
—(Ph)Y +Qh =0

nazgvame Jacobiho rovnici. Bod x € (a,b] nazveme konjugovangm bodem
k bodu a, pokud existuje netrividlni reseni Jacobiho rovnice h, pro které plati

h(a) = h(x) = 0.

Véta (Jacobiho). Necht f € C3([a,b]xR?) ay € MNC?([a,b]) je staciondrnim
bodem funkciondlu F' a plati

foz(z,y(x), 9 (2)) >0, z € la,bl.
Potom

1. pokud na (a,b] neezistuje konjugovany bod k bodu a, potom y je bodem
lokdlniho minima funkciondlu F na M.

2. pokud je y bodem lokdlniho minima funkciondlu F na M, potom na (a,b)
neexistuje konjugovany bod k bodu a.



Piiklady

1. VySetfete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoziné
M = {y € C*(]0,1]) : y(0) = 0,y(1) = sinh 1}.

2. VysSetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoZziné
M ={y e C'(12,3]) : y(2) = 4,y(3) = 9}.

3. VysSetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoZziné
M ={yeC'([1,2]): y(1) = 1,y(2) = 2}.

4. Vysetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoZziné
M ={yeC'([1,2]): y(1) = 1,y(2) = 2}.

5. VySetiete extrémy funkcionalu

vzhledem k mnoziné

M ={y e C'([1,2)) : y(~1) = —L,y(1) = 1}.



